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SUBIECTE PROPUSE PENTRU EXAMENELE DE BACALAUREAT 2008 — 2009

MATEMATICA - M1

Corneliu Manescu-Avram

Aceste subiecte prezintd interes pentru candidatii la examenul de bacalaureat — 2010, intrucét
contin modelul propus de minister, care este extras respectiv din variantele 48(I), 21(II), 72(I1I).
Ele au fost postate pe site-ul ministerului la 1 martie 2008 si au fost rezolvate in diverse culegeri,
inclusiv electronice. Multe dintre aceste solutii sunt insa prea stufoase, incomplete sau chiar
incorecte. Se impune de aceea reluarea si rediscutarea unora dintre ele, ceea ce vom face in
continuare.

SUBIECTUL 11

VARIANTA 1

2. Se considerd a € Z; si polinomul f=X°+aX + 5 e Z[X].
a) Si se verifice ca pentru orice b € Z, b # 0, are loc relatia b° = 1.
b) Sasearate cax®+5=(’ — 3)x’ +4), Vx € Z..

c) Sa se demonstreze ca pentru orice a €Zj, polinomul f este reductibil in Z;[X].

Solutie
a) Dacab e Z;,b+# 0, atunci functia g : Z7 — Z7, g (x) = bx, este injectiva, deoarece (Z7, +, *)

este un corp, in particular este inel integru. Multimea Z- este finitd, deci functia g este si

surjectivd. Avem g (0) = 0, asadar multimile Z, si b.Z; coincid, deci produsul elementelor lor
este acelasi

1.2...-6=(b-1)-(b-2) .- (b-8).
Prin simplificare, rezulta 5° = 1.

b) Avem (X’ =)’ +4)= x*—16=x*-16+21=x"+5,Vx e Z.
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¢) Daciaa =0, atunci / = X®+ 5 = (X> — 3)(X° + 4) (punctul b)), deci f este reductibil in
Z4X].

Daci a # 0, atunci a este inversabil in Z; , deoarece Z- este un corp (numarul 7 este un numar
prim), deci existib € Z7, b#0,b=a '. Atunci f(b)=b°+ab+5=1+1+5=0 (punctul a)).
Rezulta ca polinomul f* se divide in Z7[X] cu X — b, deci f este reductibil in Z;[X].

Comentarii. 1) Afirmatia de la a) este un caz particular al teoremei lui Fermat : “Daca p este un

numdar prim si a € Z,, a #0, atunci a?~'=1". Demonstratia aceste teoreme se poate face prin

aceeasi metoda.

2) Se poate ardta ca daca p este un numar prim si p = + 1 (mod 8), atunci polinomul

f=X""+aX — 2 e 7Z,[X] este reductibil in Z,[X].
VARIANTA 6

2. Se considerd a € C, xy, x2, x3 € C radacinile ecuatiei

X1 Xz X3
x* —2x*+2x —a=0sideterminantul A= |Xz X1 X3 .
X2 X3 X1

a) Pentru a = 1, sa se determine x, x; $i x3.

c) Sa se arate ca valoarea determinantului A nu depinde de a.

Solutie

a) Fief = X? = 2X*+2X — a € C[X]. Pentru a = 1 avem descompunerea

1 +iV3

f=X- 1)(X? — X + 1), deci radicinile luif suntx; =1, x33= R

b) Din relatiile lui Viéte rezultd x? + x3 + x2 = (x1 + x; + x3)* — 2(x1x2 + X1x3 + X2x3) =

vvvvv

= 0, absurd. Numarul radacinilor complexe nereale ale lui f/ este par, prin urmare f* are o singura
radacind reala.
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c) Avem A= x13 + x23 + xg - 3x1x2x3. Scriem ca xj, X, x3 sunt radacini ale lui f; adunam
egalitatile respective si obtinem x3 + x5 + x5 =2(x? + x% + x3) - 2(x; +x2 +x3) + 3a=
= — 4+ 3q. Din x1xox3 = a, rezultd A = — 4 + 3a — 3a = — 4, deci valoarea determinantului A nu
depinde de a.

Nota. Daca a ¢ R, atunci ecuatia datd nu are radacini reale. Intr-adevir, daci x, este o radicini a
ecuatiei date, atunci a = x5 — 2x3 + 2xy € R, absurd.

VARIANTA 8

2. Se considera a € R si ecuatia ¥ —x+ta+ 0, cu radacinile complexe x, x2, x3.

a) Sa se calculeze (x; + 1)(x; + 1)(x3 + 1).

b) Sa se calculeze x,, x3, daca x; = 2.

c) Sa se determine a € R pentru care xj, x», x3 sunt numere intregi.

Solutie

a) Fief =X’ — X +a € R[X]. Avem f = (X — x)(X — x2)(X — x3) , deci
i+ D+ D+ 1)=— f(-1)=—a.

b) Dacix; =2, atuncia=—2+2=—6sif =(X — 2)(X* + 2X + 3), deci
X 3=—11i2,

¢) Fie b € Z radicind a lui /, deci f(b) =0 sia = — b> + b. Rezulta

f=X- b)(X? + bX + b* — 1). Discriminantul celui de-al doilea factor A = — 3b* + 4 > 0 daca
sinumaidacaib e {—1,0, 1}, decia=0.

VARIANTA 12

2. Se considerd functia f: Zs — Zs, f(x) = x*+ 4.
a) Sa se calculeze £(0) sif(1).

b) Sa se arate cd functia f nu este surjectiva.

¢) Si se descompuni polinomul X* + 4X e Zs[X] in factori ireductibili peste Zs.
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Solutie
a) Avem f(0)=/(1)=0.
b) Patratele din Zs sunt 0,1,4, puterea a patra a oricarui element din Zs este 0 sau 1. Rezulta

~

0,dacix = 0,
J&)= {i -x, dacix =0

si e clar ci functia f nu ia valoarea 1, deci f nu este surjectiva.
¢) Polinomul X* + 24X = X* — X se descompune peste Zs astfel X* + 4X =
= X(X — 1)(X* + X + 1). Factorul X> + X + 1 = (X + 3)> + 2 este ireductibil in Zs, in caz contrar

el ar avea o radacind in Zs, dar — 2 = 3 nu este patrat in Zs, contradictie.

VARIANTA 17

2. Se consideri polinoamele £, g € Q[X], [=X'+X’+X*+ X+ 1, cu

< 1< - . 2
radacinile xy, x2, x3, x4 € Csig=X"— 1.

a) Sa se determine restul Impartirii polinomului f* la polinomul g.
b) Sa se calculeze (1 — x1)-(1 — x2)-(1 — x3)-(1 — x4).

c) Sa se calculeze g(x1)-g(x2) g(x3)-g(x4).

Solutie

a) f =gq+mX+n,qe Q[X], mne Q,deoarece gradul restului este mai mic decat gradul

impartitorului.. Avemm +n=f(1)=5,—m+n=f(—1)=1,deunde m =2, n =3, asadar
restul este » =2X + 3.

b) Din £ = (X — x1)(X — x2)(X — x3)(X — x4), rezultd (1 — x1)(1 — x2)(1 — x3)(1 — x4) = £(1) = 5.
¢) Avemsif(—1)=1, deci g (x1)-g (x2):g (x3)°g (xa) =f(1)f (—1)=5-1=5.
VARIANTA 18

2. Se considera a, b € R si polinomul f= X3+ 4aX? + 20X + b, cu radacinile x;, x,, x3 € C.
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a) Sa se determine xi, x», x3 incazula=2, b =0.

b) Sa se demonstreze ¢ (x; — x2)° + (x1 — x3)° + (x2 — x3)° = 8(4a* — 15).

c) Sa se determine a, b astfel incat polinomul f sa aiba o radacina dubla egala cu - a.
Solutie

a) Dacd a =2 si b =0, polinomul devine /' = X° + 8X* + 20X = X(X* + 8X + 20), cu radicinile
X1:O,XQ,3:—4i2i.

b) Folosim relatiile lui Viete : x; +x2 + x3 = — 4a, x1x2 +x1x3 +x2x3 = 20, de unde
(x1 — X2)2 +(x) — X3)2 + (X — X3)2 = 2(3612 + x% + x%) — 2(x1x2 + x1x3 + X0x3) =
=2(x; tx + x3)2 — 6(x1x2 + x1x3 + X0x3) = 8(4a2 — 15).

c) Dinx; =x;,=—asix; +x;+x3=— 4a, rezultd x3 = — 2a si polinomul devine
=X+ a) (X +2a)=X+4aX* + 5a°X + 24°. Prin identificarea coeficientilor se obtin
egalitatile 5a° = 20, 24” = b, de unde rezultd solutiile a =2, b=16sia=—2,b=— 16.

VARIANTA 22

2. Se consideri sirul de numere reale (@), < , cu @9 =0 si a,+1 = a2 + 1, Vn € N si polinomul

/e R[X], cuf(0)=0si cu proprietatea ci f (x> + 1) = (f(x))* + 1, Vx € R.
a) Sa se calculeze 1 (5).

b) Sa se arate cd Vn € N, f(a,) = a,.

c) Sase arate ca f= X.
Solutie

a) Se dau lui x valorile 0, 1, 2 si se obtin egalitatile /(1) = (f(O))2 +1=1, f(2)= (f(l))2 +1=2,
f&=(Q@)y +1=5.

b) Demonstram egalitatea f (a,) = a, prin inductie matematica. Am verificat la punctul a)
egalitatea pentru n € {0, 1, 2}. Presupunem ca egalitatea este adevarata pentru n si o
demonstram pentru n + 1 : daca f(a,) = ay, atunci f(ay+1) =f (@2 + 1)=f(a,)*+1=a2 + 1=
=dy+1.

¢) Aplicam urmatoarea Teoremd. Numarul raddacinilor unui polinom cu coeficienti iint-un corp
comutativ este cel mult egal cu gradul polinomului. Rezulta ca daca un polinom cu coeficienti
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reali are o infinitate de radacini reale, atunci el este polinomul nul. Consideram polinomul

g=f — X e R[X]. Avem g (a,) =0, Vn € N, deci g este polinomul nul, de unde rezultd /" = X.

VARIANTA 23

2. Se considera a € Zj3 si polinomul /= X*+2X+ae Z5[X].

a) S se calculeze £(0) + /(1) + £ (2).

b) Pentru a = 2, si se determine radacinile din Zs ale polinomului .

c) Sa se determine a € Z; pentru care polinomul feste ireductibil in Z;[X].

Solutie

a) fO) =) =a,f(2)=1+a, decif(0)+f (D) +/(2)=1+3a=1.

b) Pentrua =2, avem f(0)=f(1)=2, f(2)=1+ 2 = 0, deci singura ridicini din Z a
polinomului f* este x = 2.

¢) Daci a=0, atunci f = X + 2X% = X*(X + 2) este reductibil in Zs[X].
Daci g = 2, atunci f = X2+ 2X%+2 = (X + 1)(X* + X + 2) este reductibil in Z3[X].

Daci a = 1, atunci f nu are radicini in Z; (punctul a)), deci f este ireductibil in Z3[X] (dacd un

polinom de gradul 3 cu coeficienti Intr-un corp comutativ este reductibil, atunci el are o radacina
in corpul coeficientilor).

Comentariu. Polinomul f = X —X*+ae Z,[X] , p numdr prim, este reductibil in Z,[X], daca
a e {0,2).
VARIANTA 26

2. Se considera a € R si polinomul /= 3XP—2X + X*+aX - 1 e R[X].

1 1 1
a) Sase calculeze — + — + — 4+ — junde xj, x2, X3, x4 € C sunt rddacinile polinomului f.
X1 X2 X3 X4

b) Si se determine restul impartirii polinomului £ la (X — 1)°.

6
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c) Sa se demonstreze ca f nu are toate radacinile reale.
Solutie

a) Radacinile complexe y1 , y2, y3 , y4 ale polinomului g = X* — aX® — X* +2X - 3 sunt
inversele rddacinilor lui f* (am inversat ordinea coeficientilor si am schimbat semnele), deci

! + ! - ! + ! +yrt+y3+
- - - - = =da.
X1 xy  xa my N TRtYstw

b) Se imparte polinomul /" la polinomul (X — 1)* = X* — 2X + 1 si se obtine restul
r=(a+8X-17.

c) f(0)=—1, lim,_ f(x) =lim,__q f(x) =+oo, deci f are cel putin doud radacini reale. Din

7 (x)=36x" - 12x+2 >0 pe R, rezultd ci /  este strict crescatoare pe R, deci f are o singura

radicing reala (intrucét / este o functie polinomiala de gradul 3), prin urmare f* are cel mult

VARIANTA 29

2. Se considerd multimea Mj(Z3), submultimea

-~

X=(a Zb)} simatriceleOz=<A 9>si12=<} 9)
b a 0 O 0 1

(@)

G= {x € My (Z)

a) Si se verifice cd daci x, y € Zs, atunci x* +* = 0 daca si numai daci x =y = 0.

b) Sa se arate ca multimea H = G \ {O,} este un subgrup al grupului multiplicativ al matricelor
inversabile din My(Z3).

c) Sa serezolve ecuatia X 2= 2, XeG.

Solutie

a) Patratele din Z; sunt 0 si 1. Avem0+ 0=0,0+1=1+0=1,1+1= 2, asadar
x* +y* =0 daca si numai daci x =y = 0.

b) O submultime H a unui grup finit G este subgrup al lui G daca si numai daca xy € H, oricare

ar fix, y € H. Matricea X € My(Z3) este inversabila daca si numai daci det (X) # 0. Avem

det (X) = a* — 2b* = ¢* + b* = 0 daca si numai dacia=b =0 (punctul a)). Este suficient deci sa
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demonstram ca H= G\ {O,} este parte stabila fatd de inmultirea obignuita a matricelor. Produsul
a doud matrice inversabile este o matrice inversabila. Daca

X, = (a1 2b1) cH X,= (az 2b2) c I,

by a b, a,
atunci
XX, = <a1a2 +2b1b, 2(asb, +Aa2b1)> o
a;b, + a,b, a,a, + 2b,b,

— 2_p2 -7 . .

c) Fie X= (a b), a, b e Zs. Din X° = [, rezulta {aA b . 1 . Daca a = 0, atunci b’ = 2,
b a 2ab= 0

imposibil. Daca b =0, atunci a = 1 sau a = 2. Se obtin solutiile X; =1, , X, =— I,
Comentariu. Daca p este un numar prim si p = 3 (mod 4), X = (Z _ab) € Ms(Zp), atunci
singurele solutii ale ecuatiei X> =7, sunt X1 =7, 5i Xo=—1, .
VARIANTA 30

2. Se considerd matricea 4 = ( 3

3 .. :
= 9) si multimea
G={X(a) = I, + adla € R}.

a) Sase arate cd Va, b € R, X(a)X(0) = X(a) si X(a)X(b) = X(a + b — 10abd).

1
b) Sa se arate ca multimea H = {X(a) la e R\ {E}} este parte stabila a lui M»(R) in raport cu
inmultirea matricelor.

c) Si se rezolve ecuatia X*=1,, X € G.
Solutie

a) Se verificd prin calcul ¢ A% = — 104. Atunci X(a)X(0) = X(a)I » = X(a) , X(a)X(b) =
=2+ ad)I,+bA)=1,+(a+b)Ad+abA*=1,+ (a+b — 10ab)4 = X(a + b — 10ab),
Ya, b e R.
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1 1 1 1 1
b) Egalitateaa+b — 10ab= — — 10(a — — )(b— — )aratdicadacaa#—si b #—,
10 10 10 10 10
1
atunci a+ b - 10ab # To- Din X(a)X(b) = X(a + b — 10ab) rezulta ca H este parte stabild a

multimii M5(R) in raport cu inmultirea matricelor.

1
¢) Din X(a)X(a) = X(2a — 10a*) = X(0) = I 5, rezultd 2a — 104> =0, cu solutiile a; =0, a, = <

Se obtin matricele X | =1, 51 X, =

vl|lw Ul | »
|
u1|4>u1lw

VARIANTA 35

2. Se considerd multimea Z[V2] = {a + bV2 |a, b € Z}, functiaf : Z[N2] > Z, f(a + b\/2) =

= — 2b%, Va, b € Z si multimea 4 = {x € Z[V2]|f(x)=— 1.
a) Sa se verifice dacd 7 + 5v2 € 4.

b) Si se arate ci pentru orice x, y € Z[V2], f(xv)=f(x) f ().
c) Sa se arate ca multimea A este infinita.

Solutie

a) f(7+5V2)=7"=2-5=—1,deci 7+ 5V2 € 4.

b) x=a+bV2,y=c+dV2,a b ¢ deZ=f(xy)=(ac+2bd)* — 2(ad + bc)* =
=(a" = 26°)(? = 2d°) =f () (y).
¢) Dacdx =7+ 5v2 sin e N este impar, atunci f(x") = (f(x))" = ( — 1)" = — 1, deci 4 contine

multimea infinitd {x" lneN , n impar}, astfel ca 4 este multime infinita.

. - ~ . N 2 * L.
Comentariu. Daca se inlocuieste 2 cu un intreg de forma m” + 1, m € N, atunci gasim

x=4m’ +3m + (4m* + 1)Vm2 + 1 € 4, deci multimea A4 este infinita.
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VARIANTA 37
2. Se consideri polinomul f € R[X], ' =X+ pX>+¢X +r,cup, g, r € (0, ) si cu radicinile

X1, X2, x3 € C.

......

b) Si se calculeze x3 + x5 + x3 in functie de p, ¢ si .

c) Sa se demonstreze ca daca a, b, ¢ sunt trei numere reale astfel incata + b + ¢ <0,
ab+bc+ca>0siabc<0, atuncia, b, ¢ € (—0, 0).

Solutie

a) Daca x > 0, atunci f'(x) > 0 (este o suma de numere strict pozitive); avem si f(0) =»> 0, deci f
nu se anuleaza pe [0, ).

b) X3+ x>+ x3=—p?+ x2+ x2) —qg(x; +x2+x3) - 3r=
= —pllx; +x2+ X3)2 — 2(x1x2 + x1x3 + x2x3)] — g(x1 +x2 +x3) — 3r= —p(p2 —2q)+pg—3r=

=—p’ +3pg —3r.

c) Daca q, b, ¢ sunt radacinile lui £, atuncia+b+c=—p>0,ab+ bc+ca=q >0,
abc=—r>0sidecia, b, ¢ € (— o,0) (punctul a)).

Comentariu. Mai general, dacd / € R[X] are toti coeficientii pozitivi si £ (0) > 0, atunci toate

radacinile reale ale lui f sunt strict negative.

VARIANTA 38

2. Se consideri polinomul f=aX*+ bX +¢,cua, b, ¢ € Z.

a) Sa se arate cd numarul /(3) — /(1) este numar par.

b) Sa se arate cd, pentru orice x, y € Z, numarul /' (x) — f(y) este divizibil cu x — y.

c) Sa se determine coeficientii polinomului f'stiind ca f'(1) =4 51/ (b) = 3.

Solutie

a) f3)-f(1)= a(3* — 1M+ b3 — 1) se divide cu 3 — 1 = 2, deci este un numar par.

b) f(0) =/ () =a(x" = y") + bx = y) = (x = y)a(x + y)(* + ) + b] se divide cux — y.

10
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c) f()—f(bh)=4—3=1sedividecul —b,decil —b e{—1,1},astfel cab € {0, 2}. Daca
1
b=0,atuncia=1,c=3.Dacéb=2,atuncia=—E ¢ 7.

Comentariu. Daca f=aX"+bX +c e Z[X]sif(1)=c+1,f(b)=c,atuncia=1,b=0.

VARIANTA 39

2. Se considerd multimea M = {a + b5 |a, b € Z, a —5b°=1}.

a) Sisearatecix=9+4/5 e M.

b) Sa se demonstreze ca M este grup in raport cu inmultirea numerelor reale.
c) Sa se demonstreze ca nultimea M are o infinitate de elemente.

Solutie

a) 9 —5-4>=1,decix=9+4/5 e M.

b) Multimea M este parte stabild in raport cu inmultirea numerelor reale : daci a; + b;V/5,

a,+ b5 e M, atunci (a; + b1\/§)(a2 + bzx/g) =aja,+5bbr+ (a1by+ azbl)\/g , deoarece
(a1a2+ 5bibo) — 5(artb 2 + asb)) = (a? — 5b2)(aé — 5b%) = 1, Inmultirea numerelor reale este
asociativa §i comutativa, in particular aceste proprietati se pastreaza pe M, elementul neutru
1=1+0-v5 e M, inversul unui element @ + bv/5 € M este (a+ bV/5) "' =a — bVJ/5 € M,
deoarece a® — 5(—b)* = 1. Rezulti ci (M, -) este un grup abelian.

¢) Multimea M contine submultimea infinita {(9 + 4+/5)" |neN }, deci M este o multime
infinita.

Comentariu. Dacd numarul 5 se inlocuieste cu m> + 1, m e N, atunci

2m* + 1+ 2mvVym? + 1 € M si toate proprietitile se pastreaza.

VARIANTA 41

2. Se considerd inelul (4, +, -) , unde 4 = {(—ab 2) la,b € ZS}.

a) Sa se determine numarul elementelor multimii 4.
b) S se rezolve in multimea A ecuatia X* =1,

c) Sa se arate ca (4, +, -) nu este corp.

11
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Solutie

a) Elementele a, b au cate 5 valori posibile, deci multimea A are 5-5 =25 de elemente.

2 _ p2 5 T8
b) Fie X= ( a b) € A. Atunci X* = (a ~ b Zab ) = (1 9) daca si numai daca
—-b a —2ab  a® — b? 0 1
@ —-b=1 siab=10. Daca a = 0, atunci b=-1= 4, decib e {2, 3}. Daca b = 0, atunci a = 1,

deci a € {1,4}. Se obtin solutiile X; = (9 g), Xo= (9 §), Xz = (1 9), Xy = (il 9) .
30 2 0 0 1 0 4
c) Matricea (421 %) € A este nenuli si neinversabili (determinantul ei este egal cu 0), deci

(4, +, +) nu este corp.

. . . p—1 . .
Comentariu. Daca p este un numar prim, p = 1 (mod 4) sia = (T) I', atunci matricea

~
~

( ai 1) € A este nenuld si neinversabila.
-1 a
VARIANTA 44

2. Se considera polinomul /= X+ axXP+4X2+1 e C[X] cu radacinile x1, x;, x3, x4 € C.

a) Sa se determine a € C astfel incat polinomul f* sa se divida cu X + 1.

1 1 1 1
b) Sa se arate ca polinomul g = X*+4X? + aX + 1 are radacinile —, —, —, — .
X1 X2 X3 X3

c) Sa se arate ca, pentru orice a € C, polinomul f nu are toate radacinile reale.

Solutie
a) f sedivide cu X + 1 dacd sinumaidacaf(—1)=1—a+4+1=0,decia=6.

b) Polinomul g are aceiasi coeficienti ca si polinomul £, dar scrisi in ordine inversa, deci
radacinile lui g sunt inversele radacinilor lui f.

c) Dacd a € C— R, atunci polinomul / nu are nicio radacina reala. Intr-adevdr, fie xo € R cu

o . xg+4xg+1 -
f(x0)=0. Atunci evidentxo =0 sia= — — 3 € R, contradictie.
0

12
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Dacia € R, avemg (x)=12x"+8>0, Vx € R, deci g este strict crescitoare pe R. Functia g

vvvvv

VARIANTA 45

2. Se considerd multimea G=(— 1, 1), functiaf: G > R, f(x) = si corespondenta

1+x

x+y
1+xy

(x,y) > x*y,undex *y= , Vx,y e G.

a) Sa se arate cd aceastd corespondentad defineste o lege de compozitie pe G.

b)Sasearateca Vx, y € G, f(x *y)=f(x) f(»).

1

este asociativa, sa se calculeze E * 5 * .k 3 .

€y,
*

c) Stiind ca operatia

Solutie

SR : x+y (1+x)(1+y)
a) Demonstram ca dacd x, y € G, atunci x*y € G. Avem +1l=—"7"""">0

b

1+xy 1+xy
x+ 1-x)(1-
- 4 =( )(1-y) >0,dacax,ye (—1,1).
1+xy 1+xy
1-x*xy 1+xy—-x-y (1-x)(1-y)
b = = = = . .
) fe) 1+x*xy  1+xy+x+y (1+x)(1+y) S0
AOIG*3* %) )G -G 3 s 0w PMST
1 1 1 1 1 4 22
1 - _ —_—= -1 —_— = -_ = —-——=—
dGCl2*3*'“*9 (45) f( 5) 46 23
1 1 1 n?+n-2

Nota. Dacan € N, n > 2, atunci E * g * .k —

VARIANTA 54
2. Se considera sirul (F))p ey, Fo=0,Fi=1,F,y1=F,+F,-1,Vn =1 sipolinoamele

P,0,eZ[X], P=X*-X-1,0,=X"—FX—F,-,Vn>2.

13



Matelnfo.ro
MATEwaticd ¢ INFOsmagis Lis
sovdidomdodel RDOwinese

a) Si se arate ci polinomul X> — 2X — 1 este divizibil cu P.

b) Sa se determine radacinile reale ale polinomului Q;.

c) Sa se arate ca, pentru orice n = 2, polinomul Q, este divizibil cu P.
Solutie

a) X°—2X - 1=P(X+1).

1+V5
b) Fh=1,F;=2,deci Qs = X? — 2X — 1 are radacinile x; = — I, x3= T

c) Demonstram proprietatea prin inductie matematica. Polinomul O, = P se divide cu P, iar la
punctul a) am aratat ca polinomul Q5 se divide cu P. Presupunem ca polinoamele Q,.» si O,.1,
n =4, se divid cu P si demonstram ca polinomul O, se divide cu P. Acest fapt rezulta simplu
din egalitatea Q, — Q.1 — On2 = X"2p.

VARIANTA 63

2. Se considerd polinoamele f = X° + 2X* +3X +45 € Z[X]si f =X> + X + 1 e Z,[X].

vvvvv

b) Sa se arate ca polinomul f nu are radacini in 7Z;.

c) Sa se demonstreze ca polinomul / nu poate fi scris ca produs de doua polinoame neconstante
cu coeficienti Intregi.

Solutie
a) Daca toate radacinile lui f* sunt reale, atunci suma patratelor lor este strict pozitiva, dar

x2 4+ x2 + x%=(x; +x2+x3)° — 2(x1x2 + X103 + xox3) = ( — 2)* — 2:3=—2<0, deci f are o

b) f(ﬁ) = f(i) =1, deci f nu are radicini in Z,.

c) Daca f este produsul a doud polinoame neconstante cu coeficienti intregi, atunci el are un

factor unitar de gradul 1 (adica un factor de forma X + a, cua € Z) , deci f are o radacina

intreagd, de unde rezultd ca f are o radacina in Z,, contradictie.

14
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Comentariu. Dinf(—5)=—45<0, f(—4)=1>0, rezulta ca singura radacina reald a lui f
nu este intreaga, deci nici rationala, deoarece f* este polinom unitar.

VARIANTA 68

2. Se considerd ecuatia x’ + px + ¢ =0, p, ¢ € R si x1, x2, X3 solutiile complexe ale acesteia.

a) Stiind cd p =1 si g =0, sa se determine xi, x2, X3.

b) Sa se determine p si g stiind cad x; = 1 + 7.

¢) Sasearate ca 12(x] + xJ + x)) =703 + x3 + x3)(x2 + x% + x2).
Solutie

a) YHx= 0, cu solutiile x; = 0, x5, 3 = *i.

b) Dinx,=1—1i six; +x+x3=0, rezultix3=— 2, decix’ + px + ¢ = (x + 2)(x* — 2x + 2), de
unde , prin identificarea coeficientilor, se deduce p = — 2, g = 4.

. * - A . . .
c) FieS,=x" + x3 + x5 ,n € N . Aceste sume se calculeaza inmultind ecuatia cu puteri

convenabile ale lui x, substituind cu valorile radacinilor si Tnsumand. Avem S, =0, S, =
=82 - 2(x 2 + x1x3 +xax3) = — 2p, S3=—pS| —3qg=—13q, S4=—pS) - ¢S1 =2p*, S5 =
= — pS3 - ¢S, =5pq, S1=— pSs - qS4 = — Tp’q si se vreifica simplu egalitatea din enunt.

VARIANTA 72

2. Se considera polinomul p = X — X+ m, cum € R si cu radacinile x1, x;, x3 € C.
a) Stiind ca m = — 6, sa se determine xi, x», X3.

b) Sa se calculeze x{ + x5 + x3.

c) Sa se determine m € R pentru care polinomul p are toate radacinile intregi.
Solutie

a)p=X>—X —6=(X —2)(X*+2X + 3) are radicinile x, =2, x, 3=— 1 + /2.

b) S;=2-(— 1)*=2 (a se vedea varianta 68).

c) Toate radacinile lui p sunt Intregi daca si numai daca m = 0 (varianta 8).

15
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VARIANTA 75

2. Se considera polinomul p = X*— aX® — aX + 1, cua € R si cu radacinile x, xz, x3, x4 € C.

1 1 1 1
a) Saseverificecax; +tx; tx3+txy=—+ —+ — + —.
X1 X2 X3 X4

b) S se arate ca polinomul p nu este divizibil cu X* — 1 pentru nicio valoare a lui a.

1
c) Sa se arate ca daca a = —, atunci toate radacinile polinomului p au modulul 1.

N

Solutie
. . o 4 (1 o N . .1
a) Polinomul p este reciproc, adica p(X) = X" p %) deci daca x este radacina a lui f, atunci i —
X
este radacina a lui £, asadar suma radacinilor coincide cu suma inverselor radacinilor.

b) Polinomul p este divizibil cu X* - 1 daci si numai daci p(1) = p( — 1) = 0. Avem insi
p(1) +p(—1)=4, deci p nu este divizibil cu X? - 1.

= .4 1 3 1 . .2 1 1 1
¢) Dacax’— —-x"— —x+1=0, atuncix #0, decix”+ — — — (x +=)=0. Se face
2 2 X 2 X
o 1 ) . .o, 1 . 1+v33
substitutia x + Pl ¢t sise obtine ecuatia t” — > t-2=0, cusolutiile #; , = PR Se

1
verifica simplu inegalititile t? <4, t5 <4. Dinx + P t se deduce x* - &x + 1 =0, cu solutiile

t+iva—t?
X2= T (avem de fapt 4 solutii, cate doud pentru fiecare valoare a lui #). Pentru fiecare
_ _ , t 4—t2
radacind x a polinomului p se deduce x| = 7 + r 1.
VARIANTA 86

2. Se considera polinomul f=2X + 1 € Z4[X].

a) Sa se determine gradul polinomului f 2,

b) Sa se arate ca polinomul f* este element inversabil al inelului (Z4[X], +, *).
c) Si se determine toate polinoamele g € Z4[X] de gradul 1 cu proprietatea ci g = 1.

16
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Solutie

a) f2=(2X+ i)zz?LXer?LXJriZi,decigradfzzo.

b) [ =f
¢) Fieg=aX+b € Z4X], a# 0. Daci g2 =1, atuncia*=0, 2ab=10,5*=1. Dina*=0 si

a# 0, rezultd a = 2, care satisface si 2ab = 0. Din b = 1, rezulta 5=1 sau b= 3. Se obtin
polinoamele g; = 2X + 1, go = 2X + 3.

Nota. Daca g = 2nX +1 € Zay|X], 1 € N*, atuncig2 =1.

VARIANTA 89

2. Fie polinomul /' = X} -3xX?+5X+1e R[X] si x1, x2, x3 € C radacinile sale.

a) Sa se calculeze (1 — x1)(1 — x2)(1 — x3).

b) Sa se arate cd polinomul f nu are nicio radacina Intreaga.

c) Sase calculeze x?x, + x7x3 + x%x; + x%x3 + x2x; + x2x,.
Solutie

a) =X —x)X—x2)(X —x3), deci (1 —x1)(1 —x2)(1 —x3)=f(1)=4.

b) Daca f ar avea radacini intregi, acestea s-ar gasi printre divizorii termenului liber, dar (1) =

=4,f(—1)=-38.

¢) Grupam termenii si folosim relatiile liu Viete : x| + x, + x3 =3, x1x2 + x1x3 + x0x3 = 5,
x1xx3 = — 1. Expresia este x1xa(x; + x2) + x1x3(x1 + x3) + xox3(x2 + x3) = X123 — x3) +
+ x1x3(3 — x2) + x2x3(3 — x1) =3(x1x2 + x1x3 + x2x3 — x1x00x3) =3(5 + 1) = 18.

VARIANTA 94

2. Fie f e R[X] un polinom astfel incat /' (X* + 3X + 1) = 4(X) + 3/ (X) + 1 5i £ (0) = 0.
a) Sa se determine f( — 1).

b) Sa se determine restul Impartirii polinomului /" la X — 5.

c) Sa se demonstreze ca f = X.

Solutie

17
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a) Pentrux=— 1 se obtine f( — 1)=f*(— 1)+ 3f( = 1) + 1, de unde se deduce f( — 1)=— 1.

b) Pentru x =0 se obtine (1) =£%(0) +3f(0) + 1 = 1. Pentru x = 1 se obtine /' (5) =
= £2(1)+3f(1) + 1 = 5, deci restul impartirii lui f la X — 5 este egal cu 5.

¢) Considerim sirul (a,),»o definit prin ap = 0, a,+; = a2 + 3a, + 1. Se demonstreazi prin

inductie ca f (a,) = a,, Vn € N. Am verificat egalitatea pentru n € {0, 1, 2}, deoarece ap =0, a; =

=1, a = 5. Presupunem ca f (a,) = a, pentru un n natural oarecare fixat, atunci f (a,+1) =
=f(a% +3a, +1)=f*(a,) + 3f(a,) + 1 = a2 + 3a, + 1 = a,., ceea ce incheie demonstratia prin
inductie. Sirul (a,),»¢ este strict crescitor, deoarece a,+; — a, = (a, + 1)* > 0. Polinomul /- X

are deci o infinitate de radacini x = a,, n € N, prin urmare el este polinomul nul, astfel ca /=X (a

se vedea si varianta 22).

VARIANTA 95

2. Fiea, b, ¢ € Rsipolinomul f = X> — aX* + bX — ¢ € R[X] cu radécinile x, x5, x3 € C.

a) Sa se determine @, b, ¢ pentrucare x; =2 six; =1+ 4.

b) Si se arate ca resturile impartirii polinomului /' la (X — 1)*si la (X — 2)* nu pot fi egale,
pentru nicio valoare a parametrilor q, b, c.

c) Sa se arate ca daca toate radacinile polinomului f* sunt reale si a, b, ¢ sunt strict pozitive,
atunci xj, x», x3 sunt strict pozitive.

Solutie

a) x3=1-1i,decif =(X —2)(X* = 2X +2) =X’ — 4X* + 6X — 4, de unde, prin identificarea
coeficientilor se deduce a =4, b =06, c =4.

b) Presupunem ca existd r € R[X] polinom de grad cel mult 1 astfel incat f -  sa fie divizibil cu

(X — 1) sicu (X —2)%4 polinoame care sunt prime intre ele. Rezulta ca ' — r, care este polinom
de gradul 3, se divide cu polinomul (X — 1)*(X — 2)?, care este de gradul 4, deci f — r este
polinomul nul, asadar gradul lui = r este cel mult 1, absurd.

¢) Dacd x>0, atunci f( — x) = — (x’ + ax’ + bx + ¢) <0, decif nu are radicini negative.

VARIANTA 98
2. Fiep € Rsi polinomul f = X* — 4X + p € R[X].
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a) Sa se determine p astfel incat polinomul f'sa fie divizibil cu X + 1.

b) Sa se determine p astfel incat polinomul f'sa aiba o radacind reald dubla.

c) Sa se arate ca pentru orice p € R polinomul /" nu are toate radacinile reale.

Solutie

a) f(—1)=5+p=0,decip=—>5.

b) Polinomul f are o ridicini dubld ¢ € R daca si numai daci f(a) = f (a) =0,

f (@)#0.Dinf (a)=4a’ —4=4(a—1)d*+a+1)=0sia € Rrezultia= 1. Atunci f(1) =
=—3+p=0,decip=3.

¢) Functiareald f este negativa pe (— o, 1), pozitivd pe (1, ) si f (1)=0, deci x = 1 este punct

lim, _,, f(x) =lim,__o f(x) =+00. Daca f(1) = p — 3 > 0, atunci f nu are radacini reale.

VARIANTA 100

2. Fien e N,n >3, ay, ay, ..., a, € Z si polinomul /' = a,X" + a, X" '+ .. +aX+a,.

a) Sase arate ca (1) +f( — 1) este numar par.

b) Sa se arate cad dacd f(2) si f(3) sunt numere impare, atunci polinomul /" nu are nicio radacina
intreaga.

¢) Si se arate ca polinomul g = X> — X + 34 + 1 nu poate fi descompus in produs de doua
polinoame neconstante cu coeficienti intregi.

Solutie

a) f()+f(—1)=2(ap+ a, +as +...) (suma se extinde asupra tuturor coeficientilor cu indicele
par).

b) Presupunem ca f* are o radacind a € Z. Atunci f = (X — a)gq, cu g € Z[X]. Daca f(2) =

=2 —a)q (2)sif(3)=(3 — a)q (3) sunt numere impare, atunci 2 — a si 3 — a sunt numere
impare, deci 3 — a — (2 — a) = 1 este numar par, absurd.

c) Daca g este produsul a doud polinoame neconstante cu coeficienti Intregi, atunci el are un

factor de forma X — b € Z[X], deci are o radacind b € Z. Atunci polinomul
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Jg= X? — X+ 1 e Zs[X] are radicina b € Z;. Avem g(ﬁ) = g(i) = g(?) =1, deci § nu are

radacini 1n Zs, contradictie.

SUBIECTUL IIT

VARIANTA 45

2. Fie functiaf: [—1, 1] > R, f(x) =V1 — x2.

a) S se calculeze f_ll xV1 — xZdx.

b) Sa se determine volumul corpului obtinut prin rotirea graficului functiei f in jurul axei Ox.
c) Si se calculeze lim,,_,, fol x"f (x)dx.

Solutie

a) Functiag:[— 1, 1] >R, g(x)= W1 — x2, este impard, intervalul [ — 1, 1] este simetric
fata de origine, deci f_ll xV1 — x2dx =0.

41T
b) V= [, f2()dx =2m [ (1 — x*)dx =2 (x — §)|;=?.

¢c) AvemO0<f(x)<1,Vxe[—1,1],deci 0 <x"f(x) <x", Vx € [ — 1, 1]. Prin integrare se
1
obtine 0 < [ x"f (x)dx < [ x™dx = — . de unde limy,_., J; x"f (x)dx = 0 (criteriul

clestelui).
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