
    SUBIECTE PROPUSE PENTRU EXAMENELE DE BACALAUREAT 2008 – 2009 

                                                       MATEMATICĂ – M1 

                                                      Corneliu Mănescu-Avram 

 

     Aceste subiecte prezintă interes pentru candidaţii la examenul de bacalaureat – 2010, întrucât 
conţin modelul propus de minister, care este extras respectiv din variantele 48(I), 21(II), 72(III). 
Ele au fost postate pe site-ul ministerului la 1 martie 2008 şi au fost rezolvate în diverse culegeri, 
inclusiv electronice. Multe dintre aceste soluţii sunt însă prea stufoase, incomplete sau chiar 
incorecte. Se impune de aceea reluarea şi rediscutarea unora dintre ele, ceea ce vom face în 
continuare. 

SUBIECTUL II 

VARIANTA 1 

2.  Se consideră a ∈ Z7 şi polinomul f = X6 + aX + 5෠  ∈ Z7[X]. 

a)  Să se verifice că pentru orice b ∈ Z7, b ≠ 0෠, are loc relaţia b6 = 1෠. 

b)  Să se arate că x6 + 5෠ = (x3 െ 4෠)(x3 + 4෠), ∀x ∈ Z7. 

c)  Să se demonstreze că pentru orice a ∈Z7, polinomul f  este reductibil în Z7[X]. 

Soluţie 

a)  Dacă b ∈ Z7 , b ≠ 0෠ , atunci funcţia g : Z7 → Z7 , g (x) = bx, este injectivă, deoarece (Z7, +, ·) 

este un corp, în particular este inel integru. Mulţimea Z7 este finită, deci funcţia g este şi 

surjectivă. Avem g (0෠) = 0෠, aşadar mulţimile  şi ܾ  coincid, deci produsul elementelor lor 
este acelaşi 

Z଻
כ Z଻

כ

· 2෠ · … · 6෠ · 1෠൯ · ൫ܾ · 2෠൯ · … · ൫ܾ · 6෠൯

෠ ෠ ෢ ෢ ෢ ෠

                                         1෠  = ൫ܾ . 

Prin simplificare, rezultă b6  = 1෠. 

b)  Avem (x3 െ 4)(x3 + 4) =   x6 െ 16 = x6 െ 16 + 21 = x6 + 5, ∀x ∈  Z7.                                        
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c)  Dacă a = 0෠, atunci f  = X6 + 5෠ = (X3 െ 4෠)(X3 + 4෠)  (punctul b)), deci f  este reductibil în 

Z7[X]. 

   Dacă a ≠ 0෠, atunci a este inversabil în Z7 , deoarece Z7 este un corp (numărul 7 este un număr 

prim), deci există b ∈ Z7, b ≠ 0෠ , b = a – 1. Atunci f (b) = b6 + ab + 5෠ = 1෠ + 1෠ + 5෠ = 0෠ (punctul a)). 

Rezultă că polinomul f  se divide în Z7[X] cu X െ b, deci f  este reductibil în Z7[X]. 

Comentarii. 1)  Afirmaţia de la a) este un caz particular al teoremei lui Fermat : “Dacă p este un 

număr prim şi a ∈ Zp,  a ≠ 0෠, atunci ܽ = 1෠”. Demonstraţia aceste teoreme se poate face prin 

aceeaşi metodă. 

௣ିଵ

 േ

ଵݔ ଶݔ ଶݔ
ଶݔ ଵݔ ଶݔ
ଶݔ ଷݔ ଵݔ

อ

3 െ 2 െ

െ 2 െ  3
ଵ േ௜√ଷ

2)  Se poate arăta că dacă p este un număr prim şi p ؠ  1 (mod 8),  atunci polinomul                 

f  = X p – 1 + aX െ 2෠ ∈ Zp[X] este reductibil în Zp[X]. 

VARIANTA 6 

2. Se consideră a ∈ C, x1, x2, x3 ∈ C rădăcinile ecuaţiei 

 x3 െ 2x2 + 2x െ a = 0 şi determinantul ∆ = อ  . 

a)  Pentru a = 1, să se determine x1, x2 şi x3. 

b)  Să se arate că, pentru orice a ∈ R, ecuaţia are o singură rădăcină reală. 

c)  Să se arate că valoarea determinantului ∆ nu depinde de a. 

Soluţie 

a)  Fie f  = X   2X  + 2X  a ∈ C[X]. Pentru a = 1 avem descompunerea                                     

f  = (X  1)(X   X + 1), deci rădăcinile lui f  sunt x1 = 1,  x2,  =  
ଶ

. 

b) Din relaţiile lui Viète rezultă ݔଵ
ଶ ൅ ଶݔ 

ଶ ൅ ଷݔ 
ଶ = (x  + x  + x )2 െ 2(x x  + x x  + x x ) =             

 lui f  sunt toa =
1 2 3 1 2 1 3 2 3

= 22 െ 2 · 2 = 0. Dacă rădăcinile te reale, atunci x1  x2 = x3 = 0, deci x1 + x2 + x3 = 
= 0, absurd. Numărul rădăcinilor complexe nereale ale lui f  este par, prin urmare f  are o singură 
rădăcină reală. 
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c)  Avem ∆ = ݔ  – 3x1x2x3. Scriem că x1, x2, x3 sunt rădăcini ale lui f, adunăm 
egalităţile respective şi obţinem ݔ  = 2ሺ  – 2(x1 + x2 + x3) + 3a =       
= െ 4 + 3a. Din x1x2x3 = a, rezultă ∆ = െ 4 + 3a െ 3a = െ 4, deci valoarea determinantului ∆ nu 
depinde de a. 

ଵ
ଷ ൅ ଶݔ 

ଷ ൅ ଷݔ 
ଷ

ଵ
ଷ ൅ ଶݔ 

ଷ ൅ ଷݔ 
ଷ ଵݔ

ଶ ൅ ݔଶ
ଶ ൅ ݔଷ

ଶሻ

଴
ଷ

଴
ଶ

െ 3 െ െ 2

x2, 3 = െ 1 േ i√2

Notă. Dacă a ∉ R, atunci ecuaţia dată nu are rădăcini reale. Într-adevăr, dacă x0 este o rădăcină a 

ecuaţiei date, atunci a = ݔ  െ 2ݔ  + 2x0 ∈ R, absurd. 

VARIANTA 8 

2. Se consideră a ∈ R şi ecuaţia x3 െ x + a + 0, cu rădăcinile complexe x1, x2, x3. 

a)  Să se calculeze (x1 + 1)(x2 + 1)(x3 + 1). 

b)  Să se calculeze x2, x3, dacă x1 = 2. 

c)   Să se determine a ∈ R pentru care x1, x2, x3 sunt numere întregi. 

Soluţie 

a)  Fie f  = X3 െ X + a ∈ R[X]. Avem f  = (X െ x1)(X െ x2)(X െ x3) , deci                                 

(x1 + 1)(x2 + 1)(x3 + 1) = െ  f ( െ 1) = െ a. 

b)  Dacă x1 = 2, atunci a =  2  + 2 =  6 şi f  = (X  2)(X  + 2X + 3), deci  

 . 

c)  Fie b ∈ Z rădăcină a lui f , deci f (b) = 0 şi a = െ b3 + b. Rezultă                                                

 b lui de-al do

2. Se consideră funcţia f : Z5 → Z5, f(x) = x4 + 4෠x. 

a)  Să se calculeze f (0෠) şi f (1෠). 

  surjectivă. 

5[X] în factori ireductibili peste Z5. 

f  = (X െ )(X2 + bX + b2 െ 1). Discriminantul ce ilea factor ∆ = െ 3b2 + 4 ൒ 0 dacă 
şi numai dacă b ∈ { െ 1, 0, 1}, deci a = 0. 

VARIANTA 12 

b)  Să se arate că funcţia f nu este
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c)  Să se descompună polinomul X4 + 4෠X ∈ Z



Soluţie 

a)  Avem f (0෠) = f (1෠) = 0෠. 

s 0෠ ෠, 4෠,  puterea a patra a oricărui element din Z5 este 0෠ sau 1෠. Rezultă  

1 – ,ݔ ݀ܽܿă 0 ≠ ݔ

i f  nu este surjecti . 

c)  Polinomul X4 + 4෠X = X4 െ X se descompune peste Z  astfel X4 + 4෠X =                                  

= X(X െ 1෠)(X2 + X + 1෠). Factorul X2 + X + 1෠ = (X + 3෠)2 + 2෠ este ireductibil în Z5, în caz contrar 

el ar avea o rădăcină în Z5, dar െ 2 = 3 nu este pătrat în 5, contradicţie. 

VARIANTA 17 

2.  Se consideră polinoamele f, g ∈ Q[X],  f = X4 + X3 + X2 + X + 1, cu 

2

a)  Să se determine restul împărţirii polinomului f  la polinomul g. 

b)  Să se calculeze (1 െ x1)·(1 െ x2)·(1 െ x3)·(1 െ x4). 

1 2 3 4

, deoarece gradul restului este mai mic decât gradul 

rului.. Avem m + n = f (1) = 5, െ m + n = f ( െ 1) = 1, de unde m = 2, n = 3, aşadar 

= 5. 

, deci g (x1)·g (x2)·g (x3)·g (x4) = f (1)·f ( െ 1) = 5·1 = 5. 

a x2, x3 ∈ C. 

b)  Pătratele din Z5 unt , 1

                                                      f (x) =  ቊ 0෠, ݀ܽܿă ݔ ൌ  0෠,
෠ ෠ 

şi e clar că funcţia f  nu ia valoarea 1෠, dec vă

5

෠ ෠  Z

 rădăcinile x1, x2, x3, x4 ∈ C şi g = X  െ 1.  

c)  Să se calculeze g(x )·g(x )·g(x )·g(x ). 

Soluţie 

a)  f  = gq + mX + n, q ∈ Q[X],  m, n ∈ Q

împărţito
restul este r = 2X + 3. 

b) Din f  = (X െ x1)(X െ x2)(X െ x3)(X െ x4), rezultă (1 െ x1)(1 െ x2)(1 െ x3)(1 െ x4) = f (1) 

c)  Avem şi f ( െ 1) = 1

VARIANTA 18 

2. Se consideră , b ∈ R şi polinomul f = X3 + 4aX2 + 20X + b, cu rădăcinile x1, 
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a)  Să se determine x1, x2, x3 în cazul a = 2, b = 0. 

 astfel încât polinom ă aibă o rădăcină dublă egală cu – a. 

a) Dacă a = 2 şi b = 0, polinomul devine f  = X3 + 8X2 + 20X = X(X2 + 8X + 20), cu rădăcinile  

im relaţiile lui Viète : x1 + x2 + x3 = െ 4a,  x1x2 + x1x3 + x2x3 = 20, de unde  

b)  Să se demonstreze că (x1 െ x2)2 + (x1 െ x3)2 + (x2 െ x3)2 = 8(4a2 െ 15). 

c)   Să se determine a, b ul f  s

Soluţie 

x1 = 0, x2, 3 = െ 4 േ 2i. 

b) Folos

(x1 െ x2)2 + (x1 െ x3)2 + (x2 െ x3)2 = 2(ݔଵ
ଶ ൅ ݔଶ

ଶ

= 2(x1 + x2 + x3)  െ 6(x1x2 + x1x3 + x2x3) = 8(4a2 െ 15). 

1 2 1 2 3 3                       
 4 2X + 2a3. Prin e se obţin 

egalităţile 5a  = 20, 2a  = b, de unde rezultă soluţiile a = 2, b = 16 şi a = െ 2, b = െ 16. 

. 

 f (5). 

n n

c)  S  se arate că f = X. 

in egalităţile  f (1) = (f (0))2 + 1 = 1,  f (2) = (f (1))2 + 1 = 2, 
f (5) = (f (2))2 + 1 = 5. 

f (an) = an prin inducţie matematică. Am verificat la punctul a) 
a pentru n ∈ {0, 1, 2}. Presupunem că egalitatea este adevărată pentru n şi o 

ଶ 2 ଶ

 corp 
nţi 

൅ ݔଷ
ଶ) െ 2(x1x2 + x1x3 + x2x3) =  

2

c)  Din x  = x  = െ a şi x  + x  + x  = െ 4a, rezultă x  = െ 2a şi polinomul devine     
f  = (X + a)2(X + 2a) = X3 + aX2 + 5a  id ntificarea coeficienţilor 

2 3

VARIANTA 22 

2. Se consideră şirul de numere reale (an)n ∈ N , cu a0 = 0 şi an +1 = ܽ௡
ଶ  + 1, ∀n ∈ N şi polinomul    

f ∈ R[X], cu f (0) = 0 şi cu proprietatea că f (x2 + 1) = (f (x))2 + 1, ∀x ∈ R

a)  Să se calculeze

b)  Să se arate că ∀n ∈ N, f (a ) = a . 

ă

Soluţie 

a) Se dau lui x valorile 0, 1, 2 şi se obţ

b)  Demonstrăm egalitatea 
egalitate
demonstrăm pentru n + 1 : dacă f (an) = an, atunci f (an + 1) = f (ܽ௡ ൅  1) = f (an)  + 1 = ܽ௡ + 1 =   
= an + 1. 

c) Aplicăm următoarea  Teoremă. Numărul rădăcinilor unui polinom cu coeficienţi îint-un
comutativ este cel mult egal cu gradul polinomului. Rezultă că dacă un polinom cu coeficie
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reali are o infinitate de rădăcini reale, atunci el este polinomul nul. Considerăm polinomul          

g = f  െ X ∈ R[X]. Avem g (an) = 0, ∀n ∈ N, deci g este polinomul nul, de unde rezultă f  = X. 

a)  Să se calculeze f (0෠) + f (1෠) + f (2෠). 

b)  Pentru a = 2෠, să se determine rădăcinile din Z  ale polinomului f. 

∈ ul f este ireductibil în Z3[X]. 

a)  f (0෠) = f (1෠) = a, f (2෠) = 1෠ + a,  deci f (0෠) + f (1෠) + f (2෠) = 1෠ + 3෠a = 1෠. 

b)  Pentru a = 2, avem f ) = f (1) = 2,  f (2) = 1 ൅  2 ൌ  0,  deci singura rădăcină din Z3 a 

ului f  este x = 2෠ . 

0෠  

   Dacă  = 2, atunci   = X  + 2X  + 2 = (X + 1)(X2 + X + 2) este reductibil în Z3[X]. 

෠, atunci d tibil în Z3[X] (dacă un 

polinom de gradul 3 cu coeficienţi într-un corp comutativ este reductibil, atunci el are o rădăcină 
e

Comentariu.  Polinomul f  = X3 െ X2 + a ∈ Zp[X] , p număr prim, este reductibil în Zp[X], dacă    

a  ൛0, 2ൟ. 

u

a)  Să se calculeze  
ଵ

௫భ

VARIANTA 23 

2. Se consideră a ∈ Z3 şi polinomul f = X3 + 2෠ X2 + a ∈ Z3[X]. 

3

c)  Să se determine a  Z3 pentru care polinom

Soluţie 

෠  (0෠ ෠ ෠ ෠ ෠ ෠ ෠

polinom

c)  Dacă a = , atunci f  = X3 + 2෠X2 = X2(X + 2෠) este reductibil în Z3[X].

a ෠ f 3 ෠ 2 ෠ ෠ ෠

   Dacă a = 1 f  nu are ră ăcini în Z3 (punctul a)), deci f  este ireduc

în corpul co ficienţilor). 

∈ ෠ ෠

VARIANTA 26 

2. Se consideră a ∈ R şi polinom l f  = 3X4 െ 2X + X2 + aX – 1 ∈ R[X]. 

  +  
ଵ

௫మ
  +  

ଵ
௫య

  +  
ଵ

௫ర
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 , unde x1, x2, x3, x4 ∈ C sunt rădăcinile polinomului f. 

b)  Să se determine restul împărţirii polinomului f  la (X െ 1)2.  



c)  Să se demonstreze că f  nu are toate rădăcinile reale. 

Soluţie 

lexe 1 , 2 3 , 4

inversele rădăcinilor lui f  (am inversat ordinea coeficienţilor şi am schimbat semnele), deci 

ଵ

a)  Rădăcinile comp y y  , y y  ale polinomului g = X4 െ aX3 െ X2 + 2X – 3 sunt 

                                        
௫భ

 ଵ
+  

௫మ
 ଵ
+  

௫య
 ଵ
+  

௫ర
   + y3 + y4 = a. 

parte polinomul f  la polinomul (X െ 1)2 = X2 െ 2X + 1 şi se obţine restul                      
r = (a + 8)X െ 7.  

 Din 

f  ‘’(x) = 36x2 – 12x + 2 > 0 pe R, rezultă că f  ‘ este strict crescătoare pe R, deci f  ‘ are o singură 

 e o ţi in urmare f  are cel mult 
două rădăcini reale. Rezultă că f  are exact două rădăcini reale şi două rădăcini complexe nereale. 

lţimea M 3), submulţim

  G = ൜ܺ א  M Z ฬܺ ൌ  ൬ ൰ൠ  şi matricele O  = ൬ ൰ şi I  = ൰. 

3

b)  Să se arate că mulţimea H = G \ {O2} este un subgrup al grupului multiplicativ al matricelor 

 se rezolve ecuaţia X 2 = I 2,  X ∈

Soluţie 

a)  Pătratele din Z3 sunt 0෠ şi 1෠. Avem 0෠ ൅ 0෠ ൌ  0෠,  0෡ ൅  1෠ ൌ  1෠ ൅ 0෠ ൌ  1෠,  1෡ ൅  1෠ ൌ  2෠, aşadar     

b)   O submulţime H a unui grup finit G este subgrup al lui G dacă şi numai dacă xy ∈ H, oricare 

nversabilă dacă şi numai dacă det (X) ≠ 0෠. Avem     

 a2 െ 2෠b2 = a2 + b2 = 0෠ dacă şi numai dacă a = b = 0෠ (punctul a)). Este suficient deci să 

= y1 + y2

b)  Se îm

c)  f (0) = െ 1,  lim௫՜ஶ ݂ሺݔሻ = lim௫՜ିஶ ݂ሺݔሻ = +∞, deci f  are cel puţin două rădăcini reale.

rădăcină reală (întrucât f  ‘ ste  func e pol omială de gradul 3), prin 

VARIANTA 29 

2.  Se consideră mu 2(Z ea 

ଶሺ ଷሻ ܽ 2෠ܾ
ܾ ܽ 2

0෠ 0෠
0෠ 0෠  2 ൬1෠ 0෠

0෠ 1෠

a)  Să se verifice că dacă x, y ∈ Z , atunci x2 + y2 = 0෠ dacă şi numai dacă x = y = 0෠. 

inversabile din M2(Z3).   

c)   Să  G. 

x2 + y2 = 0෠ dacă şi numai dacă x = y = 0෠. 

ar fi x, y ∈ H.  Matricea X ∈ M2(Z3) este i

det (X) =
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demonstrăm că H = G \ {O2} este parte  stabilă faţă de înmulţirea obişnuită a matricelor. Produsul 
a două matrice inversabile este o matrice inversabilă. Dacă 

ܽଵ 2෠ܾଵ ܽଶ 2෠ܾଶ

ଵ ଶ

ܽ െܾ
3.  Din X 2   ൜ܽଶ െ ܾଶ ൌ 1෠

2෠ܾܽ ൌ
ă a = 0෠, atunci b2 = 2෠, 

imposibil. Dacă b = 0෠, atunci a = 1෠ sau a = 2෠. Se obţin soluţiile X1 = I 2 , X 2 = െ I 2 . 

Comentariu. Dacă p este un număr prim şi p 3 ؠ (mod 4), X = ቀܽ െܾ
ܾ ܽ ቁ ∈ M2(Zp), atunci 

 = I 2 sunt X 1 = I 2 şi X 2 = െ I 2 . 

VARIANTA 30 

2. Se consideră matricea A = ቀ ቁ şi mulţimea 

  G = ሼܺሺܽሻ ൌ ଶܫ  ൅ א ܽ|ܣܽ   Rሽ. 

a)  Să se arate că ∀a, b ∈ R, X(a)X(0) = X(a) şi X(a)X(b) = X(a + b െ 10ab). 

lţimea H = {X(a)⏐a ∈ R \  ቄ ଵ
ଵ଴

                                      X1 = ൬ܾଵ ܽଵ
൰ ∈ H,   X2 = ൬ܾଶ ܽଶ

൰ ∈ H,  

atunci 

                                     X1X2 = ቆܽଵܽଶ ൅ 2෠ܾଵܾଶ 2෠ሺܽଵܾଶ ൅ ܽଶܾଵሻ
ܽଵܾଶ ൅ ܽଶܾଵ ܽଵܽଶ ൅ 2෠ܾ ܾ

ቇ ∈ H. 

c)  Fie X = ቀܾ ܽ ቁ, a, b ∈ Z  = I 2 rezultă
 0෠

 . Dac

singurele soluţii ale ecuaţiei X 2

െ1 3
3 െ9

b)  Să se arate că mu ቅ} este parte stabilă a lui M2(R) în raport cu 

c)  Să se rezolve ecuaţia X 2 = I 2, X ∈ G. 

Soluţie 

= (a)X(b) =               
= (I 2 + aA)(I 2 + bA) = I 2 + (a + b)A + abA 2 = I 2 + (a + b െ 10ab)A = X(a + b െ 10ab),           

înmulţirea matricelor. 

a)  Se verifică prin calcul că A 2 = െ 10A. Atunci X(a)X(0) = X(a)I 2  X(a) , X

∀a, b ∈ R. 
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b)  Egalitatea a + b െ 10ab =  
ଵ

ଵ଴
 െ 10(a െ  

ଵ
ଵ଴

 )(b െ  
ଵ

ଵ଴
 ) arată că dacă a ≠ 

ଵ
ଵ଴

 şi b ≠ 
ଵ

ଵ଴
 , 

atunci  a + b
ଵ

 – 10ab ≠ 
ଵ଴

 . Din X(a)X(b) = X(a + b െ 10ab)  rezultă că H este parte stabilă a 

mulţimii M2(R) în raport cu înmulţirea matricelor. 

( a െ 2  2 2 ଵ
c)  Din X(a)X a) = X(2  10a ) = X(0) = I 2, rezultă a െ 10a  = 0, cu soluţiile a1 = 0, a2 =  

ହ
 . 

 1  2  2

ସ ଷ

Se obţin matricele X  = I  şi X  = ቌହ ହ
ଷ ିସ
ହ ହ

ቍ. 

VARIANTA 35 

2.  Se consideră mulţimea Z[√2] = {a + b√2 ⏐  b ∈ Z}, funcţia f  : Z[√2a, ] → Z, f (a + b√2) =  

= a2 െ 2b2, ∀a, b ∈ Z şi mulţimea A = {x ∈ Z[√2]⏐f (x) = െ 1}. 

ă 7 + 5√2a)  Să se verifice dac  ∈ A. 

x, yb)  Să se arate că pentru orice  ∈ Z[√2],  

c)  Să se arate că mulţimea A este infinită.  

f (xy) = f (x) f (y). 

Soluţie 

a)  f (7 + 5√2) = 72 െ 2·52 = െ 1, deci 7 + 5√2 ∈ A. 

b)  x = a + b√2, y = c + d√2, a, b, c, d ∈ Z ⇒ f (xy) = (ac + 2bd)2 െ 2(ad + bc)2 =                       

b2)(c2 െ 2d2) = f (x)f (y). = (a2 െ 2

c)  Dacă x = 7 + 5√2 şi n ∈ N este impar, atunci f (xn ) = (f (x))n = ( െ 1)n = െ 1, deci A conţine 

in n  N

c cu un întreg de forma m2 + 1, m ∈ N*, atunci găsim                 

2

mulţimea inf ită {x ⏐n ∈ , n impar}, astfel că A este mulţime infinită. 

Comentariu. Da ă se înlocuieşte 2 

x = 4m3 + 3m + (4m  + 1)√݉ଶ ൅ 1 ∈ A, deci mulţimea A este infini . 

 

tă
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VARIANTA 37 

2. Se consideră polinomul ],  f  = X3 + pX2 + qX + r, cu p, q, r  f ∈ R[X ∈ (0, ∞) şi cu rădăcinile  

1, x2, x3 ∈ C. 

reze că f  nu are rădăcini în intervalul [0, ∞ሻ. 

x

a)  Să se demonst

b)  Să se calculeze ݔଵ
ଷ ൅ ଶݔ 

ଷ ൅ ଷݔ 
ଷ

streze că dacă a, b, c sunt trei numere reale astfel încât a + b + c < 0,                 
ab + bc + ca > 0 şi abc < 0,  atunci a, b, c ∈ (െ∞, 0). 

Soluţie 

f (x) > 0 (este o sum şi f (0) = r > 0, deci f  

ଵ ଶ ଷ

 în funcţie de p, q şi r. 

c)  Să se demon

a)  Dacă x > 0, atunci ă de numere strict pozitive); avem 
nu se anulează pe [0, ∞). 

b)  ݔଷ ൅ ݔଷ ൅ ݔଷ
ଵ ଶ = െ pሺݔଶ ൅ ݔଶ

ଷ (x1 2  x3) – 3r =                                                  
1 + x2 + x3)2 െ 2(x1x2 + x1x3 + x2x3)] െ q(x1 + x2 + x3) െ 3r =  െ p(p2 െ 2q) + pq െ 3r =  

d nile lui f, atunci a + b + c = െ p > 0, ab + bc + ca = q > 0,                 
െ r > 0 şi d a, b, c ∈ ( െ ∞, 0) (punctul a)). 

o

e ui f  sunt strict negative. 

 bX  ∈ Z. 

b)  Să se arate că, pentru orice x, y ∈ Z, numărul f (x) െ f (y) este divizibil cu x െ y. 

 4 şi f (b) = 3. 

Soluţie 

a)  f (3) – f (1) = a(3  െ 1 ) + b(3 െ 1) se divide cu 3 െ 1 = 2, deci este un număr par. 

y  y. 

൅ ݔଶሻ െ q + x  +
=  െ p[(x

= െ p3 + 3pq െ 3r. 

c)  Dacă a, b, c sunt ră ăci
abc = eci 

Comentariu. Mai general, dacă f  ∈ R[X] are t ţi coeficienţii pozitivi şi f (0) > 0, atunci toate 

rădăcinile real  ale l

VARIANTA 38 

2. Se consideră polinomul f = aX4 +  + c, cu a, b, c

a)  Să se arate că numărul f (3) െ f (1) este număr par. 

c)  Să se determine coeficienţii polinomului f ştiind că f (1) =

4 4

10 
 

b)  f (x) െ f (y) = a(x4 െ y4) + b(x െ y) = (x െ y)[a(x + )(x2 + y2) + b] se divide cu x െ



c)  f (1) െ f (b) = 4 െ 3 = 1 se divide cu 1 െ b, deci 1 െ b ∈{ െ 1, 1}, astfel că b ∈ {0, 2}. Dacă 

unci a = 1, c = 3. Dacă b = 2, atunci a = െ 
ଵ

ଵହ
b = 0, at  ∉ Z. 

a c c + 1, 

VARIANTA 39 

2. Se consideră mulţimea M = {a + b√5

Comentariu. Dacă f = Xn + bX +  ∈ Z[X] şi f (1) = f (b) = c, atunci a = 1, b = 0. 

⏐a, b ∈ Z, a  5b2 = 1}. 

a)  Să se arate că x = 9 + 4√5

2 െ

 ∈ M. 

M

reze că nulţimea M  are o infinitate de elemente. 

2 2  + 4

b)  Să se demonstreze că   este grup în raport cu înmulţirea numerelor reale. 

c)   Să se demonst

Soluţie 

a)  9  െ 5·4  = 1, deci x = 9 √5 ∈ M. 

 a1 + b1√5b)  Mulţimea M este parte stabilă în raport cu înmulţirea numerelor reale : dacă ,           
 2  2a  + b √5  ∈ M, atunci (a  + b √51 1 )(a  + b √5 2  2 ) = a a  + 5b b  + (a b  + a b1  2 1  2 1  2  2 1)√5

(a1a 2 + 5b1b 2)2 െ 5(a1b 2 + a 2b1)2 = (ܽଵ
ଶ  െ 5ܾଵ

ଶ)(ܽଶ
ଶ  െ 5ܾଶ

 , deoarece    
ଶ mulţirea numerelor reale este 

asociativă şi comutativă, în particular aceste proprietăţi se păstrează pe M, elementul neutru        
· √5

) = 1, În

1 = 1 + 0   ∈ M, inversul unui element a + b√5 ∈ M  este (a + b√5) -1 = a െ b√5 ∈ M, 
c ul , ·) este un grup abelian. deoare e   a2 െ 5(െb)2 = 1. Rez tă că (M

c)  Mulţimea M  conţine submulţimea infinită {(9 + 4√5)n⏐n ∈ N}, deci M este o mulţ e 

infinită. 

Comentariu.  Dacă numărul 5 se înlocuieşte cu m2 + 1, m ∈ N*, atunci                                       

2m2 + 1 + √݉ଶ ൅ 1

im

  2m  ∈ M şi toate proprietăţile se păstrează. 

VARIANTA 41 

2.  Se consideră inelul (A, +, ·) , unde A = ቄቀ ܽ ܾቁ | א ܾ  Zହቅ. െܾ ܽ ܽ,

a)  Să se determine numărul elementelor mulţimii A. 

 2

ă (A, +, ·) nu este corp. 

b)  Să se rezolve în mulţimea A  ecuaţia X 2 = I . 

c)   Să se arate c
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Soluţie 

a)  Elementele a, b au câte 5 valori posibile ·5 = 25 de elem, deci mulţimea A are 5 ente. 

ܽ ܾ ܽଶ െ ܾଶ 2෠ܾܽ
െ ܾଶ൰ ൌ  ൬1෠ 0෠

0෠ 1෠
൰ dacă şi numai dacă      

2 2 ෠ ෠ ෠ 2 ෠ = 4෠, deci b ∈ {2෠, 3෠}. Dacă b = 0෠, atunci a2 = 1෠, 

deci a ∈ {1෠, 4෠}. Se obţin soluţiile X  = ൬
3෠ 0෠

൰, X2 = ൬0෠ 3෠
2෠ 0෠

൰, X3 = ൬1෠ 0෠
0෠ 1෠

൰, X4 = ൬4෠ 0෠
0෠ 4෠

൰ . 

cea ൬2෠ 1෠
4෠ 2෠

൰ ∈ A este nenulă şi neinversabilă (determinantul ei este egal cu 0෠), deci      

. Dacă p ,  p 1 ؠ (mod 4) şi a = ቀ௣ିଵ
ଶ

b)  Fie X = ቀെܾ ܽቁ ∈ A. Atunci X 2 = ൬
െ2෠ܾܽ ܽଶ

a  െ b  = 1 şi ab = 0. Dacă a = 0, atunci b  = െ1
0෠ 2෠

1

c)  Matri

(A, +,  ·) nu este corp. 

Comentariu  este un număr prim ቁ !

෠ ∈

 44 

mul f = X4 + aX3 + 4X2 + 1 ∈ C[X] cu rădăcinile x1, x2, x3, x4 ∈ C.  

m

b)  Să se aX + 1 are rădăcinile  
ଵ

௫భ

 , atunci matricea 

൬ ොܽ 1෠
െ1 ොܽ

൰  A este nenulă şi neinversabilă. 

 

VARIANTA

2.  Se consideră polino

a)  Să se determine a ∈ C astfel încât polino ul f  să se dividă cu X + 1. 

arate că polinomul g = X4 + 4X2 +  ,  
ଵ

௫మ
 ,  

ଵ
௫య

 ,  ଵ
௫ర

 . 

ă se arate că, pentru orice a ∈ C, polinomul f  nu are toate rădăcinile reale. 

Soluţie 

a)  f  se divide cu X + 1 dacă şi numai dacă f ( െ 1) = 1 െ a + 4 + 1 = 0, deci a = 6. 

e inversă, deci 
rădăcinile lui g sunt inversele rădăcinilor lui f. 

 Î ad r, fie x0  R cu      

ర మ

௫బ

c)  S

b)  Polinomul g are aceiaşi coeficienţi ca şi polinomul f, dar scrişi în ordin

c)  Dacă a ∈ Cെ R, atunci polinomul f  nu are nicio rădăcină reală. ntr- evă  ∈

f (x0) = 0. Atunci evident x0 ≠ 0 şi a =  െ  
௫బାସ௫బାଵ

య  ∈ R, contradicţie.  
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Dacă a ∈ R, avem g ‘’(x) = 12x2 + 8 > 0, ∀x ∈ , deci g  este strict crescătoare pe RR  ‘ . Funcţia g ‘ 

ă, 

). Rezultă că f  are cel mult două rădăcini reale. 

, ncţia f : G 
ଵା௫

este funcţie polinomială de gradul 3 şi este injectivă pe R, deci are o singură rădăcină real

astfel că g are cel mult două rădăcini reale (Rolle

VARIANTA 45 

2.  Se consideră mulţimea G = ( െ 1, 1)  fu → R, f (x) =  
ଵ ି௫  şi corespondenţa  

ଵା௫௬
(x, y) → x ∗ y, unde x ∗ y =  

௫ା௬  , ∀x, y ∈ G. 

a) Să se arate că această corespondenţă defineşte o lege de compoziţie pe G. 

b) Să se arate că ∀x, y ∈ G,  f (x ∗ y) = f (x) f (y). 

c) Ştiind că operaţia “∗” este asociativă, să se calculeze 
ଵ
ଶ
 ∗  

ଵ
ଷ
  ∗  ...  ∗ 

ଵ
ଽ
 . 

Soluţie 

a)  Demonstrăm că dacă x, y ∈ G, atunci x∗y ∈ G. Avem  
௫ା௬

ଵା௫௬
 + 1 =  

ሺଵା௫ሻሺଵା௬ሻ
ଵା௫௬

 > 0,    

 1 െ  
ଵା௫௬
௫ା௬   =  

ଵା௫௬
ሺଵି௫ሻሺଵି௬ሻ  > 0, dacă x, y ∈ ( െ 1, 1). 

ଵା௫כ௬
b)  f (x∗y) =  

ଵି௫כ௬ =  
ଵା௫௬ି௫ି௬
ଵା௫௬ା௫ା௬

 =  
ሺଵି௫ሻሺଵି௬ሻ
ሺ ሻሺ ሻଵା௫ ଵା௬

 = f (x)·  (y). f

ଶ
כ ଵ

ଷ
כ כ … ଵ

ଽ
c)  f ቀଵ ቁ = f ቀଵ

ଶ
ቁ · f ቀଵ

ଷ
ቁ · ... · f  ቀଵ

ଽ
ቁ=  

ଵ
ଷ

 · 
ଶ
ସ

 · 
ଷ
ହ

 · ... · 
଼

ଵ଴
 =  

ଵ
ସହ

 . Dar ݂ି ଵ= f, 

ଶ
deci  

ଵ
 כ 

ଵ
ଷ
 כ ... כ 

ଵ
ଽ
 = ݂ି ଵ ቀ 1

45ቁ = f ቀ ଵ
ସହ

ቁ = 
ସସ
ସ଺

 = 
ଶଶ
ଶଷ

 . 

Not .  n ∈ nci  
ଵ

ă  Dacă N, n ൒ 2, atu
ଶ
 כ 

ଵ
ଷ
 כ ... כ 

ଵ
௡
  

௡మା௡
మ =

ିଶ
௡ ା௡ାଶ

 . 

2.  Se consideră şirul (Fn)n ∈ N , F0 = 0, F1 = 1, Fn + 1 = Fn + Fn – 1 , ∀n ൒ 1 şi polinoamele           

P, Qn ∈ Z[X],  P = X2 െ X – 1, Qn = Xn െ FnX െ Fn – 1 , ∀n ൒ 2. 

VARIANTA 54 
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a)  Să  2X este div il cu P. 

3

 ൒ Q

 se arate că polinomul X3 െ െ 1 izib

b)  Să se determine rădăcinile reale ale polinomului Q . 

c)  Să se arate că, pentru orice n  2, polinomul n este divizibil cu P. 

a)  X3 െ 2X െ 1 = P·(X + 1). 

b)  F  = 1, F  = 2, deci Q  = X3 െ 2X െ 1 are rădăcinile x  = െ 1, x  =  
ଵേ√ହ

Soluţie 

2 3 3 1 2, 3 ଶ
. 

a . P 2 = P se divide cu P, iar la 
ă polinom 3 ne ă polinoamele Qn-2 şi Qn-1,    

ă ă polinom P. Acest fapt rezultă simplu 

 + X + 1෠ ∈ Z2[X]. 

ă ului f  nu sunt toate reale. 

መ ăd

c)  Să se demonstreze că polinomul f  nu poate fi scris ca produs de două polinoame neconstante 

ă e atunci suma pătratelor lor este strict pozitivă, dar 

c) Demonstrăm proprietatea prin inducţie matem tică olinomul Q
punctul a) am arătat c ul Q   se divide cu P. Presupu m c
n ൒ 4,  se divid cu P şi demonstr m c ul Qn se divide cu 
din egalitatea Qn െ Qn-1 െ Qn-2 = Xn-2P. 

VARIANTA 63 

2.   Se consideră polinoamele f  = X3 + 2X2 + 3X + 45 ∈ Z[X] şi መ݂ = X3

a)  Să se arate că răd cinile C din ale polinom

b)  Să se arate că polinomul ݂ nu are r ăcini în Z2. 

cu coeficienţi întregi. 

Soluţie 

a)  Dacă toate răd cinile lui f  sunt r ale, 
ଵݔ

ଶ ൅ ଶݔ 
ଶ (x1 + x2 + x3)2 െ 2(x1x2 + x1x3 + x2x3) = ( െ 2)2 െ 2·3 = െ 2 < 0, deci f  are o 

ă. 

2

ci el are un 

factor unitar de gradul 1 (adică un factor de forma X + a, cu a ∈ Z) , deci f  are o rădăcină 

întreagă, de unde rezultă că መ݂ are o rădăcină în Z2, contradicţie. 

൅ ଷݔ 
ଶ = 

singură rădăcină real

b)  መ݂൫0෠൯ = መ݂൫1෠൯ = 1෠, deci መ݂  nu are rădăcini în Z . 

c)  Dacă f  este produsul a două polinoame neconstante cu coeficienţi întregi, atun
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Comentariu.  Din f ( െ 5) = െ 45 < 0,  f ( െ 4) = 1 > 0, rezultă că singura rădăcină reală a lui f  

VARIANTA 6

2.  Se consideră ecuaţia x3 + px + q = 0, p, q ∈ R şi x1, x2, x3 soluţiile complexe ale acesteia.  

a)   Ştiind că p = 1 şi q = 0, să se determine x1, x2, x3. 

c)  Să se arate că 12(ݔ଻ ൅ ݔଶ
଻ ൅ ݔ଻) = 7(ݔଷ ൅ ଷݔ  ൅ ଶݔ)(ଷݔ  ൅ ଶݔ 

nu este întreagă, deci nici raţională, deoarece f  este polinom unitar.  

8 

b)  Să se determine p şi q ştiind că x1 = 1 + i. 

ଵ ଷ ଵ ଶ ଷ ଵ
ଶ ൅ ଷݔ 

ଶ) . 

Soluţie 

i  

b)  Din x2 = 1 െ i  şi x1 + x2 + x3 = 0, rezultă x3 = െ 2 , deci x  + px + q = (x + 2)(x2 െ 2x + 2), de 
icarea coeficienţilor, se deduce p = െ 2, q = 4. 

r şi însumând. Avem S1 = 0, S2 =              
= ଵܵ  – 2(x1x2 + x1x3 + x2x3) = െ 2p,  S3 = െ pS1 െ 3q = െ 3q, S4 = െ pS2 – qS1 = 2p2, S5 =            

q şi se vreifică simplu egalitatea din enunţ. 

nsideră polinomul p = X3 െ X + m, cu m ∈ R şi cu rădăcinile x1, x2, x3 ∈ C.   

a)   Ştiind că m = െ 6, să se determine x1, x2, x3. 

c)  Să se determine m ∈ R pentru care polinomul p are toate rădăcinile întregi. 

p = X ăd

2

a)  x3 + x = 0, cu soluţ ile x1 = 0, x2, 3 = േ݅.

3

unde , prin identif

c)  Fie Sn = ݔଵ
௡ ൅ ଶݔ 

௡ ൅ ଷݔ 
௡ , n ∈ N*. Aceste sume se calculează înmulţind ecuaţia cu puteri 

convenabile ale lui x, substituind cu valorile rădăcinilo
ଶ

= െ pS3 – qS2 = 5pq, S7 = െ pS5 – qS4 = െ 7p2

VARIANTA 72 

2.  Se co

b)  Să se calculeze ݔଵ
ସ ൅ ଶݔ 

ସ ൅ ଷݔ 
ସ. 

Soluţie 

a) 3 െ X െ 6 = (X െ 2)(X2 + 2X + 3) are r ăcinile x1 = 2, x2, 3 = െ 1 േ i√2 . 

b)  S4 = 2·( െ 1)2 = 2 (a se vedea varianta 68). 

c)  Toate rădăcinile lui p sunt întregi dacă şi numai dacă m = 0 (varianta 8). 
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VARIANTA 75 

2.  Se consideră pol  െinomul p = X4  aX3 െ aX + 1, cu a ∈ R şi cu rădăcinile x1, x2, x3, x4 ∈ C. 

1 + 3 4 ௫భ
a)  Să se verifice că x x2 + x  + x  =  

ଵ  +  
ଵ

௫మ
 +  

ଵ
௫య

  +  
ଵ

௫ర
 . 

b)  Să se arate că polinomul p nu este divizibil cu X2 െ 1 pentru nicio valoare a lui a. 

c)  Să se arate că ă a =   dac
ଶ
ଵ

 , atunci toate rădăcinile polinomului p au modulul 1. 

)  Polinomul p este reciproc, adică p(X) = X4 pቀଵ
௑

Soluţie 

a ቁ, deci dacă x este rădăcină a lui f, atunci şi  
ଵ
௫
   

 f, aşadar suma rădăcinilor coincide cu suma inverselor rădăcinilor. 

2 c
p(1) + p( െ 1) = 4, deci p nu este divizibil cu X  െ 1. 

ଶ

este rădăcină a lui

b)  Polinomul p este divizibil cu X – 1 da ă şi numai dacă p(1) = p( െ 1) = 0. Avem însă        
2

c)   Dacă x4 െ  
ଵ x3 െ  

ଵ
ଶ
 x + 1 = 0,  atunci x ≠ x2 +  మ 0, deci 

ଵ
௫

 െ  
ଵ
ଶ
 (x + 

ଵ
௫

) = 0. Se face 

substituţia x +  
ଵ
௫
  = t  şi se obţine ecuaţia t 2 െ  

ଵ
ଶ
 t – 2 = 0, cu soluţiile t1, 2 =  

ଵേ√ଷଷ
ସ

 . Se 

 verifică simplu inegalităţile ଵݐ
ଶ < 4, ݐଶ

ଶ ଵ
 < 4.  Din x +  

௫
 = t  se deduce x2 – tx + 1 = 0, cu soluţiile  

௜√ସି௧మ
x1, 2 =  

௧േ
ଶ

 (avem de fapt 4 soluţii, câte două pentru fiecare valoare a lui t). Pentru fiecare 

మ
rădăcină x a polinomului p se deduce ⏐x⏐ =  ට௧

ସ
൅ ସି௧మ

ସ
 = 1. 

VARIANTA 86 

2.  Se consideră polinomul f = 2෠X + 1෠ ∈ Z4[X]. 

a)  Să se dete m ne g adul polinomului f  2. 

b)  Să se arate c  polinomul f  este element inversabil al inelului (Z4[X], +, ·). 

c)  Să se determine toate polinoamel  g ∈ Z4[X] de gradul 1 cu proprietatea că g 2 = 1෠. 

r i r

ă

e

16 
 



Soluţie 

a)  f  2 = ൫2෠ܺ ൅  1෠൯ଶ
= 4෠X2 + 4෠X + 1෠ = 1෠, deci grad f   2 = 0. 

 ∈ Z4[X], a ≠ 0෠. Dacă g 2 = 1෠, atunci a2 = 0෠, 2෠ab = 0෠, b2 = 1෠. Din a2 = 0෠ şi        

෠ ෠ 2෠ ෠ b2 = 1෠, rezultă b = 1෠ sau b = 3෠. Se obţin 
1 2 ෠ ෠

N , atunci g 2 = 1෠. 

 calculeze (1 െ x1)(1 െ x2)(1 െ x3). 

 arate că po . 

culeze ݔଵ
ଶݔଶ ൅ ݔଵ

ଶݔଷ ൅ ଶݔ 
ଶݔଵ ൅ ݔଶ

ଶݔଷ ൅ ଷݔ 
ଶݔଵ ൅ ݔଷ

ଶݔଶ. 

  x

i e ea s-ar găsi printre divizorii termenului liber, dar  f (1) =  
= 4, f ( െ 1) = െ 8. 

n i 1 2 + 3 = 3, x1x2 + x1x3 + x2x3 = 5,        
x1x2(x1 + x2) + x1x3(x1 + x3) + x2x3(x2 + x3) = x1x2(3 െ x3) +                 

2x3(3 െ x1)  = 3(x1x2 + x1x3 + x2x3 െ x1x2x3) = 3(5 + 1) = 18. 

2 + 3X + 1) = f  2(X) + 3f (X) + 1 şi f (0) = 0. 

restul împărţirii polinomului f  la X െ 5. 

 demonstreze că f  = X. 

b)  f  - 1 = f. 

c)  Fie g = aX + b

a ≠ 0, rezultă a = 2, care satisface şi ab = 0. Din 
polinoamele g  = 2෠X + 1෠, g  = 2X + 3. 

Notă.  Dacă g = 2෢݊X േ 1෠ ∈ Z4n[X], n ∈ *

VARIANTA 89 

2.  Fie polinomul f  = X3 െ 3X2 + 5X + 1 ∈ R[X] şi x1, x2, x3 ∈ C rădăcinile sale. 

a)  Să se

b)  Să se linomul f  nu are nicio rădăcină întreagă

c)  Să se cal

Soluţie 

a)  f = (X െ x1)(X െ x2)(X െ x3), deci (1 െ 1)(1 െ x2)(1 െ x3) = f (1) = 4. 

b)  Dacă f  ar avea rădăc ni întregi, ac st

c)  Grupăm terme ii ş folosim relaţiile liu Viète : x  + x   x
x1x2x3 = െ 1.  Expresia este 
+  x1x3(3 െ x2) + x

VARIANTA 94 

2.   Fie f ∈ R[X] un polinom astfel încât f (X

a)  Să se determine f ( െ 1). 

b)  Să se determine 

c)  Să se

Soluţie 
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a)  Pentru x = െ 1 se obţine f ( െ 1) = f  2( െ 1) + 3f ( െ 1) + 1, de unde se deduce f ( െ 1) = െ 1. 

xb)  Pentru  = 0 se obţine f (1) = f  2(0) +3f (0) + 1 = 1. Pentru x = 1 se obţine f (5) =                     

ă n n n a0 = 0, a1 = 

unem că f (an) = an pentru un n natural oarecare fixat, atunci f (an+1) =             
ଶ   2 ଶ ţia prin 

௡ ௡ஹ଴ n+1  n n f – X 

r ni x = an, n ∈ N, prin urmare el este polinomul nul, astfel că f = X (a 

se vedea şi varianta 22). 

VARIANTA 95 

∈ R şi polinomul f  = X3 െ aX2 + bX െ c ∈ R[X] cu rădăcinile x1, x2, x3 ∈ C. 

 toate r  f  
1 2 3

Soluţie 

 = 1 – i, deci 

olinoame care sunt prime între ele. Rezultă că f െ r, care este polinom 
ide cu polinomul (X െ 1)2(X െ 2)2, care este de gradul 4, deci f െ r este 

adar gradul lui f = r este cel mult 1, absurd. 

R  ∈ R[X]. 

=  f  2(1) + 3f (1) + 1 = 5, deci restul împărţirii lui f  la X െ 5 este egal cu 5.  

c)  Considerăm şirul ሺܽ௡ሻ௡ஹ଴ definit prin a0 = 0, an+1 = ܽ௡
ଶ  + 3an + 1. Se demonstrează prin 

inducţie c  f (a ) = a , ∀  ∈ N. Am verificat egalitatea pentru n ∈ {0, 1, 2}, deoarece 

= 1, a2 = 5. Presup
= f (ܽ௡ ൅ 3ܽ௡ ൅ 1) = f (an) + 3f (an) + 1 = ܽ௡ + 3an + 1 = an+1, ceea ce încheie demonstra
inducţie. Şirul ሺܽ ሻ  este strict crescător, deoarece a  െ a  = (a  + 1)2 > 0. Polinomul 

are deci o infinitate de ădăci

2.   Fie a, b, c 

a)  Să se determine a, b, c  pentru care x1 = 2 şi x2 = 1 + i. 

b)  Să se arate că resturile împărţirii polinomului f   la (X െ 1)2 şi la (X െ 2)2 nu pot fi egale, 
pentru nicio valoare a parametrilor a, b, c. 

c)  Să se arate că dacă ădăcinile polinomului   sunt reale şi a, b, c sunt strict pozitive,
atunci x , x , x  sunt strict pozitive. 

a)  x3 f  = (X െ 2)(X2 െ 2X + 2) = X3 െ 4X2 + 6X െ 4, de unde, prin identificarea 
coeficienţilor se deduce a = 4,  b = 6, c = 4. 

b)  Presupunem că există r ∈ R[X] polinom de grad cel mult 1 astfel încât f – r să fie divizibil cu 

(X െ 1)2 şi cu (X െ 2)2, p
de gradul 3, se div
polinomul nul, aş

c)  Dacă x > 0, atunci f ( െ x) = െ (x3 + ax2 + bx + c) < 0,  deci f  nu are rădăcini negative. 
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VARIANTA 98 

2.  Fie p ∈  şi polinomul f  = X4 െ 4X + p



a)  Să se determine p astfel încât polinomul f să fie divizibil cu X + 1. 

b)  Să se determine p astfel încât polinomul f să aibă o rădăcină reală dublă. 

c)  Să se arate că pentru orice p ∈ R polinomul f  nu are toate rădăcinile reale. 

)

∈ R rezultă a = 1. Atunci f (1) =   

 

)   Funcţia reală f  ‘ este negativă pe (െ ∞, 1), pozitivă pe (1, ∞) şi f  ‘(1)= 0, deci x = 1 este punct 
. Dacă f (1) = p – 3 ൑ 0, atunci f  are două rădăcini reale, deoarece 

௫՜ஶ ௫՜ିஶ ݂ሺݔሻ = +∞. Dacă f (1) = p െ 3 > 0, atunci f  nu are rădăcini reale. 

– 1 + ... + a1X + a0. 

re nicio rădăcină 
întreagă. 

c)  Să se arate că polinomul g  = X3 െ X + 3a + 1 nu poate fi descompus în produs de două 
întregi. 

a)  f (1) + f ( െ 1) = 2(a0 + a2 + a4 + ...) (suma se extinde asupra tuturor coeficienţilor cu indicele 

ădăcină a ∈ Z. Atunci f  = (X െ a)q, cu q ∈ Z[X]. Dacă f (2) =           

c)  Dacă g este produsul a dou  

 b ∈ Z[X], deci are o rădăcină b ∈ Z. Atunci polinomul                                

Soluţie 

a)  f ( െ 1) = 5 + p = 0, deci p = െ 5. 

b)  Polinomul f  are o rădăcină dublă a ∈ R dacă şi numai dacă f (a) = f  ‘(a  = 0,  

f  ‘’(a) ≠ 0. Din f  ‘(a) = 4a3 െ 4 = 4(a െ 1)(a2 + a + 1) = 0 şi a 

= െ 3 + p = 0, deci p = 3.

c
de minim (global)
lim ݂ሺݔሻ = lim

VARIANTA 100 

2.  Fie n ∈ N, n ൒ 3, a0, a1, ..., an ∈ Z şi polinomul f  = anXn + an – 1Xn 

a)  Să se arate că f (1) + f ( െ 1) este număr par. 

b)  Să se arate că dacă f (2) şi f (3) sunt numere impare, atunci polinomul f  nu a

polinoame neconstante cu coeficienţi 

Soluţie 

par). 

b) Presupunem că f  are o r

= (2 െ a)q (2) şi f (3) = (3 െ a)q (3) sunt numere impare, atunci 2 െ a şi 3 െ a sunt numere 
impare, deci 3 െ a െ (2 െ a) = 1 este număr par, absurd. 

ă polinoame neconstante cu coeficienţi întregi, atunci el are un
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factor de forma X െ



ො݃ = X3 െ X + 1෠  Z3[X] are rădăcina ෠ܾ ∈ Z3. Avem ො݃൫0෠൯ = ො݃൫1෠൯ = ො݃൫2෠൯ = 1෠, deci ො݃ nu a∈ re 

 

A 45 

ଶ

rădăcini în Z3, contradicţie.

SUBIECTUL III 

VARIANT

2. Fie funcţia f : [െ1, 1] → R, f (x) = √1 െ ݔ   . 

 calculeze ׬ െ 1√ݔ ଶa)  Să seݔ  ଵݔ݀
ିଵ . 

c)  Să se calculeze lim ׬ ଵ.ݔሻ݀ݔ௡݂ሺݔ  

i

 െ

b)  Să se determine volumul corpului obţinut prin rotirea graficului funcţiei f  în jurul axei Ox. 

௡→ஶ ଴

Soluţ e 

a)  Funcţia g : [  1, 1] → R, g (x) = x√1 െ  ଶ, este impară, intervalul [ െ 1, 1] este simetricݔ 

faţă de origine, deci ׬ െ 1√ݔ ଵݔଶ݀ݔ 
ିଵ  = 0. 

V f = ׬ ݂ ሺݔሻ݀ିݔଵ ߨ2 =  ׬ 1 െ ݔ  ଴ݔ݀ ߨ ቀݔ 
య

b)   ߨ ଶଵ ሺ ଶሻଵ  = 2 െ  ௫
ଷ

ቁ ห
ସగ
ଷ

ଵ
଴ =  . 

 [ െ 1, 1], deci 0 ൑ xnf (x) ൑ xn, ∀x ∈ [ െ 1, 1]. Prin integrare se 

obţine 0 ൑ ׬ ଵݔሻ݀ݔ௡݂ሺݔ  ൑ ׬ ଵݔ௡݀ݔ
଴  =  

ଵ
௡ାଵ

c)  Avem 0 ൑ f (x) ൑ 1, ∀x ∈

଴  , de unde lim௡՜ஶ ׬ ଵݔሻ݀ݔ௡݂ሺݔ
଴  = 0 (criteriul 

COLAR ORTURI – PLOIEŞTI 

 

cleştelui). 
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