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Izomorfism de structuri algebrice

de Florin Antohe

Exista patru probleme de izomorfism:

1. Daca multimile suport sunt finite , se fac tabelele legilor de compozitie si se
arata ca prin suprapunere coincid, adica corespondenta a doua linii sau coloane
omoloage se mentine pe intreg tabelul.

Exemplul 1 : Fie grupurile G1=({0,1,2},®) cu ® =adunarea modulo 3 si

1+i/3

G2=({1,£,E%}e) unde £=— 5 este o radacina cubica complexa a unitatii (£3=1).

Atunci G1EG2.

Solutie : Tabelele legilor de compozitie date sunt:

® 0 1 2 o 1 £ g
0| O 1 2 1 1 3 g2
1 1 2 0 gl & g? 1
2|1 2 0 1 gy &2 1 g

Structurile sunt izomorfe deoarece tabelele prin suprapunere coincid. Functia
izomorfism este f : G1—G; definitd prin f(0)=1, f(1)=¢, f(2)=¢? sau f(k)=t,
k€G1.

2. Daca multimile suport sunt infinite, dar cu structura specificata: perechi,
numere complexe, matrice, permutari, functii, numere irationale de forma
particulara, etc. atunci functia izomorfism va fi aplicatia ce asociaza elementului
general dintr-o multime, elementul general din cealaltd multime, scrise cu

aceleasi simboluri. Se arata ca functia aleasa este bijectie si morfism.
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Exemplul 2 : Fie grupurile Gi=({a+b~/2| a,beQ},+)

o o)

Sa se arate ca G1=G,

b
Solutie : Fie functia f:G1—Gg, f(a+by2 ){zab a}.

Injectivitate (f(z1)= f(z2) = z1=22)

f(a+bﬁ)=f(c+dﬁ):{a ZHC d]3{2i33a+b\/§=c+d\/§

2b 2d c
Surjectivitate (V yeB, 3 xeA asa incat y=£(x))
VvV MeG; 3 zeGq asa incat f(z)=M.

Fie M =( o« P J € Gy=3 z=a+P2 G, asa incat f(a+p+2 )=[ o« P J & f(2)=M
2 a 2B «a

= f este bijectiva

morfism f(z1+z2)= f(z1)+ f(z2), V 21,22€ G4

f(z1+22)=f(a+b2 +c+d 2 )=f(a+c+ 2 (b+d))=

a+c b+d a b c d) _ _
(2(b+d) a+c]:(2b a]+(2d cj =H(@02)f (erd2)=f 20+ fiz)

3. Daca multimile suport sunt infinite, intervale ale lui R sau R’ functia
izomorfism va fi aplicatia cea mai simpla ce realizeaza bijectia intre cele doua
intervale, invatata pana in clasa a-X-a inclusiv. Se arata ca functia aleasa este
bijectie si morfism.
Exemplul 3 : Fie grupurile G1=((0,),e) si G2=(R,+). Aratati ca G1=G..
Solutie Fie functia f : (0,.0)>R, f(x) =log,x, a>0, a»1
Injectivitate f(x)=f(y)= log,x =log, y = x=y
Surjectivitate: V yeR, 3 xe(0,) asa incat log, x =y < x=a’ = f este bijectiva
Morfism: f(xy)= f(x)*+ f(y) V X,y €(0,%0)
f(xy)=log, xy =log, x+log, y = f(x)+ f(y) V x,y €(0,0) = f izomorfism.
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Exemplul 4: Fie grupurile G1=[[—g,g}*j unde x*y=arctg(tgx+tgy) si

Gz=(R,+). Aréta’;i ca G=G.,.

T T

Solutie : Fie f= [— 2,2j — R, f(x)=tgx

Injectivitate: f(x)=

NS

2

>0 = f este strict crescatore pe (—
Ccos“ X

T
,— |= f este
;)=

injectiva (orice functie strict monotona este injectiva).
Surjectivitate f este continua, deci face proprietatea lui Darboux

limtgx =o; lim tgx =-0 = Imf=R = f surjectiva = f este

X—— X—>——
2 2
T T
X<— X>——
2
iiectiva /2 /2
bijectiva.

Morfism : S& aratam ca f(x+y)= f(x) + f(y), YX,y € (—ggj F(xxy)=tg(x*y)=

tg(arctg(tgx+tgy))= tgx+tgy= f(x)+ f(y) = f izomorfism.
4. Se da functia izomorfism, depinzand eventual de un parametru, i se cere sa
se demonstreze ca este izomorfism. Parametrul se determina din conditia

f(e)=e, apoi se arati ci f este bijectie si morfism.

Exemplul 5: Fie grupurile Gi=((0,0),¢) si G2=((-1,1),*) unde x*y= 1X+y
+ Xy

Si

functia f : (0,00)—(-1,1), definita prin f(x)= X+? , unde aeR este un parametru ce
X
se va determina. Sa se arate ca f este izomorfism de grupuri.
Solutie : Parametrul a se determina din conditia f(e)=e.In cazul nostru

g =1 sieg =0 = f(1)=0 & 1128 _0 o a= -1 = =21
! 2 2 X+1
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y -1

Injectivitate : f(x)= f(y) = X—_?I =Vl & XY-y+X-1=Xy-x+y-1 <& 2X=2y <X=y .
X+ +

Surjectivitate : Vye(-1,1),3xe(0,) asa incat f(x)=y < X_‘1 —yeo
X+

<:>x—1=xy+y<:>x=1+—y.

Cum ye(-1,1)[ y<1=y-120=3x

= f este bijectiva .

1 0
Ty x>0

-1<y<1 = {
1-y>0
f morfism : < f(xy)= f(x)* f(y) V X,ye(0,)

x—-1 y-1

7+7
Cxy=1 e o JOOAY) | xel yed
TN Sy ST IO sy~ x =1y =1~

x+1 y+1

_Xy-y+x-1+xy-x+y-1_2(xy-1) xy-1
Xy+X+y+1+xy—x—-y+1 2(xy+1) xy+1

— f este izomorfism.
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