NOTA MATEMATICA

ASUPRA UNOR PROBLEME DE CONCURS
Corneliu Manescu-Avram

Revista electronicd Mateinfo.ro a publicat in fiecare saptamana cate o problema de concurs,
care a beneficiat de interesul constant al cititorilor. Nota de fatd prezinta extinderi ale unora
dintre aceste probleme.

1. Fie ABC un triunghi echilateral si P un punct ales arbitrar pe cercul inscris In triunghi. Sa se
demonstreze ca suma PA? + PB% + PC? nu depinde de pozitia punctului P.

(19 — 25.10.2009)
Proprietatea se pastreaza intr-un cadru mai general :

Fie A;4, ... A, un poligon regulat, O centrul sau de simetrie i P un punct arbitrar pe un cerc
cu centrul in O. Si se demonstreze ci suma PA3 + PA3 + ...+ PA2 nu depinde de pozitia
punctului P.

Folosim coordonatele complexe, alegem originea in punctul O si axa reala trecand prin punctul
A;. Putem lua ca unitate raza cercului circumscris poligonului si atunci afixele varfurilor
poligonului sunt z; = £¥, 0 < k < n — 1, unde ¢ este o ridicini primitivi de ordinal » a unititii,

21 2T
de exemplu € = cos — + i sin — . Daca r este raza cercului considerat, atunci ecuatia cercului
n n

este zZ =12, iar PA%2 = |z — 2, |2 = (z — zx)(z — z) =12 — zZy — Zz;, + 1. Avem Y p_, 2} =

= Y_1Zx =0, deci Y}, PA% = n(r? + 1) nu depinde de pozitia punctului P.

b+c=a+2r
2. Sa se demonstreze ca intr-un triunghi ABC cel mult una dintre relatiile : ¢ + a = b + 2r
a+b=c+2r

este adevarata.

(2 — 8.11.2009, Marian Teler)
Afirmatia ramine adevarata daca egalitatile se Inlocuiesc cu inegalitati, mai precis :

R b+c<a+?2r
Intr-un triunghi ABC cel mult una dintre relatiile : ¢ + a < b + 2r este adevarata.
a+b<c+2r
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Se demonstreaza ca prima inegalitate este adevarata daca si numai daca m(4) > 7

Intr-adevar, fie I centrul cercului inscris si A ‘, B ‘, C punctele de contact ale acestui cerc
respectiv cu laturile BC, CA4, AB. Tangentele duse dintr-un punct exterior la un cerc sunt
congruente, deci daca se noteaza AB =AC =x,atunciCB =CA =b—x,BC =BA =c —x.
Din BA + CA = a, rezultd 2x = b + ¢ — a.. In triunghiul dreptunghic AIB " este adevirati

: : - .o mA) . m(h) LT
inegalitatea » > x daca si numai daca > —— N asadar m(A) = Z
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Un triunghi are cel mult un unghi drept sau obtuz, deci afirmatia din enunt este adevarata.
3. Fie S aria totala si /' volumul unui con circular drept. Sa se demonstreze inegalitatea
S3 = 72nV2
(7 —13.12.2009, Corneliu Manescu-Avram)

Problema este un caz particular de inegalitate izoperimetrica. Cazul general este extrem de
complicat, de aceea vom studia numai corpurile rotunde. Pentru un corp convex C cu dimensiuni

361V 2
S3

variabile, notam ¢ (C) valoarea maxima a raportului , unde V este volumul si S este aria
corpului. Se stie ca multimea valorilor functiei g este intervalul (0, 1]. Evident, ¢ (sferd) = 1, iar

1
problema cere sa se demonstreze cd g (con) = > Este adevaratd urmatoarea

Propozitie. a) ¢ (cilindru) =

[SSI )

2(k2+ k+1) [k*+ 1+ (K24 1)VE® — K2+ 1]
(k+1)2(k2+ 1+ Vk* — K2+ 1)3

bazelor si k este o constanta din intervalul (0, 1) astfel incat r = kR.

b) ¢g (trunchi de con) = ,unde R, r sunt razele

Demonstratie : a) Aria totala si volumul unui cilindru circular drept sunt S =2nR(G + R), V' =
= mR?G, unde R este raza bazei si G este generatoarea cilindrului. Dacid G = xR, cu x € (0, +),
atunci

2
36mV?  36m(mR*G)”  9x?
$3  [2rR(G+R)]®  2(x+1)3°
x? x(2 =x)

Consideram functia f: (0, +0) —> R, f(x) = 3 - Derivata f () = 2 cste strict

(x+1) (x+1)
pozitiva pe intervalul (0, 2), se anuleaza 1n punctul xo = 2 si este strict negativa pe intervalul
(2, +0). Rezulta ca xy = 2 este punct de maxim pentru functia f* si deci



. 9 4
¢ (cilindru) = > fQ)==—-—

2
2 27 3°

b) Aria totald si volumul unui trunchi de con circular drept sunt S = tG(R + r) + m(R? + 12),

nt(R%+ Rr+12),/G% — (R -1)2

= 3 , unde R, r sunt razele bazelor si G este generatoarea

trunchiului de con. Dacd G = xR, cux € (0, +) si r = kR, cu k € (0, 1) constant, atunci

36nV? 4(R%+ Rr+12)°[6% - (R -1)?] ~ a(k2+k+1)°[x2 - (k - 1)2]

s3 [G(R+T)+ R2+ 12]3 - [(k+1)x+ k2+ 1]3

x? - (k —1)?
Consideram functia f: (0, +0) —> R, f(x) = [ (k+1)x(+ " 2-)|- TER Derivata

—(k+1)x%+ 2(k2+1)x+ 3(k+1)(k —1)2

) = are o singurd radacind pozitiva
S &) [(k+1)x+ k2+ 1]% £ p
kZ+ 142Vk* — k?+ 1 , . o o
Xo= , este strict pozitiva pe intervalul (0, xo) si strict negativa pe

k+1
intervalul (xy, +00), deci functia f'are un maxim in punctul xy, de unde deducem

2(k2+ k+1)"[k*+ 1+ (k2+ 1)VK* — K2+ ]
(k+1)2(k2+ 1+ Vk* — k2+ 1 )

g (trunchi de con) = 4(k? + k + 1)? f(xo) =

4. Intr-un cub se inscrie o sferd. Sa se arate ca suma patratelor distantelor de la un punct
oarecare situat pe sfera la fetele cubului este constanta.

(14 — 20.12.2009, Anghel Valentin)

Afirmatia rimane adevarata in spatiul euclidian n-dimensional R" :

Intr-un cub n — dimensional se Tnscrie o sferd. Sa se arate ca suma patratelor distantelor de la
un punct oarecare situat pe sfera la fetele de dimensiune » — 1 ale cubului este constanta.

Demonstratia in cazul general este aceeasi ca in cazul n =3 :

Consideram un reper cartezian Ox; ... x,, cu originea in centrul de simetrie al cubului si axele de
coordonate perpendiculare pe fetele de dimensiune n» — 1 ale cubului. Daca lungimea razei sferei
inscrise 1n cub este r, atunci varfurile cubului » — dimensional sunt punctele (7, £7, ..., x7) (n
componente), fetele de dimensiune » — 1 ale cubului sunt continute in hiperplanele cu ecuatiile

. c A . A 2
x; = 41, x, = +7,... ,x, = +7, ecuatia sferei inscrise in cub este xZ + x2 + ..+ x2 =r",



iar distantele de la un punct P(ay, a, ... , a,) de pe sfera la fetele de dimensiune » — 1 ale cubului
sunt |a; + 7|, |la, £ 7|, ..,|la, £7r|. Avem a? + a2 + ..+ a% = r?si suma pitratelor acestor
distante

la; + 12+ |la; =72+ la,+ 7|+ |la, =7+ ..+ |la, + 7|+ |a, —1]* =
=202+ aé + ..+ a2+ =2mn+1)r’
nu depinde de pozitia punctului P, deci este constanta.
5. Fie a, b, ¢ lungimile laturilor si R lungimea razei cercului circumscris triunghiului ABC. Sa se

2v/5

arate cidacia’ +b*+c?=10sia* +b*+c* =40, atunci R < T .

(1 —7.02.2010, Biro Istvan)
Prin schimbarea constantelor se obtine o afirmatie mai generala :

Fie a, b, ¢ lungimile laturilor si R lungimea razei cercului circumscris triunghiului ABC. Sa se
arate cidacia’ + b +c’=u sia frbttcet= v, unde u, v sunt numere reale strict pozitive

u u
astfel incat u” <3v, atunci R< — s -
34l 3W?%-2v)

012+bz+cz)3
3

u

3
Avem 16R*S* = (u? — 2V)R*=a’b?c? < ( = (E) , de unde se obtine

inegalitatea propusa.

Se poate obtine o evaluare mai buna in cazul general, dar pentru a nu complica inutil calculele,
alegem v astfel incat 3v = u* + 2u, in concordanti cu optiunea autorului problemei.
. o . 3 2 u(u_l) . o .
Consideram polinomul f= X" — uX" + — X — m € R[X] si determindm valorile
parametrului m € (0, +00) pentru care polinomul " are trei radacini reale strict pozitive. Derivata

o : : : u(u-1) | -
functiei polinomiale asociate lui /" este f* (x) = 3x% — Qux + — si are radacinile x; =

u—/u u+u

presupune in continuare. Derivata este strict pozitiva pe (—o, x;) U (x2, +0) si strict negativa pe

. Daca u > 1, atunci radacinile derivatei sunt strict pozitive, ceea ce vom

(1, x2). Rezultd ca functia este strict crescatoare pe (—, x;) U (xz, +00) si strict descrescatoare

pe (x1, x2). Avem si lim,_,_o, f(x) = —o0, lim,_ o f(x) = +oc0. Deducem ca polinomul /" are



trei radacini reale strict pozitive daca si numai daca f(x;) = 0 i f(x2) < 0 (1). Din identitatea

u(u-1 1 u u(u-1 2u u?(u—1
f=XW—wé+-£——2X—m=(—X—mqaxﬁfmx+—£——%—-—ock—l——l—m
3 9 9 27
obtinem valorile f'(x;) si f (x2), care inlocuite in (1) ne dau
2u u?(u-1) 2u u?(u-1)
——nt—— <m< ——x t———. (2)
9 27 9 27

) ) “oge - . . . .. s .
Dacda a“, b*, c” sunt rddacinile lui f, atunci relatiile lui Viete se scriu

a?+b*+ct=u -1
a’b? + a®c? + b?c? =73
a’b?c’=m

2
deunde a*+b*+c*= (a? + b?% + ¢2)% — 2(a?b? + a%c? + b%2c?) =u’ — 3 uu —1)=v,

u(u—4) R2
3

astfel ca sunt indeplinite conditiile din enunt. Avem si 16R?S? = (u? — 2v)R? =

= a%b?c? =msi (2) devine

u?-3u-2vu u?-3u+2vu
—_—< 2 < —
9(u—4) 9(u—4)

1 [u?2-3u-2vu 1 [u?2-3u+2Vvu
- |[————— <R - [/—m888 .
3 u—=4 3 u—=4

6. Doua laturi ale unui triunghi si raza cercului inscris au lungimile respectiv egale cu a, b, 7,

si in final

(2a-b)(b—a) . : : : : ,
unde r = — 5,  sia < b <2a. Sa se determine lungimea celei de-a treia laturi.

(15 — 21.02.2010, Corneliu Manescu-Avram)

Originea acestei probleme se afla n cautarea perechilor de triunghiuri heronice cu laturile de
lungimi a, b, x, respectiv a, b, y, pentru care lungimea r a razei cercului Inscris este aceeasi.
Varianta parametrizata este urmatoarea :

Doud laturi ale unui triunghi au lungimile egale respectiv cu m* + n* si (m? + n?)?,
m, n € (0, ), m > n. Sa se determine lungimea celei de-a treia laturi, stiind ca raza cercului
inscris in triunghi are lungimea » = mn(m? — n?).



Se obtin solutiile x = 2(m* — m?n? + n*), y = 2mn(m? + mn + n?), prin aceeasi metoda ca
la problema anterioara. Alegem m, n € N, m>n, (m, n) =1 si deducem ca exista o infinitate de

perechi de triunghiuri cu laturile de lungimi (a, b, x), (a, b, y), care au raza cercului inscris de
aceeasi lungime, toate lungimile fiind exprimate prin numere naturale Iata cateva dintre ele :.

a b X y r
17 125 |26 28 |6
82 100|146 |78 |24
97 (169|122 | 22830
257 1289 | 482 | 168 | 60
337 | 625 | 386 | 888 | 84
626 | 676 | 1202 | 310 | 120

N R W WINF
— W= (N —=S

Solutia problemei initiale este x =3a - b, y=b - a + /2b(b — a). Numerele x, y, r sunt

naturale, daca b, 2a - b s1 2(b — a) sunt patrate perfecte. Aceste conditii sunt Indeplinite, daca
b=u?2a— b=v3i2(b—a)=u®—v%=t%u v, t e N.Rezulti ci o parametrizare pentru a,
b, x, y, r este data de un triplet pitagoric (¢, v, u), deciv=m2 —n%, u=m2+n% mne N,

m>n,deunde a=m*+n?, b= (m? +n?)?, x=2(m* — m?n? + n?),
y=2mn(m? 4+ mn +n?), r=mn(m* —n?).
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