
                                                        NOTĂ MATEMATICĂ  

                                     ASUPRA UNOR PROBLEME DE CONCURS 

                                                      Corneliu Mănescu-Avram 

   Revista electronică Mateinfo.ro a publicat în fiecare săptămână câte o problemă de concurs, 
care a beneficiat de interesul constant al cititorilor. Nota de faţă prezintă extinderi ale unora 
dintre aceste probleme. 

1.  Fie ABC un triunghi echilateral şi P un punct ales arbitrar pe cercul înscris în triunghi. Să se 
demonstreze că suma ܲܣ  nu depinde de poziţia punctului P. ଶ ൅ ଶܤܲ ൅ ଶܥܲ

5.10.2009) 

 se păstrează într-un cadru mai general : 

 simetrie şi P un punct arbitrar pe un cerc 
ul  în O. Să

                                                                                                                              (19 െ 2

   Proprietatea

      Fie ܣଵܣଶ ௡ un poligon regulat, O centrul său deܣ …
cu centr  se demonstreze că suma ܲܣଵ

ଶ ൅ ଶܣܲ
ଶ

rdonatele complexe, alegem originea în punctul O şi axa reală trecând prin punctul 

൅ … ൅ ௡ܣܲ
ଶ  nu depinde de poziţia 

punctului P. 

   Folosim coo
A1. Putem lua ca unitate raza cercului circumscris poligonului şi atunci afixele vârfurilor 
poligonului sunt zk = ߝ௞, 0 ൑ k ൑ n െ 1, unde ߝ este o rădăcină primitivă de ordinal n a unităţii, 

de exemplu ߝ = cos 
ଶగ
௡

  + i in 
ଶగ

 s
௡

 . Dacă r este raza cercului considerat, atunci ecuaţia cercului 

este ݖݖҧ = ݎଶ, iar ܲܣ௞
ଶ ݖ|  െ |௞ݖ  ሺݖ െ ݖ௞ሻሺݖ െ = ௞ሻതݖ ଶ = തതതതതതതതതത = ݎଶ െ ௞തതതݖݖ െ ௞ݖҧݖ ൅ 1. Avem ∑ ௞ݖ

௡
௞ୀଵ ൌ 

ൌ  ∑ ത௞തത௡ݖ
௞  dec ௞ܣܲ

ଶ௡
௞ୀଵ  ሺݎଶ ൅ 1ሻ nu depinde de poziţia punctul

       

 se demonstreze că într-un triunghi ABC cel mult una dintre relaţiile : ൝
ܾ ൅ ܿ ൌ ܽ ൅ ݎ2
ܿ ൅ ܽ ൌ ܾ ൅ ݎ2
ܽ ൅ ܾ ൌ ܿ ൅ ݎ2

 

െ 8.11.2009, Marian Teler) 

ăţ

ܾ ൅ ܿ ൑ ܽ ൅ ݎ2

ܽ ൅ ܾ ൑ ܿ ൅ ݎ2
. 

ୀଵ ൌ 0, i ∑ = n ui P. 

2.  Să

este adevărată. 

                                                                                                          (2 

   Afirmaţia rămîne adevărată dacă egalităţile se înlocuiesc cu inegalit i, mai precis : 

      Într-un triunghi ABC cel mult una dintre relaţiile : ൝ܿ ൅ ܽ ൑ ܾ ൅ este adevărată  ݎ2
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   Se demonstrează că prima inegalitate este adevărată d că m(ܣመ) ൒  
ଶ

acă şi numai da
గ .            

Într-adevăr, fie  I  centrul cercului înscris şi A ‘, B ‘, C ‘ punctele de contact ale acestui cerc 
respectiv cu laturile BC, CA, AB. Tangentele duse dintr-un punct exterior la un cerc sunt 

 
 ‘  ‘  ‘

congruente, deci dacă se notează AB ‘ = AC ‘ = x, atunci CB ‘ = CA ‘ = b െ x, BC ‘ = BA ‘ = c െ x. 
Din BA  + CA  = a, rezultă 2x = b + c െ a.. În triunghiul dreptunghic AIB  este adevărată 

inegalitatea r ൒ x dacă şi numai dacă   
௠ሺ஺෠ሻ

ଶ
 ൒  

గ
ଶ

 െ  
௠ሺ஺෠ሻ

ଶ
 , aşadar m(ܣመ) ൒  

గ
ଶ
 . 

   Un triunghi are cel mult un unghi drept sau obtuz, deci afirmaţia din enunţ este adevă ată.  

3.  Fie S aria tota V volu ul unui con circular drept. S

r

lă şi   m ă se demonstreze inegalitatea  

                                                                ܵଷ  ൒   .ଶܸߨ72

                                                                                    (7 െ 13.12.2009, Corneliu Mănescu-Avram) 

te izoperimetrică. Cazul general este extrem de 
rpurile rotun . Pentru un corp convex C cu dimensiuni 

గ
ௌ

   Problema este un caz particular de inegalita
complicat, de aceea vom studia numai co de

variabile, notăm q (C) valoarea maximă a raportului  
ଷ଺ ௏మ

య , unde V este volumul şi S este aria 

corpului. Se ştie că mulţimea valorilor funcţiei q este intervalul (0, 1]. Evident, q (sferă) = 1, i

problema cere să se demonstreze că q (con) =  
ଵ

ar 

ଶ
 . Este adevărată următoarea  

   Propoziţie. a) q (cilindru) =  
ଷ
ଶ

 . 

ଶ൫௞మା ௞ାଵ൯మൣ௞రା ଵା ൫௞మା ଵ൯√௞ర ି ௞మା ଵ
b) q (trunchi de con) =  

൧

ሺ௞ାଵሻమ൫௞మା ଵା √௞ర ି ௞మା ଵ൯
య  , unde R, r sunt razele 

ervalul (0, 1) astfel încât r = kR. 

Demonstraţie : a)  Aria totală şi volumul unui cilindru circular drept sunt S = 2ߨR(G + R), V = 
za bazei şi G este generatoarea cilindrului. Da ), 

atunci 

మ

bazelor şi k este o constantă din int

ൌ unde R este ra ,ܩଶܴߨ  că G = xR, cu x ∈ (0, +∞

                                          
ଷ଺గ௏

ௌయ  =   
ଷ଺గ൫గோ ீ൯

ሾଶగோሺீ ା ோሻሿయ

మమ
  =   

ଽ௫
ଶሺ௫ାଵሻయ

మ
 . 

Considerăm funcţia f : (0, +∞) → R, f (x) =  
௫మ

ሺ௫ାଵሻయ . Derivata f  ‘(x) =  
௫ሺଶ ି௫ሻ
ሺ௫ାଵሻర  este strict 

, se an ă în punctul x0 ste strict negativă pe intervalul     
0 axim pentru funcţia f  şi deci 
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pozitivă pe intervalul (0, 2) uleaz  = 2 şi e
(2, +∞). Rezultă că x  = 2 este punct de m



                                              (cilindru) =  
ଶ

 q
ଽ ଽ

ଶ
f (2) =  ·  

ଶ଻
ସ  =  

ଷ
ଶ . 

b) Aria totală şi volumul unui trunchi de con circular drept sunt S = ߨG(R + r) + ߨሺܴଶ ൅ ݎଶሻ, 

V =  
గ൫ோమା ோ௥ା௥మ൯ඥீమ ି ሺோ ି௥ሻమ

ଷ
  , unde R, r sunt razele bazelor şi G este generatoarea 

 = , cu 

           
ௌయ

trunchiului de con. Dacă G = xR, cu x ∈ (0, +∞) şi r kR k ∈ (0, 1) constant, atunci 

ଷ଺గ௏మ
 =   ሾீሺோା௥ሻା ோమା ௥మሿయ

ସ൫ோమା ோ௥ା ௥మ൯మൣீమ – ሺோ ି௥ሻమ൧  =   
ଵሻమ൧

ሾሺ௞ାଵሻ௫ା ௞మା ଵሿయ
ସ൫௞మା௞ାଵ൯మൣ௫మ – ሺ௞ ି  . 

௞
Considerăm funcţia f : (0, +∞) → R, f (x) =  

௫మ – ሺ௞ ିଵሻమ

ሾሺ ାଵሻ௫ା ௞మା ଵሿయ . Derivata  

 f  ‘(x) =
ଵ ௫

  
ିሺ௞ା ሻ మା ଶ൫௞మାଵ൯௫ା ଷሺ௞ାଵሻሺ௞ ିଵሻమ

ሾሺ௞ାଵሻ௫ା ௞మା ଵሿర   are o singură rădăcină pozitivă  

௞మା ଵାଶ√௞ర ି ௞మା ଵ
  x0 =  

௞ାଵ
 , este strict poz 0, x0) şi strictitivă pe intervalul (  negativă pe 

intervalul (x0, +∞ሻ, deci funcţia f are un maxim în punctul x0, de unde deducem   

   q (trunchi de con) = 4ሺ݇ଶ ൅  ݇ ൅ 1ሻଶ f (x0) =  
ଶ൫௞ మା ଵమା ௞ାଵ൯మൣ௞రା ଵା ൫௞మା ଵ൯√௞ర ି ௞ ൧

ሺ௞ାଵሻమ൫௞మା ଵା √௞ర ି ௞మା ଵ൯
య  . 

                                                                                                  (14 െ 20.12.2009, Anghel Valentin) 

ărată în spaţiul euclidian n-dimensional Rn : 

 de la 
 n െ 1 ale cubului este constantă. 

etrie al cubului şi axele de 
ă lungimea razei sferei 

ţ
 

4.  Într-un cub se înscrie o sferă. Să se arate că suma pătratelor distanţelor de la un punct 
oarecare situat pe sferă la feţele cubului este constantă. 

   Afirmaţia rămâne adev

   Într-un cub n െ dimensional se înscrie o sferă. Să se arate că suma pătratelor distanţelor
un punct oarecare situat pe sferă la feţele de dimensiune

   Demonstraţia în cazul general este aceeaşi ca în cazul n = 3 : 

   Considerăm un reper cartezian Ox1 ... xn cu originea în centrul de sim
coordonate perpendiculare pe feţele de dimensiune n െ 1 ale cubului. Dac
înscrise în cub este r, atunci vârfurile cubului n െ dimensional sunt punctele (േݎ, േݎ, … , േݎ) (n 
componente), fe ele de dimensiune n െ 1 ale cubului sunt conţinute în hiperplanele cu ecuaţiile 
ଵݔ ൌ  േݎ, ଶݔ  ൌ  േݎ, … , ௡ݔ ൌ  േݎ, ecuaţia sferei înscrise în cub este ݔଵ

ଶ ൅ ଶݔ 
ଶ  r 2, ൅  … ൅ ௡ݔ 

ଶ ൌ
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iar distanţele de la un punct P(a1, a2, ... , an) de pe sferă la feţele de dimensiune n െ 1 ale cubului 
ଶ ଶ ଶ ଶ

ଶ|ݎ ൌ  

sunt |ܽଵ േ ,|ݎ |ܽଶ േ ,|ݎ … , |ܽ௡ േ Avem ܽଵ .|ݎ ൅  ܽଶ ൅  … ൅ ܽ௡ ൌ ݎ   şi suma pătratelor acestor 
distanţe  

 |ܽଵ ൅ ଶ|ݎ  ൅  |ܽଵ  െ ଶ|ݎ ൅ |ܽଶ ൅ ଶ|ݎ  ൅  |ܽଶ  െ ଶ|ݎ ൅  … ൅ |ܽ௡ ൅ ଶ|ݎ  ൅  |ܽ௡  െ

  = 2ሺܽଵ
ଶ ൅ ܽଶ

ଶ n

e a, b, c lungimile laturilor şi ea razei cercului circums  

ă a 2 + b 2 + c 2 = 10 şi a 4 + b 4 + c 4  = 40, atunci R <  
ଶ√ହ

൅ … ൅  ܽ௡
ଶ ൅ )ଶሻ = 2ݎ݊  + 1) r 2 

nu depinde de poziţia punctului P, deci este constantă. 

5.  Fi R lungim cris triunghiului ABC. Să se

arate că dac
ଷ

 . 

                                                                                                              (1 െ 7.02.2010, Biro Istvan) 

   Prin schimbarea constantelor se obţine o afirmaţie mai generală : 

   Fie a, b, c lungimile laturilor şi R lungimea razei cercului circumscris triunghiului ABC. Să se 

ଷ

arate că dacă a 2 + b 2 + c 2 = u şi a 4 + b 4 + c 4 = v, unde u, v sunt numere reale strict pozitive 

astfel încât u 2 < 3v , atunci R <   
௨

ට
௨

ሺ మ ሻଷ ௨ ିଶ௩
 . 

   Avem 16R S  = (u  െ 2v)R  = a b c  <   ቀ
ଷ

2 2  2 2  2  2  2 ௔ ା௕ ା௖మ మ మ
ቁ =  ቀ

ଷ

ଷ ଷ௨ቁ , de unde se obţine 

inegalitatea propusă. 

le, 
alegem v astfel încât 3v = u  + 2u, în concordan  cu opţiunea autorului problemei. 

   Considerăm polinomul f = X3 െ uX2 +  
௨ሺ௨ିଵሻ

ଷ

   Se poate obţine o evaluare mai bună în cazul general, dar pentru a nu complica inutil calcule
 2 ţă

 X െ m ∈ R[X] şi determinăm valorile 

∞ ul f  are trei ră cini reale strict pozitive. Derivata 

ciate lui f  este f   ‘(x) = 3x2 െ 2ux +  
ଵሻ

ଷ

parametrului m ∈ (0, + ) pentru care polinom dă

funcţiei polinomiale aso
௨ሺ௨ି  şi are rădăcinile x1 =  

=  
௨ି√௨

ଷ
  , x2 =  

௨ା√௨
ଷ

 . Dacă u > 1, atunci rădăcinile derivatei sunt strict pozitive, ceea ce vom 

presupune în continuare. Derivata este strict pozitivă pe (െ∞,  ଵ) ∪ (x2, +∞) şi strict negativă peݔ

(x1, x2). Rezultă că funcţia este strict crescătoare pe (െ∞,  ଵ) ∪ (x2, +∞) şi strict descrescătoareݔ

pe (x1, x2). Avem şi lim௫՜ିஶ ݂ሺݔሻ ൌ  െ∞,  lim௫՜ାஶ ݂ሺݔሻ ൌ  ൅∞. Deducem că polinomul f  are 
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trei rădăcini reale strict pozitive dacă şi nu ă f (x1) ൒ 0 şi f (x2) ൑ 0  (1). Din identitat

f = X  െ uX  +  
௨ሺ௨ିଵሻ

ଷ

mai dac ea      

3 2  X – m = (  
ଵ
ଷ

 X െ 
ଽ
௨

 )(3X  െ 2uX +  
௨ሺ௨ିଵሻ

ଷ
2 ) െ  

ଶ௨
ଽ

 X +  
௨మሺ௨ି

ଶ଻
ଵሻ

െm

obţinem valorile f (x1) şi f (x2), care înlocuite în (1) ne dau 

 

െ
ଶ௨

                                   
ଽ

 x ௨మሺ௨ିଵሻ
2 +  

ଶ଻
 m  

ଶ௨
 ൑ ൑  െ 

ଽ
 x ௨మሺ௨ିଵሻ

1 +  
ଶ଻

 

ète se

ܽ ܾ ൅ ܽ ܿ ൅ ܾ ܿ
ܽଶܾଶܿଶ ݉

௨ሺ௨
ଷ

.                                (2) 

   Dacă a 2, b 2, c 2 sunt rădăcinile lui f, atunci relaţiile lui Vi  scriu 

                                                ൝
ܽଶ ൅ ܾଶ ൅ ܿଶ ൌ ݑ
ଶ ଶ ଶ ଶ ଶ ଶ

ൌ
  = 

ିଵሻ , 

de unde  + b  + ܽ ൅ ܿ ሻ ሺܽ ܾ ܿ ൅ ܾ u  െ
ଶ
ଷ

a 4  4 c 4 =  ሺ ଶ ൅ ܾଶ ଶ ଶ െ 2 ଶ ଶ ൅ ܽଶ ଶ ଶܿଶሻ =  2    u(u െ 1) = v, 

astfel că sunt îndeplinite condiţiile din enunţ. Avem şi 16ܴଶܵଶ = ሺݑଶ െ  = ሻܴଶݒ2
௨ሺ௨ିସሻ

ଷ
 R 2 =  

=  ܽଶܾଶܿଶ =  şi (2) devine 

                                              

m

௨మିଷ௨ିଶ√௨
ଽሺ௨ିସሻ  ൑ ܴ  ൑  

ାଶ√௨ଶ ௨మିଷ௨
ଽሺ௨ିସሻ         

şi în final 

ଷ
                                      

ଵ ට௨మିଷ௨ିଶ√௨
௨ିସ

  ൑ R ൑  
ଵ
ଷ

ට௨మିଷ௨ାଶ√௨
௨ିସ

  . 

 şi raza cercului înscris au lungim  respectiv egale cu a, b, r, 

unde r =  ටሺଶ௔ି௕ሻሺ௕ି௔ሻ

6. Două laturi ale unui triunghi ile

ଶ
  şi a < b < 2a. Să se determine lungimea celei de-a treia laturi. 

                                                                                  (15 െ 21.02.2010, Corneliu Mănescu- vram) 

   Originea acestei probleme se află în căutarea perechilor de triunghiuri heronice cu laturile de 
gimi a , y, pentru care lungimea r a razei cercului înscris este aceeaşi. 

Varianta parametrizată este următoarea : 

i au lungimile egale respectiv cu ݉ସ ൅ ሺ݉ଶ ൅ ݊ଶሻଶ,             
m, n ∈ (0, ∞), m > n. Să se determine lungimea celei de-a treia laturi, ştiind că raza cercului 

iunghi are lungimea r = ݉݊ሺ݉ଶ െ ݊ଶሻ.  

A

lun , b, x, respectiv a, b

   Două laturi ale unui triungh ݊ସ şi 

înscris în tr
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   Se obţin soluţiile x = 2ሺ݉ସ െ ݉ଶ݊ଶ ൅ ݊ସሻ, y = 2݉݊ሺ݉ଶ ൅ ݉݊ ൅ ݊ଶሻ, prin aceeaşi metodă ca 
legem m, n ∈ ` , , n) = 1 şi deduce ă există o infinitate de 

perechi de triunghiuri cu laturile de lungimi (a, b, x), (a, b, y), care au raza cercului înscris de 

   

 

ܽሻ

la problema anterioară. A *, m > n (m m c

aceeaşi lungime, toate lungimile fiind exprimate prin numere naturale Iată câteva dintre ele :.  

                                             

 

 

 Soluţia problemei iniţiale este x = 3a – b, y = b – a + ඥ2ܾሺܾ െ . Nu ele x, y, r s

b = u , 2a െ  b = v , 2(b െ a) = ݑଶ െ ଶݒ ൌ  ,ଶ, u, v, t ∈ `*. Rezultă că o parametrizare pentru aݐ

t, v, u v = ݉ଶ െ ݊ଶ, u = ݉
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