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Prof.Ilinca Sebastian 
Scoala nr.4 Corabia 

Rezolvarea unor subiecte date la examenul de titularizare 
 
 
Concursul Naţional pentru ocuparea catedrelor vacante s-a desfăşurat în data de 15 iulie 
2009 . Noutatea în desfăşurarea acestui concursului a fost faptul că fiecare judeţ a propus 
propriile subiecte , un pas important în direcţia deşcentralizării . Unele judeţe au  tratat cu 
maximă importanţă acest examen propunînd subiecte adecvate , însă au fost cazuri când 
subiectele propuse mai fuseseră date şi în alţi ani. 
Am selecţionat cu ajutorul site-ului Hwww.mateinfo.ro H câteva subiecte pe care le-am şi 
rezolvat . Le doresc succes tuturor candidaţilor din anul acesta şi sper ca rezolvarea acestor 
subiecte să le fie de real folos. 
 
Vom prezenta în continuare subiecte date în diferite judeţe. 
 

1)(Satu Mare)Se consideră mulţimile  
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a) Calculaţi MAdet(A), ∈ ; 
b) Arătaţi că există o funcţie KMf →: astfel încât )()()( BfAfBAf ⋅=⋅ ; 
c) Dacă ,, Knm ∈ atunci Knm ∈⋅ ; 

d) Arătaţi că există ME∈ cu proprietatea că NcbacEbEaI
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unde 3I este matricea unitate de ordin 3 ; 
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Să se arate că  n
nnnnnn cbacba 23333 =−++  

2)(Satu Mare)Fie triunghiul ABC oarecare , CBA ′′′ ,,  mijloacele laturilor )(),( ACBC şi 
FEDAB ,,),(  picioarele înălţimilor duse din vârfurile CBA ,, ale triunghiului , H  ortocentrul 

triunghiului şi 111 ,, CBA mijloacele segmentelor )(),( BHAH şi )(CH . 
Arătaţi că : 

a) Punctele DCBA ′′′′ ,, sunt conciclice . 
b) Patrulaterul DABA 1′′ este inscriptibil . 
c) Punctele CBA ′′′ ,, , ,,, FED 111 ,, CBA  sunt situate pe un cerc ;determinaţi centrul şi 

raza acestuia . 
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Rezolvări: 
1.  
a) =)det(A abccba 3333 −++ . 
b)  Punctul a) ne sugerează să considerăm funcţia  )det()(,: AAfKMf =→ . 

)()()det()det()det()( BfAfBAABBAf ⋅=⋅==⋅ . 

c)  Fie ,. Knm ∈  111
3
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1

3
1 3 cbacbam −++= şi 222
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3
2 3 cbacban −++=  

 
 

Conform punctului b) există M
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)(),( BfnAfm == şi nmBfAfABf ⋅=⋅= )()()( . 
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2E şi se verifică imiediat egalitatea cerută. 

e)  Fie EIA +=)0,1,1( ,unde 
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.2)]0,1,1([det)0,1,1(det nnn AA ==

.3),,(det)0,1,1(det 333
nnnnnnnnn

n cbacbacbaAA −++==  
 
2. 
a) BAABBA ′′′′ (// linie mijlocie ) .Analog DACB ′′′ // . 

Avem ,
2

ABBA =′′ în triunghiul ADB dreptunghic în D 
2

ABCD =′ . Deci  DCBA ′′′  trapez 

isoscel. 
b) BA ′1 linie mijlocie în triunghiul 

AHC BAHC ′⇒ 1// . ,90)),(()(,90)( 11 =∠=′′∠=′∠ ABHCmABAmADEAm deci 
patrulaterul DABA 1′′ are unghiurile opuse suplementare. 
c) Centrul cercului este  mijlocul segmentului ][ 1AA ′ . 
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3.(Caraş-Severin) Fie ABCD  un patrulater convex oarecare şi notăm cu α unghiul dintre laturile 
opuse AD şi BC . 

a) Demonstraţi egalitatea 
BCAD

DCABBDAC
⋅

−−+
=

2
cos

2222

α . 

b) Dacă β este unghiul ascuţit al diagonalelor demonstraţi că 

                                               
BDAD

ABCDBCAD

⋅

−−+
=

2
cos

2222

β   

  
c) Demonstraţi că dacă laturile opuse AD şi BC sunt perpendiculare atunci 

2222 DCABBDAC +=+ . 
d) Demonstraţi că diagonalele unui patrulater sunt perpendiculare dacă şi numai dacă suma 
pătratelor laturilor opuse este constantă .  
 
Soluţie:  

a) Se ştie că  
BCAD
BCAD
⋅
⋅

=

→→

αcos  (1) .Calculăm produsul scalar 
→→

⋅ BCAD  : 

→→→→→→→→→
⋅−⋅=−⋅=⋅ ABADACADABACADBCAD )( , 

→→→→→→
⋅−+=−=⋅= ADACADACADACDCDCDC 2)( 2222  , de unde rezultă că 

2

222 DCADACADAC −+
=⋅

→→
. Analog , 

2

222 BDADABABAD −+
=⋅

→→
. 

Înlocuind în relaţia (1) obţinem 
BCAD

BDADABDCADAC
⋅

+−−−+
=

2
cos

222222

α  

b) 
BDAC
BDAC
⋅
⋅

=

→→

βcos , 

2

22
)(

2222

222222

ABCDBCAD

BCABACDCADACABACADACABADACBDAC

−−+
=

=
−+

−
−+

=⋅−⋅=−⋅=⋅
→→→→→→→→→

ADAC
ABCDBCAD

BDAC
BDAC

⋅
−−+

=
⋅
⋅

=

→→

2
cos

2222

β , luăm  modul deoarece cosinusul unui 

unghi ascuţit este pozitiv. 
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c) AD şi BC sunt perpendiculare dacă şi numai dacă 0=⋅
→→

BCAD ,adică 0cos =α , aplicăm 
punctul a) şi obţinem 2222 DCABBDAC +=+ . 

d) AC şi BD sunt perpendiculare dacă şi numai dacă 0=⋅
→→

BDAC 0cos =⇒ β şi aplicând b) 
obţinem relaţia cerută . 

4)(Brăila) Se consideră matricea )(
001
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100

3 RMA ∈
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a) Să se calculeze .,, 432 AAA  

b) Fie .Nn∈ Să se arate că 3IAn = dacă şi numai dacă 4 divide n . 

c) Fie }./{ *NnAG n ∈= Să se arate că G împreună cu operaţia de înmulţire a matricelor 
formează un grup comutativ cu 4 elemente. 
d) Demonstraţi că ),(),( 4 +≈⋅ ZG . 

e) Să se calculeze )....det( 20092 AAA +++  
Soluţie : 

a) Se obţine   
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−
=

001
010
100

,
100

010
001

32 AA şi 3
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⎜
⎜
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b) Rezultă din a). 
c) Din a) se obţine }.,.,{ 32

3 AAAIG =  
Alcătuim tabla opereaţiei : 
  

•  3I  A  2A  3A  
3I  3I  A  2A  3A  

A  A  2A  3A  3I  
2A  2A  3A  3I  A  
3A  3A  3I  A  2A  

 
Din tabla operaţiei rezultă că ),( ⋅G  este grup comutativ . 
d)Alcătuim tabla lui ),( 4 +Z : 

+  0̂  1̂ 2̂  3̂  
0̂  0̂  1̂ 2̂  3̂  
1̂ 1̂ 2̂  3̂  0̂  
2̂  2̂  3̂  0̂  2̂  
3̂  3̂  0̂  1̂ 2̂  
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Din tablele operaţiilor se observă ca cele două grupuri sunt izomorfe. 
e) AAAAIAAA ++++=+++ )(502... 32

3
20092  

Se obţine 2009
001
020090
100

)...det( 20092 =
−

=+++ AAA  

5.(Bihor) Fie },,1,0{ baA = şi ),,( ⋅+A un corp cu patru elemente şi funcţia .1)(,: xxfAAf +=→  
a)Calculaţi ∑

∈Ax
xf )( . 

b) Arătaţi că .011 =+  
c) Arătaţi că ecuaţia Axxx ∈=+ ,1 2 are soluţii . 
 
Soluţie: 
a) Deoarece ),( +A este un grup finit cu patru elemente ,ordinul fiecarui element este 4.În 
particular 01111 =+++ .Atunci 

.1111101)()()1()0()( bababfafffxf
Ax

++=+++++++=+++=∑
∈

 

Sau,o altă metodă : Este evident că funcţia f este injectivă ,iar codomeniul fiind o mulţime finită 
ea este şi surjectivă ,deci bijectivă . .110)( babaxf

Ax
++=+++=∑

∈
 

b) Fie p caracteristica corpului ),,( ⋅+A .Deoarece  caracteristica unui corp este 0sau un numar 
prim (în cazul nostru nu poate fi 0deoarece  corpul este finit )şi caracteristica divide ordinul  
obţinem că 4p ,adică 2=p .Din definiţie,rezultă că  .011 =+  

c) Deoarece  ),( ⋅∗A este grup de ordin 3 rezultă 1,,1 *3 ≠∈∀= xAxx .Deoarece 

0)1)(1(1 23 =+++=+ xxxx  şi 01≠+x rezultă obligatoriu 012 =++ xx şi ţinând cont 
de faptul că 11 −=  se obţine că ecuaţia dată are soluţii . 
 
6)(Caraş-Severin)Fie funcţia RRf →: dată de legea 1cos)( −+= xxxf  şi sirul Nnna ∈)( cu 

10 =a , ∫=+

na

n dxxa
0

1 )sin(π . 

a) Determinaţi numărul de rădăcini ale funcţiei f . 
b) Arătaţi că şirul Nnna ∈)(  este monoton. 
c) Arătaţi că Nnna ∈)(  este mărginit . 
c) Calculaţi 

∞→n
nalim . 

Soluţie:  

a)Fie funcţia RkRf k →+−− }
2

)1{(: ππ
, *Zk∈ dată de 1cos)( −+= xxxf . 
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0sin1)( >−=′ xxf ⇒ f   e strict crescătoare ,deci injectivă şi astfel ecuaţia 0)( =xf are 
soluţie unică.Se observă că 0=x  este soluţie a ecuaţiei date . 

Dacă ππ kx k +−=
2

)1( înlocuind în ecuaţie se obţine 01
2

)1( =−+− ππ kk sau echivalent 

1
2

)1( =+− ππ kk  ,absurd deoarece în stânga avem un număr iraţional iar în dreapta unul 

natural.Aşadar ecuaţia nu are soluţia  ππ kx k +−=
2

)1( . 

b) n

na

n adxxa π
ππ

π cos11)sin(
0

1 −== ∫+ . 

Demonstrăm că 0>na Nn∈∀, . 
• Dacă  00 1 =⇒= +nn aa ,contradicţie. 

• Dacă  00 1 <≤⇒< + nnn aaa ,contradicţie . 

Aşadar , 0>na Nn∈∀, . 
Fie xxxgRg cos)(,),0[: +=→∞ . 

0sin1)( ≥−=′ xxg ⇒g crescătoare ⇒ 0)0()( =≥ gxg xxxx −≥⇒≥+⇒ 1cos1cos  
şi    1cos −≤− nn aa ππ . 

nnn aaa =−+≤+ )1(11
1 π

ππ
, de unde rezultă că )( na este descrescător. 

c) )( na fiind  descrescător avem 10 =≤ aan .Pe de altă parte 0>na , deci sirul este mărginit . 
d) Se ştie că orice şir descrescător mărginit inferior este convergent şi anume la marginea 
inferioară , deci limita cerută este egală cu 0 . 
Sau , folosind o altă metodă : Fie  la

n
n =

∞→
lim . 

nn aa π
ππ

cos11
1 −=+  trecând la limită în această relaţie de recurenţă se obţine 

nal π
ππ

cos11
−= 01coscos1 =−+⇔−=⇔ llll ππππ ecuaţie care conform punctului a) 

are soluţie unică pe 0=l . 
 
 

 

7)(Maramureş) Să se demonstreze că într-un triunghi ABC : 6

2
sin

1

2
sin

1

2
sin

1
≥+ CBA . 

Soluţie: Fie D  intersecţia bisectoarei din A  cu ][BC  şi ADBM ⊥ . 
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Aplicăm teorema bisectoarei şi obţinem : 
cb

c
a

BD
AC
AB

DC
BD

+
=⇔=  de unde rezultă că 

cb
acBD
+

= (1)  .În triunghiul BMA  dreptunghic în M avem 
c

BMA
=

2
sin  dar BDBM <  şi 

ţinând cont de relaţia (1) obţinem 
cb

a
ccb

acA
+

≤
+

≤
)(2

sin . Analog , obţinem şi următoarele 

relaţii : 
ca

bB
+

≤
2

sin  şi 
ba

cC
+

≤
2

sin  . 

1 1 1 2 2 2
sin sin sin

2 2 2

b c a c a b b a c a c b
A B C a b c a b a c b c

+ + +
+ ≥ + + ≥ + + + + + ≥ + + . 

 
8)(Suceava) Fie pătratul ABCD  de latură a şi un punct variabil )(BCM ∈ .Notăm cu E  
intersecţia dintre dreptele DM şi BC , iar cu F  intersecţia dintre dreptele AM şi CD . 

a) Demonstraţi că 1=+
FD
CF

EA
BE

. 

b) Demonstraţi că media geometrică a lungimii  bazelor trapezului BEFC  este egală cu lungimea 
laturii pătratului ABCD . 
c) Arătaţi că ABCDBEFC SS ≥ . 
d) Determinaţi poziţia punctului )(BCM ∈  astfel încât BEFCS  să fie maximă . 
e) Dacă M sete mijlocul segmentului )(BC  determinaţi raza cercului circumscris patrulaterului 
AEFD  . 
 
Soluţie: 

  
a)Deoarece CMDBMADCBE ΔΔ⇒ ~//  şi avem : 

BC
BM

EA
BE

BMMC
BM

BEDC
BE

MC
BM

DC
BE

=⇔
+

=
+

⇔= . 

Analog, BMACMFBAFC ΔΔ⇒ ~//  şi rezultă 
BC
CM

FD
CF

= . 

A 

D 

B 

C 

M

E 

F 
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1=+=+
BC
CM

BC
BM

FD
CF

EA
BE

. 

b) Folosim relaţia de la punctul a): FDEAEACFFDBE ⋅=⋅+⋅  
Scriem BFaEACFaFD +=+= , şi înlocuind în prima relaţie obţinem 

22 aCFBECFBE +⋅=⋅  adică aCFBE =⋅ . 

c) .
2

)( 2)
ABCD

b
BEFC SaaCFBEaCFBES =≥⋅⋅≥

+
=  

d) Se foloseşte c). 
e) Dacă M este mijlocul lui )(BC  rezultă că MEMD = şi MFMA =  adică patrulaterul 

AEFD  este paralelogram.Se calculează uşor şi  se obţine .
2

3aR =  

9. (Tulcea) Se consideră funcţia ),0[),0[: ∞→∞f ,
2
12)(

−
−

=
x
xxf  şi şirul Nnnx ∈)( dat de 

Nnxfxx nn ∈∀== + )(),(,2 10 . 

a) Să se dcetermine fIm . 

b) Să se arate că şirul Nnnx ∈)(  are limita 1. 
c) Să se arate că şirul nxxxxyy nnNnn −++++=∈ ...,)( 210 este convergent . 
 
Soluţie : 

a) f
x

xf ⇒>
+

=′ 0
)2(

3)( 2 strict crescătoare şi deci ,injectivă. 

 
x  0  ∞+  

)(xf ′
 

++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++
 

)(xf  
 2

1
 2  

 
 

 

b) Arătăm că şirul Nnnx ∈)(  este descrescător : 01 4
5 xx <= . 

Dacă persupunem nn xx <+1 , şi cum f e strict crescătoare obţinem 112 )()( +++ =<= nnnn xxfxfx  

].2,
2
1[Im =f
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.0xxn ≤ Arătăm că 1≥nx :dacă 1)1()(1 =>⇒> fxfx nn . 

Fie )(lim xfl
x ∞→

= , înlocuind în relaţia de recurenţă se boţine ecuaţia 12)2( +=+ lll de unde se 

obţine .1=l  
 
c) nnnnn yxyy )(0111 ⇒>−=− ++  crescător. 

Avem 200 ==> xyyn  şi ∑ ∑
= =

<+≤−+≤
n

i

n

i
iin xxy

1 1
0 3

2
121 , deci nny )(  e convergent. 

 
10.(Satu-Mare) Se consideră polinomul 110 24 +−= xxf , numărul 32 +=a şi 

Cxxxx ∈4321 ,,, rădăcinile polinomului f . 
a) Determinaţi )(),( afaf − . 
b) Arătaţi că f  este ireductibil în ].[XQ  
c) Dacă ][XQg∈  şi 0)( =ag ,arătaţi că restul împărţirii lui g la f  este egal cu zero. 

d) Se consideră polinomul 
2

52 −
=

xh .Rezolvaţi în R ecuaţia .6)( =xh  

e) Arătaţi că nu există nici un polinom ][XZw∈  cu proprietatea că .6)( =aw  
Soluţie : 
a) Se verifică uşor faptul că .0)()( =−= afaf  

b) Presupunem prin reducere la absurd că f  are o rădăcină raţională, Q
q
p
∈∃)(  astfel încât 

0)( =
q
pf rezultă că 1|,qp .Se verifică faptul că 1±  nu sunt rădăcini ale polinomului f . 

Rădacinile polinomului f  sunt 32,32,, −+−−aa , deci polinomul  are numai rădăcini 
iraţionale.Dacă f  ar fi reductibil în ][XQ  ar rezulta că există ][. XQhg ∈  cu hgf ⋅=  cu 

2)()( == hgradggrad sau 3)(,1)( == hgradggrad (sau celelalte relaţii) . Dacă 
1)( =ggrad  , f  are o rădăcină raţională –contradicţie . Dacă 2)( =ggrad rezultă 

))(( 22 uexdxcbxaxf ++++= , prin identificarea coeficienţilor rezultă un sistem ce nu are 
soluţii. 
 
c) Fie rc,  câtul şi respectiv restul împărţirii lui g la f  , 4)( <rgrad  şi rfcg +⋅= .Din 

0)()( == agaf  rezultă 0)( =ar , aşadar f  şi r  au o rădăcină comună . Fie ),( gfd = . 
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⇒
⎭
⎬
⎫

][
|

XQînlireductibif
fd

d este polinom constant (contradicţie) sau .fd =  

Dacă rffd |⇒= , rfgradrgrad ⇒< )()( este polinomul nul. 
 
d) axaxaxxxxh −==⇔=⇔+=⇔=−⇔= 21

2222 ,5626250)(  
 
e) Presupunem prin reducere la absurd că există un polinom ][XZw∈  cu proprietatea că 

6)( =aw .  

rfcw +⋅= cu 4)( <rgrad , 6)()()()()( =⇒+= ararafacaw . 

Dacă 01
2

2
3

3 axaxaxar +++= ,din 6)( =ar obţinem ecuaţia 

0)12(6)9(3)11(25 2313120 =−++++++ aaaaaaa de unde ţinând cont că 

3,0, =∈ iZai   rezultă cu necesitate : 

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=−
=+
=+
=+

012
09
011
05

2

31

31

20

a
aa
aa
aa

 

Din ultima ecuaţie obţinem Za ∉=
2
1

2 , contradicţie. 
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