Rezolvarea unor subiecte date la examenul de titularizare

Concursul National pentru ocuparea catedrelor vacante s-a desfasurat in data de 15 iulie
2009 . Noutatea in desfasurarea acestui concursului a fost faptul ca fiecare judet a propus
propriile subiecte , un pas important in directia descentralizarii . Unele judete au tratat cu
maxima importanta acest examen propunind subiecte adecvate , insa au fost cazuri cand
subiectele propuse mai fusesera date si in alti ani.

Am selectionat cu ajutorul site-ului www.mateinfo.ro ciateva subiecte pe care le-am si
rezolvat . Le doresc succes tuturor candidatilor din anul acesta si sper ca rezolvarea acestor
subiecte sa le fie de real folos.

Vom prezenta in continuare subiecte date in diferite judete.

1)(Satu Mare)Se considera multimile M ={A=|c a bl|ab,ceN} s

b

b c a
K={neN/n=a’+b’+c’-3abc;a,b,ce N}
a) Calculati det(A),AeM;
b) Aritati ca existd o functie f : M — K astfel incat f (A-B)= f(A)- f(B);
c)Daca m,ne K,atunci m-ne K ;
a b c
d) Aritati ci existi E € M cu proprietateaci |c a b |= al, +bE + cE%,va,b,ceN,
b ¢ a
unde |3 este matricea unitate de ordin 3 ;
e)Daca ne N si
a, =C)+C>+Cl+
b,=C,+Cl+C/+
c,=C2+C>+C3+
Sisearateci a +b) +c) —3ab.c, =2"
2)(Satu Mare)Fie triunghiul ABC oarecare , A, B,C’ mijloacele laturilor (BC),(AC)si
(AB),D, E,F picioarele indltimilor duse din varfurile A, B,C ale triunghiului, H ortocentrul
triunghiului si A, B,,C, mijloacele segmentelor (AH),(BH)si (CH).
Aratati ca :
a) Punctele A’,B’,C'D’sunt conciclice .
b) Patrulaterul A'B'A D este inscriptibil .
c¢) Punctele A',B’,C’',D,E,F, A,B,,C, suntsituate pe un cerc ;determinati centrul i

raza acestuia .
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Rezolvari:
1

a) det(A)=a’ +b’ + ¢’ —3abc.

b) Punctul a) ne sugereazi si considerdm functia f :M — K, f(A)=det(A).
f(A-B)=det(AB) =det(A)-det(B)= f(A)- f(B).

¢) Fie mneK, m=a’ +b’ +c¢] —3a,bc;si n=a; +b; +¢; —3a,b,c,

a b ¢ a, b, ¢
Conform punctului b) existai A=|C, @, b [eMsiB=|c, a, b, |eM astfelincat
b ¢ & b, ¢, &
m= f(A),n=f(B)si f(AB)=f(A)- f(B)=m-n.
01 0 0 0 1
HFie E=l0 0 1|,E*=|1 0 O |sise verific imiediat egalitatea ceruti.
1 0 0 01 0

e) Fie A(1,1,0)=1 + E ,unde A(a,b,C) . Atunci

A"(1,LO)=(1 +E)"=C) +C/E+C’E* +..+CE"=(C) +C. +.)l +(C} +C' +..)
+(C2+C) +..)E* =A(a,.b,,c,).

det A" (1,1,0) =[det A(1,1,0)]" =2".

det A"(1,1,0) =det A(a,,b,.c,)=a +b’ +c. —3ab.c,.

2.
a) A'B'// AB(A'B'linie mijlocie ).AnalogB'C'// A'D.

Avem A'B' = %,ﬁ’l triunghiul ADB dreptunghic in D D'C = % Deci A'B'C'D trapez

1soscel.

b) A B'linie mijlocie in triunghiul

AHC = HC// AB".m(£ADEA") =90",m(£LAB'A") =m(£(HC, AB)) =90°, deci
patrulaterul A'B’A, D are unghiurile opuse suplementare.

¢) Centrul cercului este mijlocul segmentului [ A/A].




3.(Caras-Severin) Fie ABCD un patrulater convex oarecare si notim cu ¢ unghiul dintre laturile
opuse ADsi BC.
AC’ + BD* — AB” - DC*

2AD - BC '

b) Daca /3 este unghiul ascutit al diagonalelor demonstrati ca
/AD* +BC’ ~CD” - AB’
2AD -BD

a) Demonstrati egalitatea coSo =

cos ff =

c¢) Demonstrati ci daci laturile opuse AD si BC sunt perpendiculare atunci

AC? + BD? = AB* + DC”.

d) Demonstrati ca diagonalele unui patrulater sunt perpendiculare daca si numai daca suma
patratelor laturilor opuse este constanta .

Solutie:

a) Se stie cd coSar = ﬂ (1) .Calculim produsul scalar AD- BC :
AD-BC

AD-BC = AD-(AC- AB)=AD- AC- AD- AB,

- - - - - -

DC? =DC-DC =(AC- AD)* = AC* + AD?> —2 AC- AD , de unde rezulti ca

NN 2 2 2 NN 2 2 2
AC-AD=ACF AS DC™  nalog. AD-AB= 2B+ AE BD™

AC? + AD* - DC? — AB? — AD”? + BD*

2AD-BC

Inlocuind in relatia (1) obtinem cosa =

> o
AC-BD

ROy

T~ B A A AR > o o 2 2 _pe? 2 2 npR2
AC-BD = AC- (AD— AB) = AC- AD— AC- AB = °C +A5 DC” _ AC +A§ BC

AD? + BC? -CD? - AB?
2

AC-BD | AD”+BC>-CD? - AB’
AC-BD 2AC - AD

unghi ascutit este pozitiv.

, luam modul deoarece cosinusul unui

cosff =




> o

c) AD si BC sunt perpendiculare daci si numai daci AD- BC =0 ,adicd cosa =0, aplicim
punctul a) si obtinem AC? + BD? = AB? + DC?.
- -

d) ACsi BD sunt perpendiculare daca si numai daci AC- BD =0 = cos £ = Osi aplicand b)
obtinem relatia ceruta .

0 0 -1
4)(Braila) Se considera matricca A={ 0 1 0 |e M;(R)

1 0 O
a) Si se calculeze A%, A®, A*.
b) Fie N e N.Si se arate ci A" = | ;daci si numai daca 4 divide n.

%
¢)Fie G={A"/ne N }.Sase arate ci G impreuna cu operatia de inmultire a matricelor

formeaza un grup comutativ cu 4 elemente.
d) Demonstrati cd (G,") = (Z4,+).

e) Sa se calculeze det(A+ A% +...+ A*®).
Solutie :

-1 0 0 0 0 1
a)Seobtine A*=| 0 1 O [A’=] 0 1 0fsi A

0 0 -1 -1 0 0
b) Rezultd din a).
¢) Din a) se obtine G = {1, AA*, A’}.

Alcatuim tabla opereatiei :

A2
A3
I 3

Din tabla operatiei rezultd cd  (G,-) este grup comutativ .
d)Alcatuim tabla lui (Z,,+):

U N> > O 4+
W N> M O O
OS> LY h> M
—> > U N N
N> D> ©»> U U




Din tablele operatiilor se observa ca cele doud grupuri sunt izomorfe.
o) A+ A* + ..+ A =502(1, + A+ A + A+ A

0o 0 -1
Se obtine det(A+ A* +...+ A*)=[0 2009 0 |=2009

1 0 0
5.(Bihor) Fie A=1{0,1,a,b}si (A,+,")un corp cu patru elemente si functia f: A—A f(X)=1+X.
a)Calculati Y f(X).

XeA

b) Arataticd 1 +1=0.

¢) Ardtati ca ecuatia 1+ X = X*, X € Aare solutii .

Solutie:
a) Deoarece (A,+)este un grup finit cu patru elemente ,ordinul fiecarui element este 4.In

particular 1 + 14+ 1+1=0.Atunci
YIX=fO)+fM+f@+f(b)=1+0+1+1+1+a+1+b=1+a+h.

xeA

Sau,o altd metodi : Este evident ci functia f este injectivi ,iar codomeniul fiind o multime finit3

ea este §i surjectiva ,deci bijectiva. » f(X)=0+1+a+b=1+a+b,
xeA
b) Fie P caracteristica corpului (A,+,").Deoarece caracteristica unui corp este () sau un numar

prim (in cazul nostru nu poate fi 0 deoarece corpul este finit )si caracteristica divide ordinul
obtinem ca p‘4 ,adicd P =2 .Din definitie,rezultica 1+1=0.

¢) Deoarece (A" ") este grup de ordin 3 rezulti x> =1, VX € A", X # 1 .Deoarece
X +1=(X+1D)(X* + X+1)=0 si X+ 1 0rezulti obligatoriu X> + X + 1= Osi tinand cont

de faptul ca 1 =—1 se obtine ca ecuatia data are solutii .

6)(Caras-Severin)Fie functia f : R — R dati de legea f(X) =X+ cosX —1 sisirul (a,,),. cu

an
a,=1,a,, = Jsin(ﬂx)dx.
0
a) Determinati numarul de radicini ale functiei f .

b) Aratati ca sirul (a,,),.y este monoton.
c) Aratati cd (@, ),y este marginit .

¢) Calculati lima,, .
N—o0
Solutie:

a)Fie functia f :R—{(—l)k%+k72'}—) R,keZ datide f(X)=X+cosx—1.




f'(X)=1-sinX>0 = f e strict crescitoare ,deci injectivi si astfel ecuatia f(X)=0are
solutie unica.Se observa cd X =0 este solutie a ecuatiei date .

T T
Daca X = (=1)" 5 + k7 inlocuind in ecuatie se obtine (—1)* 5 + kzz —1= 0 sau echivalent

VA .. A
(- l)k 5 + kzz =1 ,absurd deoarece in stinga avem un numdr irational iar in dreapta unul

natural. Asadar ecuatia nu are solutia y _ )k % | ;.
2

0 1 1
b) a,,, = '[sm(zzx)dx = ———cos 7a,.
0 T

Demonstram ca @, >0,Vne N.
e Daci a,=0=>a,,
e Daca an<0:>\an+l

Asadar, @, >0,VneN.

Fie ¢ :[0,0) > R,g(X) = X+ cos X.

g'(X)=1-sinXx >0 = g crescitoare = §(X)>g(0)=0 = X+ cosX>1=cosx>1- X

si —cosm, <m, —1.

= 0 ,contradictie.

‘ <a, <0,contradictie .

1 1
A, < ~ + ~ (ma, —1) = a,,, de unde rezultd ca (@, ) este descrescator.

¢) (a,)fiind descrescator avem @, < @, =1.Pe de alta parte a, >0, deci sirul este marginit .
d) Se stie ca orice sir descrescator marginit inferior este convergent si anume la marginea
inferioard , deci limita ceruta este egala cu 0.

Sau, folosind o altd metodd : Fie lima, =1.
nN—o

a — — —CO0s 71a,, trecand la limita in aceasta relatie de recurenta se obtine

/A

n+l —

1 1
| =———cosza, < 7l =1—-cosza < 71 + coszl —1=0 ecuatie care conform punctului a)
T T

are solutie unici pe | =0.

1 1
7)(Maramures) Sa se demonstreze ca intr-un triunghi ABC : A + c >6.
sin— sin— sin—
2 2 2

Solutie: Fie D intersectia bisectoarei din A cu [BC] si BM L AD.




BD AB BD C
= < =
AC a b+c

de unde rezulta ca

Aplicdm teorema bisectoarei si obtinem :

BD = tfﬂ (1) .In triunghiul BMA dreptunghic in M avem Sin? = m dar BM < BD si
+C C

. ac
tinand cont de relatia (1) obtinem SIn— < <
2 (b+c) b+c

. Analog , obtinem si urmatoarele

. B
relatii : sz <

a+c

! + ! ! 2b+c+a+c+a+b29+3+£+3+£+222+2+2.
. A . B .C a b c a b ac b c
smz SIHESIHf

8)(Suceava) Fie patratul ABCD de laturd asi un punct variabil M € (BC) .Notim cu E

intersectia dintre dreptele DM si BC , iar cu F intersectia dintre dreptele AM si CD .
BE CF

a) Demonstrati cd — + ——=1.

FD

b) Demonstrati ci media geometricd a lungimii bazelor trapezului BEFC este egali cu lungimea
laturii patratului ABCD .

¢) Aratati cd Sgepe = S agep -

d) Determinati pozitia punctului M € (BC) astfel incat Sggpc sa fie maxima .

e) Dacd M sete mijlocul segmentului (BC) determinati raza cercului circumscris patrulaterului

AEFD .

Solutie:
D

A B E

a)Deoarece BE // DC = ABMA ~ ACMD si avem :

BE BM BE BM BE BM
= = = p— = .

DC MC DC+BE MC+BM EA BC

Analog, FC//BA= ACMF ~ ABMA si rezulta IC:—E =CI;—I\C/:I.




BE  CF _BM CM _
EA FD BC BC

b) Folosim relatia de la punctul a): BE - FD + CF - EA=EA- FD
Scriem FD =a + CF,EA = a + BF si inlocuind in prima relatie obtinem

2BE - CF = BE - CF +a” adica +/BE - CF =a.

d) Se foloseste c).
e) Dacd M este mijlocul lui (BC) rezulta ca MD = ME si MA = MF adica patrulaterul

a3
-

l.

AEFD este paralelogram.Se calculeaza usor si se obtine R =

2x—1
9. (Tulcea) Se consideri functia f :[0,00) —>[0,0), f (X)= 5 si sirul (X,),cy dat de
X

XO :25Xn+1 = f(Xn),(V)n eN.
a) Sa se dcetermine Im f .

b) Sa se arate ca sirul (X, ),y are limita 1.

¢) Sa se arate cd sirul (Y, )nen» Yn = Xo + X, + X, +...4+ X, — Neste convergent .

Solutie :
a) f'(x)= W > (0= f strict crescitoare si deci ,injectiva.
X+

X 0 + o0
TS Tt i e e

f(x) 1
2

1
Im f =[=,2].
mt=[5.2]

b) Aratam ca sirul (X, ),y este descrescator : X, = 2 < Xq-

Dacd persupunem X,,; < X, si cum f e strict crescatoare obtinem X.,, = f(X,,;) < f(X,) =X,




Xy < Xo-Ardtam cd X, > 1:dacd X, >1= f(x,)> f(1)=1.

Fie | = lim f (X), inlocuind in relatia de recurenti se botine ecuatia |(I + 2) = 2| + 1de unde se
X—»00

obtine | =1.
) Yni1 — Yn =Xny —1>0= (Y, ), crescator.

n n 1
Avem Y, > VYo =X, =251 Y, <X, + Z‘Xi - 1‘ <2+ Z? <3, deci (Y,), € convergent.
i=1 i=1

10.(Satu-Mare) Se considera polinomul f =x* —10x? +1, numarul a = V2 +43 si
X;» Xy, X5, X, € C radacinile polinomului f .

a) Determinati f (@), f(-a).

b) Aritati ca f este ireductibil in Q[ X].

c¢)Dacia g € Q[ X] si g(a@) =0 ,aritati cd restul impartirii lui gla T este egal cu zero.

2

X
d) Se considera polinomul h = 5 Rezolvati in R ecuatia h(X) = V6.

e) Aratati ca nu existd nici un polinom W € Z[ X ] cu proprietatea ca W(a) = \Je.
Solutie :
a) Se verificd usor faptul ca f(a)= f(-a)=0.

b) Presupunem prin reducere la absurd ci f are o ridicina rational, (3) P € Q astfel incat

f (B) = Orezultd ca P,q|1.Se verifica faptul cd £ 1 nu sunt radicini ale polinomului f .

Ridacinile polinomului f sunt a,—a,—\/f + \/g ,\/5 - \/g , deci polinomul are numai radacini
irationale. Daca f ar fi reductibil in Q[ X ] ar rezulta ci existi g.heQ[X]cu f =g-h cu
grad(g)=grad(h)=2sau grad(g)=1,grad(h) = 3 (sau celelalte relatii) . Daci
grad(g)=1, f are o ridicini rationald —contradictie . Dacid grad(g) = 2rezulti

f =(ax® +bx + ¢)(dx> + ex + U), prin identificarea coeficientilor rezultd un sistem ce nu are
solutii.

¢) Fie C,I catul si respectiv restul impartirii lui gla f , grad(r)<4 si g=c- f +r Din
f(a)=9g(a)=0 rezultd r(a)=0, asadar f si I au o radicini comuni . Fie d =(f,Q).




d|f
fire ductillil i Q[X ]} = d este polinom constant (contradictie) sau d = f.

Daca d=f = f |r, grad(r) < grad(f)= reste polinomul nul.
HhX)=0=x*-5=2J6 > x*=2J6 +5=x*=a’ & x, =a,x, =-a

e) Presupunem prin reducere la absurd ca existd un polinom W € Z[ X ] cu proprietatea c
w(a) = J6.
w=c-f +rcugrad(r) <4, w@)=c(a)f(a)+r@)=r@)=+6.
Daca I'=a,X> +a,X” + a,X + a,.din r(a) = /6 obtinem ecuatia
a, +5a, + «E(al +11a;) + «@(al +9a;) + \/6(232 —1) =0de unde tinand cont ca
ae’l,i= 0,3 rezultd cu necesitate :
(8, +5a,=0
a, +1la; =0
a, +9a,=0
2a, —1=0

1
Din ultima ecuatie obtinem &, =— & Z, contradictie.

BIBLIOGRAFIE:
www.mateinfo.ro






