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ASUPRA UNEI PROBLEME A LUI DIEUDONNE
Corneliu Manescu-Avram
Tn lucrarea [1] Jean Dieudonné a propus urmatoarea problema :
Fie up arbitrar in (0, 77) Si Un+1=Sinuy, pentrun=0, 1, 2, ... . S&se calculeze liMy—o v Uy,

Solutia acestei probleme este prezentata in lucrarea [2] (pag. 487). Aceeasi metoda ne permite sa
obtinem urméatoarea generalizare :

Fiea> 0si functia f: [0. a) — [0, &) cu urmatoarele proprietati :
a) f este indefinit derivabila.
b)f(0)=f (0)=0, f(0)=1, f (0)<0.
c) f(X) <x, oricarear fi x € (0, a).
S4 se calculeze liMp—oo vty unde Un+1 = f () 5i U € (O, a) este arbitrar.

Se considera cunoscuta urmatoarea proprietate a sirurilor numerice : convergenta iin sensul lui
Cauchy implica si convergenta in sensul lui Cesaro catre aceeasi limita, adica

o - - 1
dacé limy—co @y = 1, 8UNCI liMpoco ~ Sie=1 Qi = 1.

Sirul (U)o este marginit, 0 < U, < a, oricare ar fi n e N. Sirul este descrescator, deoarece

Un+1 = f (Up) < up, oricare ar fi n € N. Conform teoremei lui Weierstrass, sirul este convergent
catre o limita |, astfel Tncat | =f (). Conditiile din ipoteza implica | = 0. Aceasta este o conditie
necesara pentru ca limn—c vy sa fie finita.

1 1
Se aplica proprietatea de convergenta pentru sirul a,= .2 — _, sirezulta
Un+1  Un
. 11y . 1 _n—1 1_i)_- 1
liMn-eo (ule u%)—“mn—woﬁz‘k:O (ui+1 uz —|Imn—>oonu%. (1)
Avem
imneee (=) = timaece (7255 = ) = timao (5 = )
limn-oo 2. = limn-oo Py | i = limx-o 2w xz) (2

Pentru calculul ultimei limite folosim regulalui | Hospital :
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. Xz . x N (o 12 [ 1\
lim, fz(x)_(hmxﬁom) _(hmxﬁom) _(f,(o)) =1, 3
im0 L8 = lim, o (1+ F/(0) =1+ £/(0 =2, (4)
im0 =72 = im0 252 = limyeng L2 = fim, g L0 = 2O )

Din egalitatile (1) — (5) se deduce

. — 1 -6 -3
Ilmn—>oo \/nun - 411 N O \/}T(O) -
Note : 1) Limita (2) pentru functia sinus este calculata in lucratea [2] folosind dezvoltarea n serie
Taylor intr-o vecinatate a originii.

2) Dacé f (0) = f”(0) =0, o limitd asemanatoare cu (5) este

f10)

3x

flfl(x) _ f”'(O)
3 3

’ _ ! " _ £l
iMoo M = i (x)+xf3x(ZX) 10 _ it

= Iimx—>0
Pentru f (X) = sin x, aceasta limita se afla in [2], pag. 398.

3) Dacaf (0)=0,f (0)=0sif(x)<xf (0)+f (0), atunci functia f poate fi inlocuité prin functia
f(x) =f(0)
f1(0)

g, definita prin g (xX) =
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