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PROBLEME PENTRU CONCURSURI (1)

Corneliu Manescu-Avram

1. S& se arate ca pentru orice numar rational x exista cel putin un numar rational y astfel incéat sa
fie adevarata egalitatea

60¢C +y°) — 15(x* + y*) + 100¢ +y®) —1=0.

Solutie : Verificdm ci perechea (x, 1 —X) , x € Q, satisface egalitatea data. Intr-adevar, fie p =

=xy. Dinx+y=1,deducem x* +y* = (x +y)’  —2xy =1 —2p, X + y* = (x + y)* = Bxy(x + y) =

=1-3p, X' +y' = (C+y) -2 = (1-20)° —2p° =1 —4p+ 20", X° +y° =

= ¢+ V) + YY) - XA (x +y) = (1 — 2p)(1 — 3p) — p° = 1 — 5p + 5p>. Rezultd identitatea
6(1 —5p + 5p%) —15(1 — 4p + 2p?) + 10(1 — 3p) — 1 =0.

2. S& se gaseascd bazele sistemelor de numeratie n care

a) numarul 671 se divide cu 176 ;

b) numarul 781 se divide cu 187.

Solutie : a) Fie x baza sistemului se numeratie ciutat. Avem c& 6 x* + 7x + 1 = (x + 1)(6x + 1) se
divide cu x® + 7x + 6 = (x + 1)(x + 6), deci 6x + 1 sedivide cu x + 6. Orice divizor comun a
numerelor 6x + 1 si X + 6 este divizor si al numarului 6(x + 6) — (6x+ 1) =35=5 - 7. Evident
fnsa x > 1, deci singura solutie convenabild se obtine din x + 6 = 35, deci x = 29.

b) Asemanator, 7X% + 8x + 1 = (x + 1)(7x + 1) sedivide cu X% + 8x + 7 = (x + 1)(x + 7), deci

7x+ 1sedividecu x + 7. Dar 7(x + 7) — (7x + 1) = 48 = 2* . 3 si multimea divizorilor lui 48 este
Dss={1,2,3,4,6,8, 12, 16, 24, 48}. Rezulta x + 7 € Dyg, cu solutiile convenabile

x €{9,17,41}.

3. Sa se demonstreze ca orice numar compus n, care nu este patratul unui numar prim, are cel
putin un divizor prim p<vyn+1 — 1.

Solutie : Daca numarul n este compus si nu este patratul unui numar prim, atunci el are cel putin
doi divizori primi distincti p, g, p<qsip(p+2) <pg=<n,deci p>+2p+1=(p+1)><n+1,de
undep + 1 < vn +1 si se obtine inegalitatea din enunt.

4. Fie S =1+ 2+ ..+ n* n, k e N". S se gaseasca toate valorile lui k pentru care este

adevarata urmatoarea identitate : 2Sy+1+ (K~ 1)Sx-1=(k + 1)513 ,VneN'.
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Solutie : Pentru n=1obtinem2 + k—1=k+ 1.

Pentru n = 2 obtinem
2L+ 2% Y+ (k— (X + 2% Y = (k+ 1)(1 + 243
care este echivalentd cu 2*"%(5-K) = k + 1, deci k e {1, 2, 3} este o conditie necesara.

Aceasta conditie este si suficienta :
$=57,25+%=35},5+S=25] ,vneN.

Egalitatile de mai sus pot fi demonstrate prin inductie sau se pot folosi identitatile :

n(n+1) = n(n+1)(2n+1) _[n(n+1)]2 _nz(n+1)2(2n2+2n—1)
2 T 6 P 2 P 12 ;

_ nf(n+1D)?[3n?(n+1)*-2(2n*+ 2n -1)
B 24 )

5. S& se arate ca polinomul f € R[X], f=X"+a X" '+ ..+ a,_sX* + a, unden = 4si a, = 0,

Solutie : Fie X1, Xo, ..., X, radacinile lui f, care sunt nenule, deoarece a, # 0. Polinomul g (X) =

1 1 1 1
= X"f (}) are raddcinile —, —, ..., — . Dar g (X) = anX" + a,_3X""3+ ...+ 1, deci
n

xl'xZ'.
2
1 1 1 1 1 1
e s D) ot )=o
xl Xn X1 Xn X1X2 Xn—-1Xn

Suma patratelor unor numere reale nenule este un numar real strict pozitiv, deci radacinile lui f
nu sunt toate reale.

vvvvv

1
f=(X* =X+ 1"+ (X* =X +2)" = (X*+ X+ 2 = (5 X*-X ~1)".
Solutie : Urmatoarele egalitdti sunt adevarate

1 1
X2 —=X+1- §x2+x+1= §x2+2,

3

1
XZ—=X+1+ > X2-X—1= 2x2—2x,
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1 5
(xz—x+1)2+(5x2—x —1)2=Zx4—3x3+3x2+2,

X2—=X+2—-X?—X-2=-2X,
X2 =X +2+ X2+ X +2=2(X*+2),
(XZ2 =X +2)%+ (X2 + X +2)2=2(X? + 1)(X? + 4).

Rezulta descompunerea
2 1 5 4 3 2 4 2
F=X(X2+4) 7 (3K = 4)(7X* —3X7+3X%+2) = 8(X* +3X* +2)] =
1 2 4 2 2 2
= T XX+ 4)(X —12)[14X" + (X* = 2)* + 32X* +24]

Deducem ca singurele radacini reale ale lui fsunt x;, = 0 si X, = 12.

Comentariu. Din f (12) = 0 se obtine egalitatea 133* + 134* = 59* + 158*.

~

7. Sé se rezolve in Zgg ecuatia x* +x2+1 =0

Solutie : Folosim descompunerea

X+ XZ2+1=(X2+ X +)(X>— X +1).
Fie x 0 rddacini in Zio3 apolinomului X2 + X + Te Z103[ X]. Celelalte solutii ale ecuatiei date
sunt T +x, —x, — 1 —x. Acestea sunt toate solutiile, deoarece 103 este numar prim, deci Zigs
este corp, astfel ca ecuatia datd, fiind de gradul 4, are cel mult 4 solutii. Dar 103 = 10 % + 3 si

x2+x+1:6_,XEng,deci (2x+ i)2+§:6,,deunde?x+ 1= TO, asadarx:?;G(am

folosit faptul ca inversul lui 2 in Z, este — ). Solutiile ecuatiei date sunt {46,47 56 57},

Comentariu. Metoda se aplica modulo orice numar prim p astfel incét p — 3 este patrat perfect.

Dacid p = n? + 3 (n par), atunci solutiile in Zy ale ecuatiei date sunt

n(n:5+ 1 n(n:5+2 n(nm+ 1 n(nm+ 5
T2 T2 P2 :
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8. FieP=X(X+1)(X+2)..(X+15)si Sc=X*+ (X + D+ (X +2)*+ ...+ (X +15) ke N".
Sé se arate c3 P + (12S, — 1700S, + 416704)? este patratul unui polinom cu coeficienti intregi.
Solutie : Avem
S, = 16X? + 240X + 1240,
Sy = 16X* + 480X + 7440X* + 57600X + 178312.
Consideram polinoamele
U=(X+DX+2X +H(X +7)(X +8)(X + 11)(X + 13)(X + 14),

v=X(X +3)(X +5)(X +6)(X +9)(X + 10)(X + 12)(X + 15).

. . u+v 2 u-—-v 2 . . o e .
Este adevarata egalitatea P = uv = - ) 2 , deci este suficient sa aratam ca
—— =125, — 1700s, + 416704. Q)

2
Cu notatia Y = X2 + 15X, grupand factorii egal depértati de extreme, se obtine
u=(Y +14)(Y + 26)(Y +44)(Y +56) = Y* + 140Y > + 6828Y  + 134960Y + 896896,
v=Y(Y +36)(Y +50)(Y +54) = Y * + 140Y ® + 6444Y % + 97200Y,

de unde

u-—-v
—— =192Y7 + 18880Y + 448448 = 192X *(X + 15)° + 18880X(X + 15) + 448448 =

= 192X* + 5760X + 62080X 2 + 283200X + 448448. 2)
Avem si

12S, — 1700S; + 416704 = 12(16X * + 480X 3 + 7440X? + 57600X + 178312) —
—1700(16X? + 240X + 1240) + 416704 = 192X * + 5760X 3 + 62080X ? + 283200X + 448448. (3)

Din (2) si (3) rezulta (1). Se observa ca

u+ 4 3 2
— = Y*+ 140Y° + 6636Y © + 116080Y + 448448 =

<

= (X% + 15X)* + 140(X? + 15X)® + 6636(X ? + 15X)? + 116080(X ? + 15X) + 448448

are coeficienti intregi, ceea ce incheie demonstratia.
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9. Care este valoarea maxima a functiei f: R —» R, f(x) = |sin2x —sinx|?

Solutie : Functia este periodica cu perioada 27, deci este suficient s-o studiem pe intervalul
[0, 2m|. Pe de alté parte, f (zr — x) =f (X), deci ne putem restrénge laintervalul [0, r]. Pe acest

interval sinx > 0, deci f (X) = sin x| 2cos x — 1|, asadar

{ sinx(2cosx —1), dacix € |0, g]
f(x)= :
sinx(—2cosx+1), dacix € En|

deunde

4cos?x —cosx —2, dacixe ( ()g)

f (9=
i —4cos’x+cosx+2, dacixe (gn) .
_ ) 1+v33
Derivata se anuleaza pentru cos x = g
_ - 1 _ 1++/33 _
Pelntervalul.| 0,5] . aVemM CoS X = > deci cos xp = g unde Xo este un punct de maxim.

. ) 5y3 [15—v33
Valoarea maxima corespunzatoare este E 7t \/.33

1 1—+33
Peintervalul E 7T| avem cos X SE , deci cos x; = —5 si x; este de asemenea un punct de
_ oL 5 53 [15+y33 _ R
maxim. Valoarea maxima corespunzatoare este Te 7_—\/§ si ea este mai mare decét cea

precedenta, deci aceasta este valoarea maxima absoluta.

o . _ o 4
10. S4 se aproximeze cu o eroare de 10 ~3 numarul vn*+n°* ne N, n = 94.

Solutie : Vom demonstra inegalitatile

249 ‘ )
— < }L/n4+ n® —n<

>
1000 ,heN,n=94

N [

Adunam n si ridicam la puterea a patra. A douainegalitate este evidentd, dupa reducerea
termenilor asemenea.
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Pentru a demonstra prima inegalitate, aratdm ca functia f: [4, ) -> R, f(X) = ¥+ %3 —x
este crescatoare si verificam prin calcul ca f(94) > 0,249. Tntr-adevar,
4x+3

4f/x(x+1)3__1

si vom aréata ca ea este pozitiva pe intervalul [4, o). Dupa eliminarea radicalului si reducerea

termenilor asemenea, obtinem inegalitatea 96x% — 336x — 175 > 0, care este adevarati pentru
X =4,

f(X) =

Rezultd cad Yn* + n3=n+0,249..., daci n = 94.

vvvvv

11. Sa se arate cé pentru orice n € N, n = 3, polinomul f=X" —nX + 1 are doua radacini

pozitive X,, yn astfel Incat 0 < x, < 1 <y, si s se calculeze limy—w0nXy i limyoe n(V, —1).

Solutie: Din f(0) =1>0, f(1) =2 —n <0, tindnd cont de faptul ca functia polinomiala asociata

lui f este continud, rezultd ca exista X,, y, € R astfel Tncét f (x,) =f(yn) =0si 0 <Xy, <1<y,

Avem

(1) 1 ( 1 ) 1 1
f n ;7ﬂ1>0’f n-1 _(n—lyf_n—1<o

sif () =n(x""*—1)<0pe(0,1), decif este strict descrescitoare pe intervalul (0, 1), astfel c&

1 1
Xn €ste unic, = << 7, prin urmare (X;,), >3 este un sir convergent si limy e X, = 1.

n, n' 1 .
Pe de altd parte, f(3¥)=n—nyn+1<0, deoarece ( 1+ ;) <n, pentruoricen = 3.

Rezultd cd y, > ¥/ si y, este unic, deoarece f  este strict pozitiva pe intervalul (1, o), astfel c& f

este strict crescatoare pe acest interval. Avem si limnoo(Vn —1) = limpown(Yn—1) =
X% -1

= limx-o0.x>0

— = liMy-0,x50 X (= INX — 1) = co. Rezultd ¢ liMp-wn(Vn —1) =co.

Pentru calculul limitelor de mai sus am folosit regulalui | Hospital.

12. Sa se determine a minim si b maxim astfel cainegalitatea

sa fie adevdrata pentru orice x = 0.
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1
-3 si Tn mod evident a si b sunt

Solutie : Se studiaza functia f : (0, ) - R, f (X) =

In (1+x)
respectiv marginea superioara si marginea inferioard a multimii valorilor functiei.

Avem

. -1 1
FO= omzaen T2 <0 x>0 &

Tntr-adevar, ultima inegalitate este echivalenta cu

nxsz(x = 2) vz
nx<- . , VX =1, (2)

inegalitate care se obtine din cea precedent & prin transformari elementare, extragerea radacinii
1 1
patrate si substitutia x + 1 — x°. Functiag: [1,00) > R, g (¥ =Inx — > ( X — ;) este

(x-1)2
2x2

derivabild peintervalul [1, oc) si derivata ei este negativd, g (x) = — <0, Vx=1,

deci g este descrescatoare, g (X) =g (1) =0, astfel ca (2) este adevarata, deci si (1) este
adevarata.

Functia f este descrescatoare pe intervalul (O, o), deci
b = limx_ o f (X) < (X) < limxooxso f(X) =a.
Avem evident b=0si

] 1 . xzIn (14x) ] 1-=Z3 1
a= limy-ox>o0 T liMxsox>0=—=2=— = liMx>o0,x>0 =3,
X 2x 2
In(1+x)x

unde cea de-a doua limité a fost calculaté cu regula lui | Hospital.

Tn concluzie,

X
T—— S=Inl+Xx) =x Vx=0.
=x+1
2
13. S& se gaseasca limita sirului cu termenul general

1
Re—-1-

ah=n-—
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are derivate de orice ordin. Daca

1
Solutie : Functia f : (0, o) — R definita prin f (x) = o

e* -1

1
exista lim,_q f (x) , atunci exista si lim,,_ ., a,, deoarece f(;)—"— an. Aplicam de doua ori regula

lui | Hospital :

Mg OO = liMyng S =% = lim L im et .1
1M, _ = | - —_— = ==
x=0 X207 ox "y X0 yoxy ex_q X0 yoxypex T2

1

asadar lim, . a, = >

i s d i 1Moo (— L ) L

Comentarii. a) Aseménator putem demonstra c& 1Moo | 7— Tz 1) 2 , pentru

oricea € (0, ), a= 1.

n
b) Egalitatea din enunt poate fi scrisa sub forma e = ( L+ ;_la ) , de unde rezultd a, >0 si

n

limnoeo Qn==—.
” 2

c) Mai general, daca f este o functie real de doua ori derivabild si f (0) = O, atunci

1 1 RO
xf'(0)  fQ)-£(0)/ " 2[f'(0)]%

Iim»x—>0 (

N R . omx yx-1
14. Sa se rezolve Tn R ecuatia : sin - 2

Vx
Solutie : Avem evident x—1 =0, deci x = 1 si < 1, deunde x = 5. Vom studia functia

Tx Jx-—1
f:[1, 5] — R definita prin f (X) =sin o~ 3
intervalul (1, 5) si se anuleaza pentru xe {2, 3, 4}. Vom arata ca functia f nu mai are alte zerouri
pe [1, 5]. Se verifica simplu ca 1 si 5 nu sunt zerouri pentru functia f, deci rdméne sa cautdam
zerourile pe (1, 5). Dacé functia f are cel putin patru zerouri pe intervalul (1, 5), atunci, conf orm
teoremei lui Rolle, f ~are cel putin trei zerouri, f ~ are cel putin doua zerouri si " are cel putin

un zero. Dar

. Functia are derivate de orice ordin pe

= (2 )3 mx 3
"0="\1z) s 13 Toyx—1)5 0
VX € (1, 5), contradictie. Rezulta ca ecuatia data are numai solutiile x € {2, 3, 4}.

15. Sa se determine functiile polinomiale cu proprietatea ca

8



Revista Electronicd Matelnfo.ro 1SSN 2065 - 6432 Nr. Mai 2010 www.mateinfo.ro

f(b)—f(a):(b—a)f‘(‘/CLZ—Jr%b—Z),Va,beRh

Solutie : Daca f este o functie polinomiald de grad cel mult 3, f = ap + apé + a X + ag,
cua; =0, atunci f (b) - f (a) = (b — a)[ag(a® + ab + b?) + ay] si f (X) = a0’ + &y , dei

| a2+ ab+ b
Pl 2 by e
astfel ca egalitatea din enunt este adevérata.
Reciproc, daca egalitatea din enunt este adevarata pentru o functie polinomiala de grad n =3,
f=a"+aX" '+ ..+ a,, a = 0, atunci

f(X)—f(O)_ n-1
— =X

X

2

+axX "“+.+ay_1,x>0,

f' (%) = nac(%)n_1+ (n— 1)a3(%)n_2+ tan_1,X=0

de unde, prin identificarea coeficientilor, se obtine 3"~ * = n? astfel ci n = 3. Tn acest caz avem si
2

a; = Eal,deu a; =0.

Rezulta ca o functie polinomiala asociatd unui polinom cu coeficienti reali are proprietatea
respectiva daca si numai daca grad f < 3si f''(0) = 0.

16. S4 se demonstreze cd daci f : [0, 1] — R este o functie de clasd C*, atunci

1 FO+FMN _ 1 (1,
(fy fOodx - L22IO)" < L rhor ()2 dix
Solutie : Se integreaza prin parti :
fol fO)dx = xi(x) | §— fol xf'(x)dx=f(1) — f01 xf'(x)dx .

Rezultd

FO)+F£()  F(1)=F(0)
A

fol fx)dx _ >

—Jyxf @dx = [y (5 —x) £,
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Dininegalitatealui Cauchy obtinem

(5, Fodx — FOLON (1) ax . [ e)?dx

2
Prima integrala din dreapta este egala cu 2 deci se obtine inegalitatea din enunt.

Observatie. Existé functii pentru care are loc egalitatea, de exemplu f(X) = x> — x.

17. Sa se gaseasca polinoamele P e Z[X] pentru care
1P(x)+P(—x)
fO — 2.1 dx € Q.
x<+1

Solutie : Fie P = ag + a1X + ayX? + ... + a,X". Restul Tmpartirii lui P laX?+ 1 este un polinom de
grad cel mult 1

P=(X*+1)Q+pX+q, Qe Z[X], p,q < Z.

Avem P(i) + P( —i) = 2qsi P(X) + P(— X) = (X + 1)[Q(X) + Q( — X)] + 2q.
Integrala definitd peintervalul [0, 1] a unei functii polinomiale cu coeficienti Intregi este un

numar rational. Avem si

fl 1 |1_TL'
0 X241 dx=arctg X | "

care este un numar transcendent, deci irational. Rezulta ca integrala data este un numar rational
daca si numai daca g =0, prin urmare

Pi)+P(~i)=2(a ~a+as—as+..)=0,
unde suma se extinde asupra tuturor coeficientilor de rang par ai lui f.

Am obtinut astfel urmatorul rezultat : integral a datd este un numar rational daca si numai daca
suma coeficientilor cu indicele multiplu de 4 ai polinomului este egald cu suma coeficientilor cu
indicele multiplu de 4 plus 2.

18. Se da functia f : R — R definita prin f (x) = X"+ ax, unden € N, n = 2 si a € R. Sa se arate

ca egalitatea

FO+7(1)

folf(x)dx: >

= [ (1 ()2

10
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este adevérata dacd si numai daca n=2sia=—1.

Solutie : Avem

1 x™1 o ax?\ 1 1 a
dx = + ) s o
Jo fGdx (n+1 2 |0 TR
2,2n—-1 2
PN SR L n 2 ) 1 __n 2
Jo (F1(2)) dx—( — + 2ax” + a‘x )|, = — +2a+a
Se obtine

n-—1 i (n_l)z 2
2n+1) \/12[211—1 +(a+1) |

care este 0 egalitate de numere pozitive, deci este echivalenta cu

(n—-1)%(n-2)?
@+ D"+ o 1ynenyz =0

Aceasta suma de numere pozitive este nuld daca si numai dacé fiecare termen este nul. Cum
n=2,seobtinen=2sia=—1.
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