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MULTIFUNCTIlI K2M.EXEMPLE

de Adriana (Pelea) Brandas

1. Notiuni fundamentale
1.1 Definitii

O multime nevida E se numeste spatiu vectorial real daca pe E sunt definite doua operatii

algebrice:
e unainternd (x,y) — X+ y,numita adunare;
e unaexterna(p,x) — Bx,numita Tnmultire cu scalari.
Operatii care satisfac urmatoarele proprietati:
1. (E,+) este grup comutativ (sau abelian);
2. a(xX+y)=oax+ay , (V) aeR si (V) XeE;
3. (@+B)x=ax+PBx,(V)a, peRsi (V) xeE;
4. a(Bx) = (@B)x , (V) aeRsi (V) xeE;
5. Ix=x , (V) xeE ,1leR.

Elementele unui spatiu vectorial se numesc vectori sau puncte.

Fie n+1 vectori v,,v,,...,v,,, dintr-un spatiu vectorial real. Ei se numesc liniar independenti

dacé pentru orice numere reale A,,A,,...,A,,,, CU proprietatea:

n+l
n+1

> hv, =0 aeloc A =2x,=..=2,,=0.
i=1

n+l ™

Fie n+1 vectori v,,v,,...,V,,, dintr-un spatiu vectorial real. Ei se numesc afin independenti

daca pentru oricare A,,A,,...,A,., NumMere reale cu proprietatile:

n+l

n+1 n+1

> & =0si > nv =0 aeloc A, =i, =..=h,, =0.
i=1 i=1

nil
Daca E este un spatiu vectorial, o functie, <> care asociaza pentru doua elemente ale spatiului
un numar real, se numeste produs scalar pentru spatiul vectorial E daca satisface conditiile:
1)(x,y) = (y,X), pentru oricare X,y €V .

2)(x+x,y)= (X y)+(X,y), pentru oricare x,x',y eV .

3)(ax,y)=a (x,y), pentru oricare x eV si oricare o.eR.



4)(x,X) >0, atunci (x,X) =0 dacé si numai daca x=0, oricare ar fi xeV .

Un spatiu vectorial pe care s-a defint un astfel de produs scalar se numeste spatiu vectorial
euclidian.

Fie X2 o multime abstracta. O topologie pe X este o familie de parti ale lui X, 3, cu
proprietatile:

(i) dacd A, B e 3 atunci ANBe3.

(if) daca A € 3 atunci UA €T, undeiel.

(iii) X, D €3

(X,3) se numeste spatiu topologic.

Fie X un spatiu topologic. O familie R de submultimi ale lui X se numeste acoperirea lui X daca
UR=X.

O acoperire R a lui X se numeste deschisa daca fiecare multime ReR este 0 multime deschisa.

O acoperire R a lui X se numeste local finita daca fiecare xeX are o vecinatate care intersecteaza
doar un numar finit de multimi ReR.

Fie R si R’ doua acoperiri ale lui X. Spunem c& R’ este o0 subacoperirealui R daca R’ch.

O acoperire R’este mai fina decét R daca pentru orice R’ e R’ exista ReR astfel incat R eR.

Un spatiu topologic X se numeste compact daca din orice acoperire deschisa a sa se extrage o
subacoperire finita.

Un spatiu topologic X se numeste separat (Hausdorff) daca pentru orice x si y din X, x=y exista
0 vecindtate V a lui x si o vecinatate U a lui y astfel incat UnV=0.

Un spatiu topologic X se numeste paracompact daca este separat (Hausdorff) si pentru orice
acoperire deschisa R a lui X exista o acoperire deschisa local finitd a lui X mai fina decét ‘J.

Diametrul unei multimi Y in spatiul real n-dimensional este notat si definit astfel:
5(Y) = {“x— y[:xye R“}.
Un element x al lui X se numeste punct fix pentru o aplicatie f : X — X daca f(x) = x.

Fie X 0o multime convexa intr-un spatiu vectorial real. O functie f : X — R se numeste
cvasiconvexa dacd vV A € R multimea {X e X:f(x)< k} este convexa. Functia f se numeste
cvasiconcava dacd v A € R multimea {x e X : f (X) > A} este convexa.

1.2 Simplexe si baricentre

Propozitial.2.1 Vectorii v,,V,,...,V,,, sunt afin independenti daca si numai daca vectorii

' U n+l
V, —V;,V, —V,,...,V,, —V,; sunt liniar independenti.

Consecintal.2.2 Numarul maxim de vectori afin independenti in spatiu euclidian R" este n+1.

Fiind dati n+1 vectori afin independenti din spatiul vectorial real E, multimea notata si definita :



i=1

V,v,..v,., ] { nfx xizo,nfxi:l}

se numeste simplex n-dimensional sau n-simplex, iar v,,Vv,,..,V.,, Se numesc Vvarfurile

n+l

simplexului.

Simplexul n-dimensional [v,v,..v.,| este invelitoarea convexa a vectorilor v,,v,,...,V,, deci:

n+1

[V,v,..v,.,] = conv{v,,v,,...,v, . }.

1 T n+l
Cel mai simplu exemplu de simplex este simplexul standard n-dimensional A=[e;&...€ns1] ,
unde e, ... ens1 SUNt vectori din R™ e=(1, 0, ...,0),e,=(0, 1,0, ..., 0) ,..., en2=(0, O, ..., O,
1).

Propozitial.2.3 Orice punct x al unui smplex|v,v,..v,,,] sescriein mod unic sub forma:

_zn+1 }\‘I : ’7\’>0 Zn+l

Penrtu orice x din simplexul [v,v,..v, ] se asociazd un singur sistem de scalari nenegativi

(A1, A2, oo Ansz) CU D "\, =1, pentru care x = nik

Scalarii A1 A2, ..., An+1 astfel definiti si notati uneori cu A1(X), A2(X),..., Ans2(X) S NUMeESC
coordonatele baricentrice ale lui x in simplexul [v,v,..v,, ].

Fie S=[v,v,..v,,,] un n-smplex ke{l, 2 ..., n+1} si {i1, iz,..., insa}< {1,2,...,n+1}. Punctele vis,
Vi2,..., Vike1 SUNt afin independente deci exista simplexul k-dimensional [Vi1Viz...Vik+1] numit fata k-
dimensionala sau k-fata. Fetele 0-dimensionale sunt cele n+1 varfuri ale smplexului S.
Observatie 1.2.1 Un punct xeS=[v,v,...v,,| apartine unei k-fete [Vi1Vi...Viks1] @ lui S daca si

numai daca pentru scrierea lui x

_ZnJrl }\4 : 1}\,>0 ZrHl

avem A (x)=0 oricare ar fi ie{1,2,....,n+1}\{ is,iz... ins1}.

Fie S=[v,v,..v,,] un n-simplex punctul notat si definit cu

n+1
9= -1 v

n+14
se numeste baricentrul lui S. Baricentrul b(S) apartine simplexului S si nu apartine nici unei fete
k-dimensionale ale lui S, unde k<n-1.
Propozitia 1.2.4 Fie S=[v,v,...v,,| unn-simplex si 11 <12 ... 11 =S un sir ascendent de n+1

fete distincte ale lui S. Atunci baricentrele b(ty ) ,b(t2),..., b(tn+1) ale acestor fete sunt afin

independente.



Fie S=[v,v,..v,,]| unn-simplex si Ty, To,...,To+1 unN sir de n+1 fete distincte ale lui S T,
T, C...CTn+1. Deoarece baricentrele acestor fete sunt afin independente (conform Propozitiei
1.2.4) se poate vorbi despre un simplex n-dimensional format din baricentrele acestor fete [b(ty)
b(12)...b(Th+1)] . Familia 3,(S) formata din toate aceste simplexe

R(S={[b(t1) b(12)...b(Th+1)] ‘Tac T2 ... 1 fete distincte}

se numeste diviziune baricentrica de ordinul 1 alui S.
Propozitial.2.5Fie S= [v,v,...v,,, | un simplex. Atunci S este egal cu diviziunea sa baricentrica de
ordinul 1, adica S=M[3(S).

Diviziunile baricentrice de orice ordin se definesc prin inductie matematica admitand ca s-au
definit diviziunile baricentrice 34(S), ..., Ri(S) ,cu I1=1, ale unui simplex n-dimensiona S. Pentru
fiecare simplex Bel3(S) se formeaza diviziunea baricentrica 3;(B) de ordinul 1 a lui B iar
familia de n-simplexe:

B1+1(S)=u{ Ry(B) :BelR(S)}
se numeste diviziune baricentrica de ordinul 1+1 alui S Convenim cafamilia [3yo(S)={S} sa fie
numita diviziune baricentrica de ordinul 1=0 a lui S.

Propozitial.2.6 Diametrul unui smplex n-dimensional S=[v,v,..v, | este egal cu diametrul
multimii formate din varfurile acelui simplex 6(S) = 6({v1,V2,...,Vn+1})-

Dacd S=[v,v,..v,,, | este un simplex, R(S) diviziunea baricentrica a lui S de ordinul | compusa din
simplexele B1,By,...,Bm. Prin norma diviziunii se ntelege numarul definit si notat astfel:

1B, (S)|=sup{ 8(BW) :1 <k <m}.

Propozitia.1.2.7 Daca S este un n-simplex n spatiul real n-dimensional atunci lim |, (S)|=0.

2. Multifunctii K2M

2.1 Multifunctii

Fie X si Y doud multimi. O multifunctie T: X—Y este o functie definitd pe multimea X cu
valori Tn multimea partilor lui Y. Pentru orice x, element al lui X, multimea Tx care se numeste
valoarea multifunctie T pe punctul x.

Notiunile care caracterizeaza o multifunctie sunt:
1) Domeniul efectiv, notat cu Dom T={xeX, T x # J}.
2) Graficul lui T, notat cugraf T={(x,y):y €T x}.
3) Imaginea unei multimi X’<X prin multifunctia T, notata cu

T(X) =U{Tx:xe X’}



4) Imaginea multifunctiei T, notata cu Im T =T (X).
5) Contraimaginea inferioara a unei multimi Y’cY prin T, notata cu
Ti={xeX: TxNn Y= J}.
6) Contraimaginea superioara a unei multimi Y’cY prin T, notata cu
TH={x e X: Txc Y’}
7) Inversa multifunctiei T, notatd T Y—oX si definitd astfel
Tly={x e X: y eT x}. Multimile Ty se numesc fibrele multfunctiei T.
8) Duala multifunctiei T, notatd T": Y—-X definitd prin T y= {xeX: T x = Y’}. Multimile T’y se
numesc cofibrele multfunctiei T.

O multifunctie T: X—Y este cu valori nevide, conexe, deschise, compacte, etc., daca pentru
orice element x al multimii X, multimea Tx este 0 multime nevida, conexa, deschisd, compacta,
etc.

O multifunctie T: X—Y este cu fibre conexe, deschise, compacte, etc., daca pentru orice
element x al multimii X, multimea T™y este 0 multime conex&, deschisa, compactj, etc.

Se numeste politop Tnvelitoarea convexa a unui numar finit de puncte dintr-un spatiu vectorial.
O functie continua f: X—Y se numeste selectie continua pentru o multfunctie T: X—Y

daca f (x) e Tx pentru fiecare xe X.

Propozitia 2.1.1 Fie X un spatiu paracompact si Y o multime nevida, convexa intr-un spatiu
vectorial topologic Hausdorff. Daca T: X—Y este o multifunctie valori nevide, conexe si cu
fiorde Ty deschise, atunci T admite o selectie continua f. Dacd X un spatiu compact Hausdorff

atunci existd un politop PcY astfel ca f(P)cP.

Dacd Y este un spatiu topologic vom spune ca o multifunctie T : X —o0 Y este compacta

dacad T(X) este inclusa intr-o submultime compacta a lui Y (altfel spus, dacd T(X) este o
submultime compacta a lui Y). Dacd X si Y sunt spatii topologice vom spune ca o multifunctie
T:X—0Y esteinchisa daca graficul sau este o submultime inchisda a lui X xY .

Fie X, Y, Z trei multimi si T: X—o0 Y, S:Y—0Z doud multifunctii. Multifunctia
notati SoT : X —o Z definita prin

(SeT)x=9(Tx),xe X

se numeste compunerea lui Scu T.

Un punct Xe X se numeste punct fix pentru o multifunctie T: X—o Y dacd XeTX .

Un punct X X se numeste punct de coincidenta pentru doua multifunctii T,S: X—oY

daca TX(1SX= .



2.2 Multifunctii semicontinue superior

Fie X si Y doud spatii topologice. O multifunctie T : X —o Y este semicontiuna

A

superior Tntr-un punct X, € X dacd pentru orice multime deschiss G c Y astfel ncét
TX, = Gexista o vecinatate V a lui X, astfel incdt TXc G,V XeV.

T se numeste semicontinua superior (pe X) dacad este semicontinua superior in fiecare
punct Xe X..

Observatie: Dacd X, € X si TX, =& atunci T este semicontinud superior in X, dacd

si numai daca exista o vecinatate V a lui X, astfel incat T(V) =9 .

Propozitia 2.2.1: Fie X si Y doua spatii topologice si T:X—o Y . Urmatoarele
afirmatii sunt echivalente:

(1) T este semicontinua superior.
(i) Vv GcY deschisa, T™(G) este deschisa.
(i) v F cYinchisa, T*(F) este inchisa.

Propozitia 2.2.2: Fie X, Y, Z spatii topologice si T:X—0 Y , S:Y—o0 Z doud
multifunctii semicontinue superior. Atunci So T este o multifunctie semicontinua superior. Tn
particular daca S:Y —> Z este o functie continud, atunci SoT este o multifunctie

semicontinua superior.

Demonstratie: Trebuie sa demonstram ca pentru orice multime C — Z areloc
(SeT)™(C)=T™(S™(C)).

Avem succesiv
Xe(SeT)*(C)e=V yeTx, YycC e Txc S*(C)
xeT*(S™(C)).m

Propozitia 2.2.3: Fie X, Y doua spatii topologice Hausdorff compacte si T : X—oY o
multifunctie cu valori inchise. Urmatoarele afirmatii sunt echivalente:
() T este semicontinua superior

(i)  graf T este multime inchisain X xY
(iii) Daca (%), (Y.) sunt doud siruri generalizate in X, respectiv in Y, din
X —=>X, VYeTx, Yy =Yy reultd yeTX.

Strans legate de conceptul de multifunctie semicontinua superior sunt notiunile de

multifunctie demicontinua superior, respectiv multifunctie hemicontinua superior.



Fie E un spatiu vectorial topologic Hausdorff real, E’' dualul sau algebrico-topologic
(adica spatiul vectorial al tuturor functionalelor wW:E — R liniare si continue) si X un spatiu

topologic. Spunem c& o multifunctie T : X—oE este demicontinua superior dacd Vv X, € X,
WeE' si AeR astfd incdt Tx,c{Xxe X:W(X)<A} 3 VeV(x,) astfel incat
T(V) < {xe X :w(x) <A},

In ipotezele de mai sus, spunem ci o multifunctie T: X —o E este hemicontinui

superior daca pentru fiecare WeE' si A €R, multimea {Xe X rsupw(u) < 7»} este

ueTx
deschisad in X.

Observatie: Este evident ca orice multifunctie semicontinua superior este demicontinua
superior.

Propozitia 1.4.4: Fie X un spatiu topologic, E un spatiu vectorial topologic Hausdorff real
si T: X—o E o multifunctie cu valori nevide. Daca T este demicontinud superior atunci T
este hemicontinua superior.

Observatie: Dacd T  este o multifunctie cu valori compacte, conceptele de
hemicontinuitate superioara si cel de demicontinuitate superioara coincid. Vom arata ca in
anumite conditii, conceptele de semicontinuitate superioara, demicontinuitate superioara i
hemicontinuitate superioara coincid.

Propozitia 1.4.5: Fie X un spatiu topologic, Y o submultime nevida comapctd a unui
spatiu local convex Hausdorff real E si T : X—o Y o multifunctie cu valori nevide convexe.
Urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

0] T este semicontinua superior.
(i) T este demicontinua superior.

(ili) T este hemicontinua superior.

2.3 Teorema lui Knaster -K ur atowski-M azur kiewicz

Tn acest paragraf vom da teorema Knaster — Kuratowski — Mazurkiewicz sau lema celor trei
polonezi. Acesta teorema este echivalenta cu lema lui Sperner si teorema de punct fix a lui
Brouwer.

O remarcabila teorema de punct fix este obtinutd de Brouwer in anul 1910 si publicatd in
anul 1912. Demonstratia lui Brouwer folosea tehnica aproximarii simpliciale si notiuni de teoria
gradului topologic. Tntr-o scrisoare datatd 4 ianuarie 1910 Brouwer comunica lui Hadamard
rezultatul sdu, fard demonstratie. Hadamard prezintd acest rezultat cu numele ,,Teorema de punct

fix a lui Brouwer” si d& o altd demonstratie.



Lema lui Sperner este publicata Tn anul 1928. Sperner o aplica pentru obtinerea unor
teoreme de invarianta a dimeniunii si a domeniilor.

Knaster sesizeaza legatura dintre lema lui Sperner si teorema de punct fix a lui Brouwer.
Mazurkewicz da o demonstratie teoremei lui Brouwer, demonstratie corectatd de Kuratowski. in
1929 este publicata teorema lui Knaster — Kuratowski — Mazurkewicz cunoscutd in literatura de
speciaditate sub denumirea de teorema K2M sau lema celor trel polonezi. Aceasta teorema apare
ca 0 consecinta a lemei lui Sperner, dar pe de alta parte da o demonstratie mai simpla teoremei de

punct fix alui Brouwer.

Teorema Knaster-Kuratowski-Mazurkiewicz - teorema K2M: Fie S=[V,V,...V, ,]
un simplex in spatiul R" si {Fi 1<i < n+1} o familie de n + 1 submultimi inchise ale lui S.
Daca incluziunea

[V. V.

ip Vg *

--Vik]CU{Fij 1< j <k}

are loc pentru fiecare fata [V, Vi ..V, ] alui S atunci () {F:1<i<n+1=@.

2.4 Multifunctii K2M

Motivati de teorema lui Knaster-Kuratowski-Mazurkiewicz, Dugundji si Granas introduc
notiunea de multifunctie K2M, iar Granas si Lassonde pe cea de multifunctie tare K2M.
Definitie: Fie X o multime ntr-un spatiu vectorial si D o submultime nevida a lui X. O
multifunctie T : D —o X se numeste:
(i) multifunctie K2M dacd v Ac D, finita si nevida avem
convVAcC T(A);
(i)  multifunctie tare K2M daca
xeTx, v xeD
Si
T y=D\T™y este multime convexa (eventual vidd), vV y e X .
Teoria K2M, concept introdus de S.Park este studiul multifunctiilor K2M si ale aplicatiilor
acestora.
Propozitia 2.4.1: Daca D este o submultime convexd a lui X si T : D —o0 X este 0

multifunctie tare K2M, atunci T este o multifunctie K2M.

Demonstratie: Fie A:{X1,X ,...,Xn}cD si Y, €CONVA. Avem de ardtat ca

Yy, €U {Txi 1<i < n} . Deoarece Y, € Ty, deducem ci Yy, T Y, si deci convA nu este



inclusd in Ty, . Intrucat multimea T Y, este convexa, cel putin un punct X, € A nu apartine lui

T'y,, adicd y, € Tx.m

Vom da Tn continuare cateva exemple de multifunctii K2M. Exemplele 2 si 3 sunt cazuri
particulare ale exemplului 4. Tn primele 5 exemple domeniul de definitie este convex, deci este
suficient sa ardtam ca multifunctia este tare K2M. Nu se va intampla la fel si in exemplul 6.

Exemplul 1: Fie E un spatiu vectorial, D o submultime convexd aluiEsi f :D —>R o
functie cvasiconvexa. Atunci multifunctia T : D —o E definita prin

Tx={yeD: f(y)< f(x)} xeD,
este tare convexa; intr-adevir Xe TX, V' Xe D si deoarece f este cvasiconvexa se obtine usor

caT'y={xeD: f(x)< f(y)

este multime convexa.
Exemplul 2: Fie E un spatiu vectorial si D o submultime convexa a lui E. Fie

¢ : Ex E — R o functionala biliniard si | : E — R o functionala liniara. Atunci multifunctia T :
D —o D definita prin
Tx={yeD:o(y,y—-x)<I(y-x)}, xeD
estetare K 2M ; intr-adevar X € TX si cofibrele lui T
TY ={xeD:g(y,y—x)>I(y-x)}
sunt multimi convexe.
Exemplul 3: Fie (H ,<.,.>) un spatiu prehilbertian, D o submultime convexa a lui H si
f : D — H o functie oarecare. Atunci multifunctia T : D —oH definita prin
Tx={yeH :<f(y),y—x>§0}, xe D,
estetare K >M; intr-adevir X € TX si cofibrele
T'y={xe D:(f(y)y- x>>0}
sunt multimi convexe.
Exemplul 4: Fie D o submultime convexd a unui spatiu vectorial E, o € R si
¢ : D x D — R ofunctie cu proprietatile:
@ o(x,X)<a,vxe D
(b) Functia @(-,Y): X >R definitd prin @ (-, ¥)(X) =¢@(X,Yy) este cvasiconcavd pe D,
VyeD.

Atunci multifunctia T : D —o D definita prin:



Tx={yeD:p(x,y)<a}, xeD,

este tare K >M. Tntr-adevar, din (a) rezulti cd XeTx, V Xxe D, iar din (b) deducem ci
cofibrele

T'y={xeD:p(xy)>a}
sunt multimi convexe.

Exemplul 5: Fie D o submultime convexa a unui spatiu vectorial E, p:E —>R o

seminorméasi f : D — E o functie arbitrara. Atunci multifunctia T : D—oD definita prin

Tx={yeD:p(f(y)-y) < p(f(y)-)} xeD,
este tare K°M. Pentru a demonstra aceasti afirmatie este suficient sd aratdm ca daca
X% €T'y={xeD:p(f(y)-x)<p(f(y)-y)}
si Aok, >00 +A, =1, aunci AX+A,X, €T y. Tinand cont de relaiile
p(f(y)—x) < p(f(y)-y), i =12 vomavea

P (Y) =R =A%) <A p(f(Y) = %) + A, p(F(y)-X,) <
<Mp(F(Y)=Y)+2,p(f(y)—y)=p(f(y)-y).

Exemplul 6: Fie Y o submultime convexa a unui spatiu vectorial E, D <Y o multime

arbitrard si ¢ : D xY — R o functie cu proprietdtile:
@ (X y)+o(y,x)<0,V(x,y) e DxD.
(b) Functia @ (X,):Y >R, ¢ (X,’)(Y) =@ (X, Y) este convexda pe Y, VX e D.
Atunci multifunctia T : D—oY definita prin
Tx={yeY:p(x,y)<0} xeD,

este K 2 M.

n
Pentru a demonstra aceastd afirmatie fie {X,X,,..., X }c D si fie y,=> A% si A >0,
i=1

n
> A, =1. Din (a) rezulta cd
i=1

@ (%, %) +0(X,,%)<0,Vi, je{l2..,n}

Tnmultind relatia de mai sus cu A; si insumand dupa i gésim

10



éki(p(x,x.)+éki(p(xj ,X)<0,Vje{l2,...,n}.
De aici si din (b) rezulta
320 (%, %) +0 (%, ¥o) <O
Folosind incé o data convexitatea functiei ¢ (X,-) deducem cé
200X, Vo) + 2100, %) <O
Rezultd cd pentru cel putin un punct X are loc  ©(X,Y,)<0. Aceasta inseamnad ca

Yo € U{TX :1<i <n+1} deci T este o multifunctie K2M.

Propozitia 2.4.2: Fie X o multime convexa intr-un spatiu vectorial topologic, D o
submultime nevida finita a lui X si A o familie de submultimi nevide ale Iui D. Dacd G: D —o

X este o multifunctie cu valori deschise Tn X care satisface conditia

convAc G(A), VAeA,

atunci exista o multifunctie F : D—o X cu valori inchise Tn X cu proprietatile:
(i) FxcGx,vxeD;
(i) convAc F(A),VAeA.

Demonstratie: Pentru fiecare y € G(D) fie

(21) H,=N{Gx:yeGx|

H y este o multime deschisa in Xsi yeH y - Deoarece spatiile vectoriale topologice sunt spatii

regulate, existd o multime U g1 deschisa in X, astfel Tncét
(22) yeU, CU_yC H,.
Evident, VA€ A avem G(A) U{Uy 'ye G(A)}.

De aici si din (ii) rezulta cd familia {Uy : yeG(A)} este 0 acoperire deschisa a multimii
convA. Cum CONVA este compactd, existd o submultime finitd V, alui G(A) astfel incat
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(23) convAcUU, :yeV,|
Punem V =fV, : AeA}. Definim multifunctia F : D—o X prin
Fx=U{U: yeV,U, ch} , XxeD.

Pentru fiecare X € D, FX este o multime inchisd in X. Dacd FX =, atunci (i) are loc in mod

trivial. Tn caz contrar, Vy eV cu U, cGx, din (2.1) si (2.2) rezultd Uy c H, cGx, deci
Fxc Gx.

Rimane si aratam ca F satisface si (ii). Fie A€A si Ze cOnvA Din (2.3) rezultd cd 3
yeV, adfel ca zeU . Deoarece y e GX, pentru un Xe A rezultd cd U, < H, < GX si

prinurmare Z € GX < G(A). Deci convAc G(A). =

Consecinta 2.4.3: Fie X o submultime convexa a unui spatiu vectorial topologic si D o
submultime nevida, finitd a sa. Daca G: D —o0 X este multifunctie K2M cu valori deschisein X,
atunci existd o multifunctie K2M cu valori inchise in X, F:D—0 X astfd incat Fx < GX,

vV xeD.
Consecinta 2.4.4: Fie X o submultime convexa a unui spatiu vectorial topologic si D o

submultime nevida, finita a sa. Daca F :D—oX este o multifunctie cu valori inchise Tn X

pentru care convD ﬂ{FX: Xe D}: A,

atunci exista o multifunctie G: D —o X cuvalori deschise in X cu proprietatile:

(i) Fxc Gx, VxeD.
(i) convDNN{Gx:xeD}=2.

Demonstratie:  Considerdm  multifunctia G;:D—o convD definita prin

Gx=convD\Fx, xeD.

Din ipoteza se obtine imediat cd G, ia valori deschise in convD si convD = G, (D). n baza
Propozitiei 2.2.2 (pentru X =convD si A= {D}) existd o multifunctie F, : D—oconvD cu

valori inchisein convD, cu urmétoarele proprietati:

(24) FxcGxVvxeD

(25) convD = F,(D).
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Deoarece CONVD este multime compacta, multimile F,X sunt inchise si in X. O multifunctie

care satisface conditiile impuse este G: D —o X, definita prin
Gx=Y\FXx, xeD.
Tntr-adevar, din (2.4) rezulta (i), iar (2.5) implica (ii). ™

Observatie: Conditia ca multimea D sa fie finitd este esentiald Tn Propozitia 2.4.2 si in
Consecintele 2.4.3 si 2.4.4. Daca ea este 0 multime infinitd, cum avem in exemplul urmator,

Consecinta 2.4.3 si implicit Propozitia 2.4.2 nu mai sunt adevarate.

Fie D o multime care nu se reduce la un punct, convexa si compacta ntr-un spatiu

vectorial topologic si fie S:D — D o bijectie, astfel incat S(X) # X, V' Xe D. Considerdam

multifunctia G: D—oD definitd prin
Gx=D\{s(x)}, xeD.

Se constatd imediat ca G este o multifunctie K2M cu valori deschise in D si ca

N{Gx:xeD}=2.

Sé presupunem ca exista o multifunctie K2M, F : D—oD cu valori inchisein D, astfel
ncdt FXc Gx, VX e D . Deoarece D este multime compacta valorile FX sunt compacte. Stim

N{Fx:xe D} @ de unde se ajunge la contradictia 1 {Gx: xe D}= .

O notiune mai generala decat cea de multifunctie K2M este cea de multifunctie GK2M.

Definitie: Fie X o multime intr-un spatiu vectorial si D o multime nevidd. O
multifunctie T : D—o0 X, vom spune ca este GK2M ("generalized K2M”) dacda VAc D o

multime nevidi finitd, 3 o : A— X o functie astfel incat
conve (B)cT(B), V d=Bc A

Aceasta definitie a fost introdusd de Chang si Zhang. Aceeasi notiune, dar cu altd

denumire, apare cu un an mai devreme in lucrarea a lui Kassay si Kolumban.

Observatie: Tn general, functiile o din definitia precedentd nu sunt injective. Este clar ci

orice functie K2M este GK2M (reciproca acestei afirmatii nu este intotdeauna adevarata).
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