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MULTIFUNCŢII   K2M. EXEMPLE

de Adriana (Pelea) Brândaş

1. Noţiuni fundamentale
1.1 Definiţii

O mulţime nevidă E se numeşte spaţiu vectorial real dacă pe E sunt definite două operaţii

algebrice:

 una internă yxyx ),( ,numită adunare;

 una externă xx  ),( ,numită înmulţire cu scalari.

Operaţii care satisfac următoarele proprietăţi:

1. ),( E este grup comutativ (sau abelian);

2. yxyx   )( , () R şi () xE;

3. xxx   )( , () , R şi  ()  xE;

4. xx )()(   , () R şi () xE;

5. xx 1 , () xE ,1R.

Elementele unui spaţiu vectorial se numesc vectori sau puncte.

Fie n+1 vectori 121 ,...,, nvvv dintr-un spaţiu vectorial real. Ei se  numesc liniar independenţi

dacă pentru orice numere reale 121 ,...,, n cu proprietatea:






1

1

n

i
iiv =0 are loc 121 ...  n =0.

Fie n+1 vectori 121 ,...,, nvvv dintr-un spaţiu vectorial real. Ei se numesc afin independenţi

dacă pentru oricare 121 ,...,, n numere reale cu proprietăţile:







1

1

0
n

i
i şi 





1

1

n

i
iiv =0 are loc 0... 121  n .

Dacă E este un spaţiu vectorial, o funcţie, , , care asociază pentru două elemente ale spaţiului

un număr real, se numeşte produs scalar pentru spaţiul vectorial E dacă satisface condiţiile:

1) yx, xy, , pentru oricare Vyx , .

2)  yxx ,' yx, yx ,' , pentru oricare Vyxx ,', .

3)  yx, yx, , pentru oricare Vx şi oricare R.
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4) 0, xx , atunci 0, xx dacă şi numai dacă x=0, oricare ar fi Vx .

Un spaţiu vectorial pe care s-a defint un astfel de produs scalar se numeşte spaţiu vectorial

euclidian.

Fie X o mulţime abstractă. O topologie pe X  este o familie de părţi ale lui X, , cu

proprietăţile:

(i) dacă BA, atunci AB.

(ii) dacă iA atunci Ai, unde iI.

(iii) X,  

(X,) se numeşte spaţiu topologic.

Fie X un spaţiu topologic. O familie  de submulţimi ale lui X se numeşte acoperire a lui X  dacă

=X.

O acoperire  a lui X se numeşte deschisă dacă fiecare mulţime R este o mulţime deschisă.

O acoperire  a lui X se numeşte local finită dacă fiecare x are o vecinătate care intersectează

doar un număr finit de mulţimi R.

Fie  şi ’ două acoperiri ale lui X. Spunem că ’ este o subacoperire a lui  dacă ’.

O acoperire ’este mai fină decât  dacă pentru orice R’ ’ există R astfel încât R`R.

Un spaţiu topologic X se numeşte compact dacă din orice acoperire deschisă a sa se extrage o

subacoperire finită.

Un spaţiu topologic X se numeşte separat (Hausdorff) dacă pentru orice x şi y din  xy  există

o vecinătate V a lui x şi o vecinătate U a lui y astfel încât UV=.

Un spaţiu topologic X se numeşte paracompact dacă este separat (Hausdorff) şi  pentru orice

acoperire deschisă  a lui X există o acoperire deschisă local finită a lui  X  mai fină decât .

Diametrul unei mulţimi Y în spaţiul real n-dimensional este notat şi definit astfel:

 nRyxyxY  ,:)( .

Un element x al lui X se numeşte punct fix pentru o aplicaţie XXf : dacă xxf )( .

Fie X o mulţime convexă într-un spaţiu vectorial real. O funcţie Xf : R se numeşte

cvasiconvexă dacă   R mulţimea   )(: xfXx este convexă. Funcţia f se numeşte

cvasiconcavă dacă   R mulţimea   )(: xfXx este convexă.

1.2 Simplexe şi baricentre
Propoziţia1.2.1 Vectorii 121 ,...,, nvvv sunt afin independenţi dacă şi numai dacă vectorii

111312 ,...,, vvvvvv n   sunt liniar independenţi.

Consecinţa1.2.2 Numărul maxim de vectori afin independenţi în spaţiu euclidian Rn este n+1.

Fiind daţi n+1 vectori afin independenţi din spaţiul vectorial real E, mulţimea notată  şi definită :
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se numeşte simplex n-dimensional sau n-simplex, iar 121 ,...,, nvvv se numesc vârfurile

simplexului.

Simplexul n-dimensional  121 ... nvvv este învelitoarea convexă a vectorilor 121 ,...,, nvvv deci:

 121 ... nvvv  121 ,...,,  nvvvconv .

Cel mai simplu exemplu de simplex este simplexul standard  n-dimensional ∆=[e1e2…en+1] ,

unde e1,e2 ,…,en+1 sunt vectori din Rn+1 e1=(1, 0, …, 0) , e2 =(0, 1, 0, …, 0) ,…, en+1=(0, 0, …, 0,

1).

Propoziţia1.2.3 Orice punct x al unui simplex  121 ... nvvv se scrie în mod unic sub forma:

x= 



1

1

n

i
i vi , i0   ,  



1

1

n

i
i=1.

Penrtu orice x din simplexul  121 ... nvvv se asociază un singur sistem de scalari nenegativi

(1, 2, …, n+1) cu  




1

1
1

n

i i , pentru care x 




1

1

n

i
iiv .

Scalarii 1 ,2 , …, n+1 astfel definiţi şi notaţi uneori cu 1(x), 2(x),…, n+1(x) se numesc

coordonatele baricentrice ale lui x în simplexul  121 ... nvvv .

Fie S=  121 ... nvvv un n-simplex k{1, 2 ,…, n+1} şi {i1, i2 ,…, in+1} {1,2,…,n+1}. Punctele vi1,

vi2 ,…, vik+1 sunt afin independente deci există simplexul k-dimensional [vi1vi2…vik+1] numit faţă k-

dimensională sau k-faţă. Feţele 0-dimensionale sunt cele n+1 vârfuri ale simplexului S.

Observaţie 1.2.1 Un punct xS=  121 ... nvvv aparţine unei k-feţe [vi1vi2…vik+1] a lui S dacă şi

numai dacă  pentru scrierea lui x

x= 



1

1

n

i
i vi , i0   ,  



1

1

n

i
i=1

avem i (x)=0 oricare ar fi i{1,2,…,n+1}\{ i1,i2,…,in+1}.

Fie S=  121 ... nvvv un n-simplex punctul notat şi definit cu

b(S) =
1

1

n 




1

1

n

i
iv

se numeşte baricentrul lui S. Baricentrul b(S) aparţine simplexului S şi nu aparţine nici unei feţe

k-dimensionale ale lui S, unde kn-1.

Propoziţia 1.2.4 Fie S=  121 ... nvvv un n-simplex şi 1 2 … n+1 =S un şir ascendent de n+1

feţe distincte ale lui S. Atunci baricentrele b(1 ) ,b(2),…,   b(n+1 ) ale acestor feţe sunt afin

independente.
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Fie S=  121 ... nvvv un n-simplex şi τ1, τ2,…,τn+1 un şir de n+1 feţe distincte ale lui S τ1

τ2 τn+1. Deoarece baricentrele acestor feţe sunt afin independente (conform Propoziţiei

1.2.4) se poate vorbi despre un simplex n-dimensional format din baricentrele acestor feţe [b(τ1)

b(τ2)…b(τn+1)]. Familia ß1(S) formată din toate aceste simplexe

ß1(S)={[b(τ1) b(τ2)…b(τn+1)] :τ1 τ2 τn+1 feţe distincte}

se numeşte diviziune baricentrică de ordinul 1 a lui S.

Propoziţia1.2.5Fie S=  121 ... nvvv un simplex. Atunci S este egal cu diviziunea sa baricentrică de

ordinul 1, adică S =ß1(S).

Diviziunile baricentrice de orice ordin se definesc prin inducţie matematică admiţând că s-au

definit diviziunile baricentrice ß1(S), …, ßl(S) ,cu l≥1, ale unui simplex  n-dimensional S. Pentru

fiecare simplex Bßl(S) se formează diviziunea baricentrică ß1(B) de ordinul 1 a lui B iar

familia de n-simplexe:

ßl+1(S)= ß1(B) :Bßl(S)}

se numeşte diviziune baricentrică de ordinul l+1 a lui S. Convenim ca familia ß0(S)={S} să fie

numită diviziune baricentrică de ordinul l=0 a lui S.

Propoziţia1.2.6 Diametrul unui simplex n-dimensional S= 121 ... nvvv este egal cu diametrul

mulţimii formate din vârfurile acelui simplex (S) = ({v1,v2,…,vn+1}).

Dacă S=  121 ... nvvv este un simplex, ßl(S) diviziunea baricentrică a lui S de ordinul l compusă din

simplexele B1,B2,…,Bm. Prin norma diviziunii se înţelege numărul definit şi notat astfel:

)(Sl =sup { (Bk) :1  k  m}.

Propoziţia.1.2.7 Dacă S este un n-simplex în spaţiul real n-dimensional atunci
n

lim )(Sl =0.

2. Multifuncţii K2M

2.1 Multifuncţii
Fie X şi Y două mulţimi. O multifuncţie T: X─◦Y este o funcţie definită pe mulţimea X cu

valori în mulţimea părţilor lui Y. Pentru orice x, element al lui X, mulţimea Tx care se numeşte

valoarea multifuncţie T pe punctul x.

Noţiunile care caracterizează o multifuncţie sunt:

1) Domeniul efectiv, notat cu Dom T={xX, T x  }.

2) Graficul lui T, notat cu graf T = {(x, y): y T x}.

3) Imaginea unei mulţimi X’X prin multifuncţia T, notată cu

T (X’)   = {T x: x X’}.
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4) Imaginea multifuncţiei T, notată cu Im T = T (X).

5) Contraimaginea inferioară a unei mulţimi Y’Y prin T, notată cu

T-1 = {xX: T x  Y’ }.

6) Contraimaginea superioară a unei mulţimi Y’Y prin T, notată cu

T+1={x  X: T x  Y’}.

7) Inversa multifuncţiei T, notată T-1: Y─◦X şi definită astfel

T-1y ={x  X:  y T x}. Mulţimile T-1y se numesc fibrele multfuncţiei T.

8) Duala multifuncţiei T, notată T*: Y─◦X definită prin T*y= {xX: T x  Y’}. Mulţimile T*y se

numesc cofibrele multfuncţiei T.

O multifuncţie T: X─◦Y este cu valori nevide, conexe, deschise, compacte, etc., dacă pentru

orice element x al mulţimii X, mulţimea Tx este o mulţime nevidă, conexă, deschisă, compactă,

etc.

O multifuncţie T: X─◦Y este cu fibre conexe, deschise, compacte, etc., dacă pentru orice

element x al mulţimii X, mulţimea T-1y este o  mulţime conexă, deschisă, compactă, etc.

Se numeşte politop învelitoarea convexă a unui număr finit de puncte dintr-un spaţiu vectorial.

O funcţie continuă f: XY se numeşte selecţie continuă pentru o multfuncţie T: X─◦Y

dacă f (x)Tx pentru fiecare xX.

Propoziţia 2.1.1 Fie X un spaţiu paracompact şi Y o mulţime nevidă, convexă într-un spaţiu

vectorial topologic Hausdorff. Dacă T: X─◦Y este o multifuncţie valori nevide, conexe şi cu

fibrele T-1y deschise, atunci T admite o selecţie continuă f. Dacă X un spaţiu compact Hausdorff

atunci există un politop PY astfel ca f(P)P.

Dacă Y este un spaţiu topologic vom spune că o multifuncţie XT : o Y este compactă

dacă )(XT este inclusă într-o submulţime compactă a lui Y (altfel spus, dacă )(XT este o

submulţime compactă a lui Y ). Dacă X şi Y sunt spaţii topologice vom spune că o multifuncţie

XT : o Y este închisă dacă graficul său este o submulţime închisă a lui YX  .

Fie X, Y, Z trei mulţimi şi XT : o Y , YS : o Z două multifuncţii. Multifuncţia

notată XTS : o Z definită prin

)()( TxSxTS  , Xx

se numeşte compunerea lui S cu T.

Un punct Xx se numeşte punct fix pentru o multifuncţie XT : o Y dacă Txx .

Un punct Xx se numeşte punct de coincidenţă pentru două multifuncţii XST :,  Y

dacă SxTx  .
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2.2 Multifuncţii semicontinue superior

Fie X şi Y două spaţii topologice. O multifuncţie XT : o Y este semicontiună

superior într-un punct Xx 0 dacă pentru orice mulţime deschisă YG  astfel încât

GTx 0 există o vecinătate V a lui 0x astfel încât GTx  ,  Vx .

T se numeşte semicontinuă superior (pe X) dacă este semicontinuă superior în fiecare

punct Xx .

Observaţie: Dacă Xx 0 şi 0Tx atunci T este semicontinuă superior în 0x dacă

şi numai dacă există o vecinătate V a lui 0x astfel încât )(VT .

Propoziţia 2.2.1: Fie X şi Y două spaţii topologice şi XT : o Y . Următoarele

afirmaţii sunt echivalente:

(i) T este semicontinuă superior.

(ii)  YG  deschisă, )(1 GT  este deschisă.

(iii)  YF  închisă, )(1 FT  este închisă.

Propoziţia 2.2.2: Fie X, Y, Z  spaţii topologice şi XT : o Y , YS : o Z două

multifuncţii semicontinue superior. Atunci TS  este o multifuncţie semicontinuă superior. În

particular dacă ZYs : este o funcţie continuă, atunci Ts  este o multifuncţie

semicontinuă superior.

Demonstraţie: Trebuie sa demonstrăm că pentru orice mulţime ZC  are loc

))(()()( 111 CSTCTS   .

Avem succesiv

  )()( 1 CTSx  ,Txy )(1 CSTxCSy  

))(( 11 CSTx  . 

Propoziţia 2.2.3: Fie X, Y două spaţii topologice Hausdorff compacte şi XT : oY o

multifuncţie  cu valori închise. Următoarele afirmaţii sunt echivalente:

(i) T  este semicontinuă superior

(ii) graf T  este mulţime închisă în YX 

(iii) Dacă )( ix , )( iy sunt două şiruri generalizate în X, respectiv în Y, din

xxi  , ii Txy  , yyi  rezultă Txy .

Strâns legate de conceptul de multifuncţie semicontinuă superior sunt noţiunile de

multifuncţie demicontinuă superior, respectiv multifuncţie hemicontinuă superior.
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Fie E un spaţiu vectorial topologic Hausdorff real, E dualul său algebrico-topologic

(adică spaţiul vectorial al tuturor funcţionalelor Ew : R liniare şi continue) şi X un spaţiu

topologic. Spunem că o multifuncţie XT : o E este demicontinuă superior dacă  Xx 0 ,

'Ew şi  R astfel încât   )(:0 xwXxTx  V V )( 0x astfel încât

  )(:)( xwXxVT .

În ipotezele de mai sus, spunem că o multifuncţie XT : o E este hemicontinuă

superior dacă pentru fiecare 'Ew şi  R, mulţimea






 


)(sup: uwXx

Txu

este

deschisă în X.

Observaţie: Este evident că orice multifuncţie semicontinuă superior este demicontinuă

superior.

Propoziţia 1.4.4: Fie X un spaţiu topologic, E un spaţiu vectorial topologic Hausdorff real

şi XT : o E o multifuncţie cu valori nevide. Dacă  T  este demicontinuă superior atunci  T

este hemicontinuă superior.

Observaţie: Dacă T este o multifuncţie cu valori compacte, conceptele de

hemicontinuitate superioară şi cel de demicontinuitate superioară coincid. Vom arăta că în

anumite condiţii, conceptele de semicontinuitate superioară, demicontinuitate superioară şi

hemicontinuitate superioară coincid.

Propoziţia 1.4.5: Fie X un spaţiu topologic, Y o submulţime nevidă comapctă a unui

spaţiu local convex Hausdorff real  E  şi XT : o Y o multifuncţie cu valori nevide convexe.

Următoarele afirmaţii sunt echivalente:

(i) T  este semicontinuă superior.

(ii) T  este demicontinuă superior.

(iii) T  este hemicontinuă superior.

2.3 Teorema lui Knaster-Kuratowski-Mazurkiewicz

În acest paragraf vom da teorema Knaster – Kuratowski – Mazurkiewicz sau lema celor trei

polonezi. Acestă teoremă este echivalentă cu lema lui Sperner şi teorema de punct fix a lui

Brouwer.

O remarcabilă teoremă de punct fix este obţinută de Brouwer în anul 1910 şi publicată în

anul 1912. Demonstraţia lui Brouwer folosea tehnica aproximării simpliciale şi noţiuni de teoria

gradului topologic. Într-o scrisoare datată 4 ianuarie 1910 Brouwer comunică lui Hadamard

rezultatul său, fără demonstraţie. Hadamard prezintă acest rezultat cu numele „Teorema de punct

fix a lui Brouwer” şi dă o altă demonstraţie.



8

Lema lui Sperner este publicată în anul 1928. Sperner o aplica pentru obţinerea unor

teoreme de invarianţă a dimeniunii şi a domeniilor.

Knaster sesizează legătura dintre lema lui Sperner şi teorema de punct fix a lui Brouwer.

Mazurkewicz dă o demonstraţie teoremei lui Brouwer, demonstraţie corectată de Kuratowski. În

1929 este publicată teorema lui Knaster – Kuratowski – Mazurkewicz cunoscută în literatura de

specialitate sub denumirea de teorema K2M sau lema celor trei polonezi. Această teoremă apare

ca o consecinţă a lemei lui Sperner, dar pe de altă parte dă o demonstraţie mai simplă teoremei de

punct fix a lui Brouwer.

Teorema Knaster-Kuratowski-Mazurkiewicz - teorema K2M: Fie ]...[ 121  nvvvS

un simplex în spaţiul R n şi  11:  niFi o familie de  n + 1 submulţimi închise ale lui  S.

Dacă incluziunea

}1:{]...[
21

kjFvvv
jk iiii  

are loc pentru fiecare faţă ]...[
21 kiii vvv a lui  S, atunci    11: niFi .

2.4 Multifuncţii K2M

Motivaţi de teorema lui Knaster-Kuratowski-Mazurkiewicz, Dugundji şi Granas  introduc

noţiunea de multifuncţie K2M, iar Granas şi Lassonde pe cea de multifuncţie tare K2M.

Definiţie: Fie  X  o mulţime într-un spaţiu vectorial şi D o submulţime nevidă a lui X. O

multifuncţie DT : o X se numeşte:

(i) multifuncţie  K2M dacă  DA , finită şi nevidă avem

)(ATconvA ;

(ii) multifuncţie tare K2M dacă

Txx ,  Dx
şi

yTDyT 1* \  este mulţime convexă (eventual vidă),  Xy .

Teoria K2M, concept introdus de S.Park este studiul multifuncţiilor K2M şi ale aplicaţiilor

acestora.

Propoziţia 2.4.1: Dacă D este o submulţime convexă a lui X şi T : D o X este o

multifuncţie tare K2M, atunci T este o multifuncţie K2M.

Demonstraţie: Fie   DxxxA n  ,...,, 21 şi convAy 0 . Avem de arătat că

0y   niTxi 1: . Deoarece 00 Tyy  deducem că 0
*

0 yTy  şi deci convA nu este
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inclusă în 0
* yT . Întrucât mulţimea 0

* yT este convexă, cel puţin un punct Axi  nu aparţine lui

0
* yT , adică .0 iTxy  

Vom da în continuare câteva exemple de multifuncţii K2M. Exemplele 2 şi 3 sunt cazuri

particulare ale exemplului 4. În primele 5 exemple domeniul de definiţie este convex, deci este

suficient să arătăm că multifuncţia este tare K2M. Nu se va întâmpla la fel şi în exemplul 6.

Exemplul 1: Fie E un spaţiu vectorial, D o submulţime convexă a lui E şi Df : R o

funcţie cvasiconvexă. Atunci multifuncţia DT : o E definită prin

 )()(: xfyfDyTx  Dx ,

este tare convexă; într-adevăr Txx ,  Dx şi deoarece f este cvasiconvexă se obţine uşor

că yT *  )()(: yfxfDx 

este mulţime convexă.

Exemplul 2: Fie E un spaţiu vectorial şi D o submulţime convexă a lui E. Fie

 EE: R o funcţională biliniară şi El : R o funcţională liniară. Atunci multifuncţia T :

D o D definită prin

 ,)(),(: xylxyyDyTx   Dx

este tare MK 2 ; într-adevăr Txx şi cofibrele lui T

 )(),(:* xylxyyDxT y  

sunt mulţimi convexe.

Exemplul 3: Fie  .,.,H un spaţiu prehilbertian, D o submulţime convexă a lui H şi

HDf : o funcţie oarecare. Atunci multifuncţia DT : o H definită prin

 ,0),(:  xyyfHyTx ,Dx

este tare K 2 M; într-adevăr Txx şi cofibrele

 0),(:*  xyyfDxyT

sunt mulţimi convexe.

Exemplul 4: Fie D o submulţime convexă a unui spaţiu vectorial E,  R şi

DD: R o funcţie cu proprietăţile:

(a) Dxxx  ,),( 

(b) Funcţia  Xy :),( R definită prin ),())(,( yxxy   este cvasiconcavă pe D,

 Dy .

Atunci multifuncţia T : D o D definită prin:
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 ,),(:   yxDyTx ,Dx

este tare K 2 M. Într-adevăr, din (a) rezultă că Txx ,  Dx , iar din (b) deducem că

cofibrele

   ),(:* yxDxyT

sunt mulţimi convexe.

Exemplul 5: Fie D o submulţime convexă a unui spaţiu vectorial E , Ep : R o

seminormă şi EDf : o funcţie arbitrară. Atunci multifuncţia DT : o D definită prin

 ,))(())((: xyfpyyfpDyTx  ,Dx

este tare K 2 M. Pentru a demonstra această afirmaţie este suficient să arătăm că dacă

 ))(())((:, *
21 yyfpxyfpDxyTxx 

şi ,1,0, 2121   atunci .*
2211 yTxx   Ţinând cont de relaţiile

),)(())(( yyfpxyfp i  2,1i vom avea

).)(())(())((

))(())(())((

21

22112211

yyfpyyfpyyfp

xyfpxyfpxxyfp







Exemplul 6: Fie Y o submulţime convexă a unui spaţiu vectorial ,E YD  o mulţime

arbitrară şi YD: R o funcţie cu proprietăţile:

(a) .),(,0),(),( DDyxxyyx 

(b) Funcţia  Yx :),( R, ),())(,( yxyx   este convexă pe ,Y .Dx

Atunci multifuncţia DT : oY definită prin

 0),(:  yxYyTx  ,Dx

este K 2 M.

Pentru a demonstra această afirmaţie fie   Dxxx n ,...,, 21 şi fie 



n

i
ii xy

1
0  şi ,0i





n

i
i

1
.1 Din (a) rezultă că

 .,...,2,1,,0),(),( njixxxx ijji 

Înmulţind relaţia de mai sus cu i şi însumând după i găsim
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  
 


n

i

n

i
ijijii njxxxx

1 1
.,...,2,1,0),(),( 

De aici şi din (b) rezultă





n

i
jjii yxxx

1
0 .0),(),( 

Folosind încă o dată convexitatea funcţiei ),( x deducem că

 
 


n

i

n

j
jjii yxyx

1 1
00 .0),(),( 

Rezultă că pentru cel puţin un punct ix are loc .0),( 0 yxi Aceasta înseamnă că

 11:0  niTxy i deci T este o multifuncţie K2M.

Propoziţia 2.4.2: Fie X o mulţime convexă într-un spaţiu vectorial topologic, D o

submulţime nevidă finită a lui X şi A o familie de submulţimi nevide ale lui D. Dacă DG : o

X este o multifuncţie cu valori deschise în X care satisface condiţia

),(AGconvA A A,

atunci există o multifuncţie DF : o X cu valori închise în X cu proprietăţile:

(i) DxGxFx  , ;

(ii)  AAFconvA ),( A.

Demonstraţie: Pentru fiecare )(DGy fie

(2.1)  .: GxyGxH y  

yH este o mulţime deschisă în X şi yHy . Deoarece spaţiile vectoriale topologice sunt spaţii

regulate, există o mulţime ,yU deschisă în ,X astfel încât

(2.2) .yyy HUUy 

Evident, A A avem  )(:)( AGyUAG y   .

De aici şi din (ii) rezultă că familia  )(: AGyU y  este o acoperire deschisă a mulţimii

.convA Cum convA este compactă, există o submulţime finită AV a lui )(AG astfel încât
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(2.3)  .: Ay VyUconvA  

Punem  AVV A :{ A}. Definim multifuncţia DF : o X prin

 GxUVyUFx y  ,: , .Dx

Pentru fiecare Dx , Fx este o mulţime închisă în .X Dacă Fx , atunci (i) are loc în mod

trivial. În caz contrar, Vy cu ,GxU y  din (2.1) şi (2.2) rezultă ,GxHU yy  deci

.GxFx 

Rămâne să arătăm că F satisface şi (ii). Fie A A şi .convAz Din (2.3) rezultă că 

AVy astfel ca .yUz Deoarece ,Gxy pentru un Ax rezultă că GxHU yy  şi

prin urmare ).(AGGxz  Deci ).(AGconvA 

Consecinţa 2.4.3: Fie X o submulţime convexă a unui spaţiu vectorial topologic şi D o

submulţime nevidă, finită a sa. Dacă DG : o X este multifuncţie K2M cu valori deschise în X,

atunci există o multifuncţie K2M cu valori închise în X, DF : o X astfel încât GxFx  ,

 Dx .

Consecinţa 2.4.4: Fie X o submulţime convexă a unui spaţiu vectorial topologic şi D o

submulţime nevidă, finită a sa. Dacă DF : o X este o multifuncţie cu valori închise în X

pentru care   ,: DxFxconvD 

atunci există o multifuncţie DG : o X cu valori deschise în X cu proprietăţile:

(i) GxFx  , Dx .

(ii)   DxGxconvD : .

Demonstraţie: Considerăm multifuncţia DG :1 o convD definită prin

,\1 FxconvDxG  .Dx

Din ipoteză se obţine imediat că 1G ia valori deschise în convD şi ).(1 DGconvD  În baza

Propoziţiei 2.2.2 (pentru convDX  şi A  D ) există o multifuncţie DF :1 oconvD cu

valori închise în convD , cu următoarele proprietăţi:

(2.4) DxxGxF  ,11

(2.5) ).(1 DFconvD 
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Deoarece convD este mulţime compactă, mulţimile xF1 sunt închise şi în .X O multifuncţie

care satisface condiţiile impuse este DG : o ,X definită prin

,\ 1xFYGx  .Dx

Într-adevăr, din (2.4) rezultă (i), iar (2.5) implică (ii). 

Observaţie: Condiţia ca mulţimea D să fie finită este esenţială în Propoziţia 2.4.2 şi în

Consecinţele 2.4.3 şi 2.4.4. Dacă ea este o mulţime infinită, cum avem în exemplul următor,

Consecinţa 2.4.3 şi implicit Propoziţia 2.4.2 nu mai sunt adevărate.

Fie D o mulţime care nu se reduce la un punct, convexă şi compactă într-un spaţiu

vectorial topologic şi fie DDs : o bijecţie, astfel încât xxs )( ,  Dx . Considerăm

multifuncţia DG : o D definită prin

 )(\ xsDGx  , Dx .

Se constată imediat că G este o multifuncţie K2M cu valori deschise în D şi că

  DxGx : .

Să presupunem că există o multifuncţie K2M, DF : o D cu valori închise în D , astfel

încât GxFx  , Dx . Deoarece D este mulţime compactă valorile Fx sunt compacte. Ştim

  DxFx : de unde se ajunge la contradicţia   DxGx : .

O noţiune mai generală decât cea de multifuncţie K2M este cea de multifuncţie GK2M.

Definiţie: Fie X o mulţime într-un spaţiu vectorial şi D o mulţime nevidă. O

multifuncţie DT : o ,X vom spune că este GK2M (”generalized K2M”) dacă DA o

mulţime nevidă finită,  XA: o funcţie astfel încât

conv ),()( BTB   .AB 

Această definiţie a fost introdusă de Chang şi Zhang. Aceeaşi noţiune, dar cu altă

denumire, apare cu un an mai devreme în lucrarea a lui Kassay şi Kolumban.

Observaţie: În general, funcţiile  din definiţia precedentă nu sunt injective. Este clar că

orice funcţie K2M este GK2M (reciproca acestei afirmaţii nu este întotdeauna adevărată).
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