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CATEVA REZULTATE DESPRE NUMERELE LUI FERMAT

CORNELIU MANESCU-AVRAM
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matematica din Prahova, editia a XXXVI-a, Snaia, 22 mai 2010

Because the F,, grow rapidly in size, a method which factors

Fr may be inadequate for F ., ... Thus, the difficulty of completely
factoring F,, by the fastest known method is not a monotonic
function of m.

Richard P. Brent

Sumar . Lucrarea prezinta unele metode de investigare a numerelor lui Fermat F,= 22" 4 1si aratd
cum pot fi factorizate direct, folosind fractiile continue sau polinoamele cu coeficienti Tntregi . Numerele Fs si Fg
sunt studiate in detaliu.

NUMERELE Fs Sl Fe

Numerele lui Fermat Fp, sunt prime pentru 0 < m < 4. Celelate numere Fermat sunt
compuse sau nu se cunoaste natura lor. Vom prezenta in continuare céte patru demonstratii ale
faptului c& numerele Fs si Fg sunt compuse. Fiecare demonstratie pune in lumina alte aspecte ale
problemel.

Numarul Fs:

|. Sunt adevarate egalititile 641 =27 - 5+1=2"+5% deci 2%+ 1=2% .2+ 1=
=2Y2"-5+1—-5%+1=(2"-5+1)[2®- (2" - 5— 1)(2"* - 5°+1)] , asadar F5 sedividecu
641.

[1. Numarul Fs = 2% + 1 = (2'%)? + 12 = 622642 + 204497 admite doud reprezentari diferite ca
suma de doud patrate. Se stie tnsd ¥ ¢4 un numar congruent cu 1 modulo 4 este prim daci si
numai daca admite o reprezentare unica sub forma unei sume de doua patrate de numere
naturale, abstractie facAnd de ordinea termenilor. Rezulta ca Fs este un numar compus. Folosind

aceste reprezentari, se poate determina un factor, egal cu (62264 + 224 20449, Fs) = 641.
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. Dacd x=2"+2°+1,y=2%z=2"+2°-22 w=2+2"+ 2"+ 2° + 1, atunci xw-yz =1,
xz+ yw = 2% deunde (¢ + V) (Z + WA) = (xz + yw)* + (xw — y2)* = 2% + 1, deci Fs esteun
numar compus.

IV. Fief =X¥+1, g=X"+ X" + 1. Din teorema Tmpértirii cu rest se obtine f= gq+ r, cu
qeZ[X]sir= —9X®8-9X"+5X%—6X*+2X>+ 7X?-5X - 7. Atunci r (2) = — 5g (2), deci

22+1=1(2)=g(2q(2) +r (2) =g (2)q(2) - 59 (2) sedividecu g (2) = 641.
Numarul Fg:

|. Este adevaratd descompunerea 2% + 1= (2%a+ 1)(2°%b + 1), unde a = 1071, b=2°c — 23" +
8

+ 2% - 2%a° + 2¥'a" - 2%%% + 2% — a, ¢ = 5 . Vom ardta c& numérul ¢ este natural.
Tntr-adevar, restul Tmpartirii polinomului f =[(X® — 1)(X? + 1)]® + 1 la polinomul

g=X*X® —1)(X?+1) + 1 ester = 188X°® — 153X " +308X ° — 437X +350X * — 466X >+ 374X ?-
— 298X +239, iar f (4) =a®+1, g (4) = 2%a+ 1 =p, r (4) = 39p, asadar f (4) se divide cu p, deci
numarul c este natural. Rezulta ca numarul Fg este compus.

1. Numérul Fe = 2% + 1 = (2392 + 12 = 40468032567 + 14387937592 admite doud reprezentari ca
suma de doua patrate de numere natural e, deci nu este un numar prim. Un factor a lui Fg estep =

= 28. 1071 + 1 = (4046803256 + 22 . 1438793759, Fg).

. Dacax=2"+22y=20+2*+ 22+ 1, u=2-22+ 1, v=2"+ 2"+ 2% atunci —xu +yv =
=2 xv+yu=1071% ¥ +y?* =28 . 1071 + 1= psi 2% + 1071* = ( —xu + y)? + (xv + yu)* =
= (¢ + YA)(U? + VA, de unde 1071* = — 2%*(mod p). Dar 2° - 1071 = — 1 (mod p), deci
2%.1071*= 1 (mod p), de unde 2*% - ( —2%) = — 2% =1 (mod p).

IV. Fief =X¥+1,g=X+X"=X®-X*+1, atunci f= gq + r, unde q € Z[X] si
r=—7X8+12X" - 3X® + X - 4X* + 5X3 - 3X*-6X + 7. Rezultd r (4) = — g (4), deci 2 + 1=
=f(4)=9g@)q@) +r (4 =9(@)q4)—-g(4) sedividecu g (4) = 274177.

Vom arata in continuare ca aceste procedee pot fi generalizate, daca se cunoaste un factor
prim al numarului Fn, m oarecare.

METODA POLINOMIALA

Aceata metoda este sugerata de a patra demonstratie, dar procedeul a fost folosit si la prima
demonstratie a faptului ca Fg este compus.

Fiep = 2"k + 1 un numar prim impar oarecare, n, k e N k impar. Este evident ca orice
numar prim admite o astfel de reprezentare. Se stie [* ¢4 dacé p este divizor a lui Fy,, atunci
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n=>m+ 2 (teoremalui Lucas). Deducem cd p admite reprezentarea p = 21+ 2™2+ ., + 2"t + 1,
unde ng, N, ..,ne Nm>m>..>n=m+2

Teoremal. Fief, g e Z[X], f=X?"+1,g= X"+ X"24 _+ X"+ 1sire Z X] restul
Tmpartirii lui f lag. Atunci Fr, sedivide cu p daca si numai daca r (2) sedivide cu p.

DEMONSTRATIE : Din teorema Tmpartirii cu rest in Z[X] obtinem f =gqg + r, unde g € Z[X],
deoarece coeficientul termenului de grad maxim al lui g esteegal cu 1. Rezultd f (2) =
=9g(2q@) +r(2).Darf(2) =Fm,g(2) =p,deci F,=r (2) (mod p) .

EXEMPLE. 1. Fief = X' +1, g = X® + X? + XZ + X0 = X® + XB + X* + X0 —x3* + x¥ -
—XT+XP+ X=X+ X®+ XM+ X0+ X%+ 1, p=2°- 116503103764643 + 1. Pe aceastd
cale nu putem obtine un rezultat concludent, deoarece numerele care intervin sunt prea mari.

2.Fief=X¥+1,g=X*+3X+1,p=2"-5+ 1. Atunci g (5) = psi 7 = — 300X> - 12X?* +
+ 217X + 178, under se obtine prin reducerea modulo p a coeficientilor lui r, deci 7 (5) =
=0 (mod p). Dar 5% - 2*? sedivide cu 5% + 2% = p, deci Fs =f (5) = 0 (mod p).

3. Fief=X%+1,g=X?-47X +4,p=2%. 1071 + 1. Atunci g (1071) = 4p, T = — 71294X +
+ 134668, deci f (1071) =7( 1071) = 0 (mod p). Am vézut insa ca de aici se obtine Fg =
= 0(mod p).

4 Fief=X¥+1,g=X*+11X3-5X?+9X +1,p=2%. 37 + 1. Atunci g(37)=p, 7 =

= —164013X° - 300182X* — 1041991X + 1181351, deci f (37) =7 (37) = 0 (mod p). Vom
vedea in paragraful urmator ca de aici rezultd F9 =0 (mod p)

5 Fief=4Xx0+1,g=X"+X®+2X>+1,p=2%.37+1 Atunci f (8) =Fo, g(8) = p..
Metoda nu este eficienta nici Tn acest caz.

DESCOMPUNEREA DIRECTA

Prima demonstratie a faptului ca numarul Fg este compus poate fi extinsa la un cadru mai
general.

Teorema 2. Fiep=2"a+ 1 un numér prim, n,a € N', aimpar si n = 2° s € N. Atunci Fp, se
divide cu p daca si numai daca Fn-«a) = a®"" + 1 sedividecu p.

DEMONSTRATIE : Presupunem cd Fr, sedividecu p. Din 2"a = 2%a= —1 (mod p) rezulta,
prin ridicare la puterea 2™~ °

(Fm—1) a?" = 1 (mod p),

3
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deci Fm-<(@) = a2"  +1 =0 (mod p).

Dacé Fr_ (@) sedividecu p, atunci a®”~ = — 1 (mod p). Din 2%°a = — 1 (mod p) se obtine

1=(27a)" =22". (~1) =—Fn+1(mod p),
deci Fr, sedividecu p.

EXEMPLUL 6. Dacdm=9, n= 16, a= 37, atunci s= 4 si Fg sedividecu p=2° . 37 + 1 daci si
numai daca Fs(37) = 37% + 1 sedivide cu p.

Acest fapt explica de ce unii divizori primi ai numerelor lui Fermat sunt si divizori ai unor
numere Fermat generalizate. Avem, de exemplu, urmatoarea

Teorema 3. Dacd a, b e N si a+ b esteimpar, atunci F5(2°5°) = (2°57)* + 1 se divide cu 641.

DEMONSTRATIE : Am vizut ¢ 2%2 =52 = —1 (mod 641), deci F5(2°%5%) = (—1)%(—1)? + 1=
= 0(mod 641).
METODA FRACTIILOR CONTINUE

O demonstratie simpla a faptului c& numarul Fe este compus este data de F. Dyson *3, folosind
argumente similare cu cele din prima demonstratie pentru Fs. Daca

p=1+2% sif=(2°—1)(2*+1), (1)
atunci
2% —1=fg, undeg=(2°+1)(2° —2* +1). (2)
Cautam o factorizare de forma
2+ 1=0C+y)(Z+ W), 22 —i=(x+iy)(z—iw), (3)
conditii care sunt indeplinite daca
xz+yw=2% xw—yz=1, X +y*=p. (4)

Pentru z = gx, w= gy, obtinem in (3) (x +iy)g(x —iy) = gp si gp = 2% + a este apropiat de 2%, cu
Z w
diferenta a = g — 2° = 15409 calculata din (1) si (2). Rezulta c& rapoartele x Si ? sunt

apropiate de g, deci putem incerca
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Z=gx—sS, w=gy—t, (5)
cu s, t numereintregi relativ mici. Atunci (3) are loc numai daca
X+y*=p, xs+yt=a, ys—xt=1. (6)
Din (6) rezultd
a?+1=pu, u=s+t° (7)

Cum intregii p si a sunt cunoscuti si relativ mici, putem gasi prin incercari solutia pentru (6) si
(7), anume x =516, y = 89, s= 29, t = 5, u = 866. Solutia pentru (6) si (7), cu zsi w dati de (5)
furnizeaza o solutie pentru (3). Factorizarea (2) pentru 2 2* — 1 ne conduce direct lafactorizarea
(3) a numérului Fg = 2% + 1.
Sistemul de ecuatii (6) si (7) poate fi rezolvat folosind o teorema a lui Serret (2] despre fractiile
. , . N A A . N :
continue. Fie p si a doua numere Tntregi prime intre ele, 0 < a < p. Fractia ordinara . poate fi

reprezentata ca o fractie continua cu caturile partiale (g, j = 1, ..., n) in exact doua moduri, cu n
par sau impar. Intr-o reprezentare, ultimele doud caturi sunt [c, 1], cu ¢ numar natural. Tn cealaltd
reprezentare, ultimele doud caturi sunt inlocuite de un singur cét, anume [ ¢ + 1], celelalte céturi

N : , - N y L p
raman neschimbate. Fractia continua cu n caturi corespunzatoare fractiei ordinare a se numeste

palindromica daca g = ay+1-j,j =1, ..., n.

Teorema 4 (Serret). Fractia continuad cu n caturi partiale corespunzatoare fractiei ordinare P

este palindromica daca si numai dacé existd un intreg u astfel incat pu=a®+( — 1)".
Pentru demonstratie se poate consulta 2.

Fie A o multime ordonatd de numere naturale nenule si S(A) numaréatorul fractiei continue ale
carei caturi partiale sunt elementele lui A. De exemplu, (@ 1=1, @) =a, Ya, b) =1+ ab,
Sa, b, ) =a+ ¢ + abc, etc. Daci p este un numér prim care divide numarul a®+ 1, unde

O<a<psia=22""(modp), me N, atunci a2+ 1 = Fy, =0 (mod p), deci p este divizor a
numarului Fermat Fr,,. Conform teoremei lui Serret, fractia continua corespunzatoare fractiei

. p . -
ordinare o este palindromica

i

Z = [al’ ey ak’ akl LELN ] a-l]

si solutia sistemului (6) este [*?
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p=Yay, .., a, a, ..., a1), a=ay, ..., &, &, .. , a1),

x=Ya, ..., &), y=Yay, ..., &-1),
s=Yay, ..., &), t=Yay, ..., a-1). (8)

EXEMPLE. 7. Dacd m=5, p = 641, a = 154, atunci 154 = 2'® (mod 641) si 154% + 1= 37 - 641,
deci Fs = 2% + 1 se divide cu 641. Avem

641 1 _
o, At P =[4,6,6,4], deci p=S(4, 6,6, 4) = 641, a= S(6, 6, 4) = 154,

6+Z

Xx=94,6)=25y=94)=4,s=96)=6,t=90) =1.

8. Dacd m= 6, p = 274177, a = 15409, atunci 15409 = 2% (mod 274177) si 15409° + 1 =
= 866 - 274177, deci Fg = 2% + 1 se divide cu 274177. Avem

274177
205 171315513117, deci p=S(17,1315513117) = 274177, a=

=51,3,1,5,5,1,3,1,17) = 15409, x = §(17,1,3,1,5)= 516, y = §(17,1,3,1) = 89, s = Y1,3,1,5) = 29,
t=51,31) =5.

F. Dyson [*¥ observé ca pentru m = 5 toate caturile partiale sunt numere pare, pe cand pentru
m = 6 toate caturile partiale sunt impare si pune Tntrebarea daca exista o reguld generala sau acest
fapt este intamplator. Dupa cum se constata din calculele prezentate in Anexa, al doilea raspuns
este cel corect.

CUM GASIM UN FACTOR PRIM?

Orice numar prim impar p poate fi reprezentat in mod unic subforma p=2"% +1,n, k e N, k

impar. Daca p este un divizor a Iui Fr, atunci n = m+ 2 (Lucas, *¥). Sa aratdm cum poate fi
gasit divizorul 641 al lui Fs. Un divizor oarecare a |ui Fs este de forma 128k + 1. Avem

128 - 1+ 1sedividecu 3, 128 - 2 + 1 = 257 = Fg, se stie insa ¥ c& numerele lui Fermat sunt
primeintre ele, deci F3; nu estedivizor a lui F5, 128 - 3+ 1 sedividecu5, 128 - 4 + 1 sedivide
cu 3. Rezulta ca primul candidat este 128 - 5 + 1 = 641 si am vazut c& acest numar prim este intr -
adevar divizor al lui Fs.

Investigarea numerelor Fermat mai mari se face cu gjutorul calculatorului (a se vedea
bibliografia). S-au obtinut rezultate practice spectaculoase, dar ele nu au fost inca incluse intr -o
teorie. Se pot da Tnsa conditii necesare pe care trebuie sa le satisfaca divizorii numerelor lui
Fermat.
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Teorema5.Dacdm=4t+1,te N sip=2""%+ 1 esteun divizor primal lui Fy, atunci

k> 5.
DEMONSTRATIE : Avem
2" 4+1=(15+1)"- (9 —1)+1=—1+1=0(mod3),

2%*3.24+1=2%*% 1 1 este prim numai daca este numér Fermat, dar Tn acest caz el nu este
divizor a lui Fp, deoarece numerele Fermat sunt primeintre ele,

21"%.3+1=(15+1)"- (5+3) - 3+1=3-3+1=0(mod5),
2%*3.44+1=2""°+1=(15+1)"- (83— 1) +1= —1+1=0(mod 3).
Evident, de aici se obtine k = 5.

Exista numeroase exemple de divizori p=2"-5+ 1 ai numerelor lui Fermat F,,cun —m= 2,
dar si exemple Tn care n — m> 2. Teorema precedenta poate fi formulata mai general astfel :

Dacd p=2"k+ 1esteun divizor primal lui Fy, sin = 3 (mod 4), atunci k = 5.

Note. Descompunereain factori anumerelor lui Fermat incepe cu Leonhard Euler (Fs, 1732) si
continué pand astazi 49,
: L p—1 . .
O alternativa de calcul a lui adin (7) estea = ES | (mod p). Pentru conversia fractiilor
ordinare Tn fractii continue am folosit calculatorul lui Dario Alpern [16]

ANEXA

Tabelul contine cel mai mic divizor prim p al numarului F,, 5=m <23, a= 22" (mod p)
si solutia x a sistemului de ecuatii X* +y*=p, xs+yt=a,ys —xt = 1. Vaorilep, a, y, s, t se obtin
din egalitatile (8).

5 |2".5+1 S(4,6)
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6 | 2% 1071+1 517,1,3,1,5)
7 | 2°.116503103764643 +1 | §309,3,1,33,1,1,3,4,1,2,2,1,3,3,1,1,6,4,1,1,1,1)
8 | 2. 604944512477 + 1 S(2,3,4,6,13,2,27,9,19,1)
9 |2%.37+1 S2,6,1,1,4,12)
10 | 2*2. 11131 +1 S(11,2,4,1,2,1,3,1,2)
11|2%2.39+1 S5,1,1,3,4,3)
122" 7+1 S(2,21,5,1)
13 | 2° . 41365885 + 1 S1,3334,1,3,7121114,11)
142" . 178.. 717 +1 ?)
15| 2* 579 +1 $2,10,1,1,1,6,1,1,1,23)
16 | 291575+ 1 $2,1,1,10,2,1,10,11,1)
17 | 2"°. 59251857 + 1 S(2,2,4,1,81,70,1,3,4,17)
18 [ 2% .13+1 S8,2,1,147)
19 | 2**. 33629 + 1 S1,4,1,1,1,2,1,2,5,1,1,4,2,1,3,2)
20 | e compus, dar nu se cunoaste
niciun factor prim 1%
21| 2% .534689 + 1 §(1,11,11,11,1,1,2,25,1,2,3)
22 |2* .385..211+1 ™ ?)
23|2®.5+1 $2,1,1,3,98,1,1,3)
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