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Because the Fm grow rapidly in size, a method which factors

Fm may be inadequate for Fm+1 ... Thus, the difficulty of completely

factoring Fm by the fastest known method is not a monotonic

function of m.

Richard P. Brent

Sumar. Lucrarea prezintă unele metode de investigare a numerelor lui Fermat Fm = 2 + 1şi arată
cum pot fi factorizate direct, folosind fracţiile continue sau polinoamele cu coeficienţi întregi . Numerele F5 şi F6

sunt studiate în detaliu.

NUMERELE F5 ŞI F6

Numerele lui Fermat Fm sunt prime pentru 0 m 4. Celelalte numere Fermat sunt
compuse sau nu se cunoaşte natura lor. Vom prezenta în continuare câte patru demonstraţii ale
faptului că numerele F5 şi F6 sunt compuse. Fiecare demonstraţie pune în lumină alte aspecte ale
problemei.

Numărul F5 :

I. Sunt adevărate egalităţile 641 = 2 7 · 5 + 1 = 24 + 54, deci 232 + 1 = 228 · 24 + 1 =

= (27)4(27 · 5 + 1 54) + 1 = (27 · 5 + 1)[228 – (27 · 5 1)(214 · 52 + 1)] , aşadar F5 se divide cu
641.

II. Numărul F5 = 232 + 1 = (216)2 + 12 = 622642 + 204492 admite două reprezentări diferite ca
sumă de două pătrate. Se ştie însă [14] că un număr congruent cu 1 modulo 4 este prim dacă şi
numai dacă admite o reprezentare unică sub forma unei sume de două pătrate de numere
naturale, abstracţie făcând de ordinea termenilor. Rezultă că F5 este un număr compus. Folosind

aceste reprezentări, se poate determina un factor, egal cu (62264 + 2 ·20449, F5) = 641.
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III. Dacă x = 24 + 23 + 1, y = 22, z = 211 + 29 – 22, w = 28 + 27 + 24 + 23 + 1, atunci xw – yz = 1,
xz + yw = 216, de unde (x2 + y2)(z2 + w2) = (xz + yw)2 + (xw yz)2 = 232 + 1, deci F5 este un
număr compus.

IV. Fie f = X32 + 1, g = X9 + X7 + 1. Din teorema împărţirii cu rest se obţine f = gq + r, cu

q  [X] şi r = 9X8 – 9X7 + 5X6 – 6X4 + 2X3 + 7X2 – 5X – 7. Atunci r (2) = 5g (2), deci

232 + 1 = f (2) = g (2)q (2) + r (2) = g (2)q (2) – 5g (2) se divide cu g (2) = 641.

Numărul F6 :

I. Este adevărată descompunerea 264 + 1 = (28a + 1)(28b + 1), unde a = 1071, b = 256c 248a7 +

+ 240a 6 – 232a5 + 224a4 – 216a3 + 28a2 – a, c = . Vom arăta că numărul c este natural.

Într-adevăr, restul împărţirii polinomului f = [(X3 1)(X2 + 1)]8 + 1 la polinomul

g = X4(X3 1)(X2 + 1) + 1 este r = 188X8 – 153X7 +308X6 – 437X5 +350X4 – 466X3+ 374X2 -– 298X +239, iar f (4) = a8 + 1, g (4) = 28a + 1 = p, r (4) = 39p, aşadar f (4) se divide cu p, deci
numărul c este natural. Rezultă că numărul F6 este compus.

II. Numărul F6 = 264 + 1 = (232)2 + 12 = 40468032562 + 14387937592 admite două reprezentări ca
sumă de două pătrate de numere natural e, deci nu este un număr prim. Un factor al lui F6 este p =

= 28 · 1071 + 1 = (4046803256 + 2 · 1438793759, F6 ).

III. Dacă x = 29 + 22, y = 26 + 24 + 23 + 1, u = 28 – 23 + 1, v = 211 + 27 + 22, atunci xu + yv =
= 216, xv + yu = 10712, x2 + y2 = 28 · 1071 + 1= p şi 232 + 10714 = ( xu + yv)2 + (xv + yu)2 =
= (x2 + y2)(u2 + v2), de unde 10714 232(mod p). Dar 28 · 1071 1 (mod p), deci
232 · 10714 1 (mod p), de unde 232 · ( 232) 264 1 (mod p).

IV. Fie f = X32 + 1, g = X9 + X7 – X6 – X4 + 1, atunci f = gq + r, unde q  [X] şi
r = 7X8 + 12X7 – 3X6 + X5 – 4X4 + 5X3 – 3X2 – 6X + 7. Rezultă r (4) = g (4), deci 264 + 1 =

= f (4) = g (4)q (4) + r (4) = g (4)q (4) – g (4) se divide cu g (4) = 274177.

Vom arăta în continuare că aceste procedee pot fi generalizate, dacă se cunoaşte un factor
prim al numărului Fm, m oarecare.

METODA POLINOMIALĂ

Aceată metodă este sugerată de a patra demonstraţie, dar procedeul a fost folosit şi la prima
demonstraţie a faptului că F6 este compus.

Fie p = 2nk + 1 un număr prim impar oarecare, n, k  *, k impar. Este evident că orice
număr prim admite o astfel de reprezentare. Se ştie [14] că dacă p este divizor al lui Fm, atunci



Revista Electronică MateInfo.ro ISSN 2065 – 6432 Nr. Iunie 2010 www.MateInfo.ro

3

n m + 2 (teorema lui Lucas). Deducem că p admite reprezentarea p = 2 + 2 + ...  + 2 + 1 ,

unde n1, n2, ..., nt  , n1 > n2 > ... > nt m + 2.

Teorema 1. Fie f, g  [X], f = + 1, g = + + ... + + 1 şi r [X] restul
împărţirii lui f la g. Atunci Fm se divide cu p dacă şi numai dacă r (2) se divide cu p.

DEMONSTRAŢIE : Din teorema împărţirii cu rest în [X] obţinem f = gq + r, unde q  [X],
deoarece coeficientul termenului de grad maxim al lui g este egal cu 1. Rezultă f (2) =
= g (2)q (2) + r (2). Dar f (2) = Fm , g (2) = p, deci Fm r (2) (mod p) .

EXEMPLE. 1. Fie f = X128 +1, g = X55 + X54 + X52 + X50 X45 + X43 + X41 + X40 X34 + X30

X27 + X25 + X24 X20 + X16 + X14 + X10 + X9 + 1, p = 29 · 116503103764643 + 1. Pe această
cale nu putem obţine un rezultat concludent, deoarece numerele care intervin sunt prea mari.

2. Fie f = X32 +1, g = X4 + 3X + 1, p = 27 · 5 + 1. Atunci g (5) = p şi = 300X3 – 12X2 +
+ 217X + 178, unde se obţine prin reducerea modulo p a coeficienţilor lui r, deci (5)

0 (mod p). Dar 532 – 232 se divide cu 54 + 24 = p, deci F5 f (5) 0 (mod p).

3. Fie f = X8 + 1, g = X2 – 47X + 4, p = 28 · 1071 + 1. Atunci g (1071) = 4p, = 71294X +
+ 134668, deci f (1071) ( 1071) 0 (mod p). Am văzut însă că de aici se obţine F6

0(mod p).

4. Fie f = X32 + 1, g = X4 + 11X3 – 5X2 + 9X + 1, p = 216 · 37 + 1. Atunci g(37) = p, =

164013X3 – 300182X2 1041991X + 1181351, deci f (37) (37) 0 (mod p). Vom
vedea în paragraful următor că de aici rezultă F9 0 (mod p)

5. Fie f = 4X170 + 1, g = X7 + X6 + 2X5 + 1, p = 216 · 37 +1. Atunci f (8) = F9, g( 8) = p .
Metoda nu este eficientă nici în acest caz.

DESCOMPUNEREA DIRECTĂ

Prima demonstraţie a faptului că numărul F6 este compus poate fi extinsă la un cadru mai
general.

Teorema 2. Fie p = 2na + 1 un număr prim, n, a  *, a impar şi n = 2s, s  . Atunci Fm se

divide cu p dacă şi numai dacă Fm – s(a) = + 1 se divide cu p.

DEMONSTRAŢIE : Presupunem că Fm se divide cu p. Din 2na = 2 a 1 (mod p) rezultă,
prin ridicare la puterea 2m – s

(Fm 1) 1 (mod p),
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deci Fm – s(a) = + 1 0 (mod p).

Dacă Fm – s(a) se divide cu p, atunci 1 (mod p). Din 2 a 1 (mod p) se obţine

1 2 2 · 1 Fm + 1 (mod p),

deci Fm se divide cu p.

EXEMPLUL 6. Dacă m = 9, n = 16, a = 37, atunci s = 4 şi F9 se divide cu p = 216 · 37 + 1 dacă şi
numai dacă F5(37) = 3732 + 1 se divide cu p.

Acest fapt explică de ce unii divizori primi ai numerelor lui Fermat sunt şi divizori ai unor
numere Fermat generalizate. Avem, de exemplu, următoarea

Teorema 3. Dacă a, b   şi a + b este impar, atunci F5(2
a5b) = (2a5b)32 + 1 se divide cu 641.

DEMONSTRAŢIE : Am văzut că 232 532 1 (mod 641), deci F5(2
a5b) 1 1 + 1

0 (mod 641).

METODA FRACŢIILOR CONTINUE

O demonstraţie simplă a faptului că numărul F6 este compus este dată de F. Dyson [12], folosind
argumente similare cu cele din prima demonstraţie pentru F5. Dacă

p = 1 + 28f şi f = (26 1)(24 + 1), (1)

atunci

224 1 = fg, unde g = (26 + 1)(28 24 + 1). (2)

Căutăm o factorizare de forma

264 + 1 = (x2 + y2)(z2 + w2), 232 i = (x + iy)(z iw), (3)

condiţii care sunt îndeplinite dacă

xz + yw = 232, xw yz = 1, x2 + y2 = p.                                            (4)

Pentru z = gx, w= gy, obţinem în (3) (x + iy)g(x iy) = gp şi gp = 232 + a este apropiat de 232, cu

diferenţa a = g 28 = 15409 calculată din (1) şi (2). Rezultă că rapoartele şi sunt

apropiate de g, deci putem încerca
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z = gx s, w = gy t,                                                         (5)

cu s, t numere întregi relativ mici. Atunci (3) are loc numai dacă

x2 + y2 = p, xs + yt = a, ys xt = 1. (6)

Din (6) rezultă

a2 + 1 = pu, u = s2 + t2.                                                        (7)

Cum întregii p şi a sunt cunoscuţi şi relativ mici, putem găsi prin încercări soluţia pentru (6) şi
(7), anume x = 516, y = 89, s = 29, t = 5, u = 866. Soluţia pentru (6) şi (7), cu z şi w daţi de (5)
furnizează o soluţie pentru (3). Factorizarea (2) pentru 2 24 – 1 ne conduce direct la factorizarea
(3) a numărului F6 = 264 + 1.

Sistemul de ecuaţii (6) şi (7) poate fi rezolvat folosind o teoremă a lui Serret [12] despre fracţiile

continue. Fie p şi a două numere întregi prime între ele, 0 < a < p. Fracţia ordinară poate fi

reprezentată ca o fracţie continuă cu câturile parţiale ( aj, j = 1, ... , n) în exact două moduri, cu n
par sau impar. Într-o reprezentare, ultimele două câturi sunt [ c, 1], cu c număr natural. În cealaltă
reprezentare, ultimele două câturi sunt înlocuite de un singur cât, anume [ c + 1], celelalte câturi

rămân neschimbate. Fracţia continuă cu n câturi corespunzătoare fracţiei ordinare se numeşte

palindromică dacă aj = an + 1 – j , j = 1, ... , n.

Teorema 4 (Serret). Fracţia continuă cu n câturi parţiale corespunzătoare fracţiei ordinare

este palindromică dacă şi numai dacă există un întreg u astfel încât pu = a2 + ( 1)n.

Pentru demonstraţie se poate consulta [12].

Fie A o mulţime ordonată de numere naturale nenule şi S(A) numărătorul fracţiei continue ale
cărei câturi parţiale sunt elementele lui A. De exemplu, S( ) = 1, S(a) = a, S(a, b) = 1 + ab,
S(a, b, c) = a + c + abc, etc. Dacă p este un număr prim care divide numărul a2 + 1, unde

0 < a < p şi a 2 (mod p), m  *, atunci a2 + 1 Fm 0 (mod p), deci p este divizor al

numărului Fermat Fm. Conform teoremei lui Serret, fracţia continuă corespunzătoare fracţiei

ordinare este palindromică

= [a1, ... , ak, ak, ... , a1]

şi soluţia sistemului (6) este [12]
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p = S(a1, ... , ak, ak, ... , a1), a = S(a2, ... , ak, ak, ... , a1),

x = S(a1, ... , ak), y = S(a1, ... , ak - 1),

s = S(a2, ... , ak), t = S(a2, ... , ak - 1). (8)

EXEMPLE. 7. Dacă m = 5, p = 641, a = 154, atunci 154 216 (mod 641) şi 1542 + 1 = 37 · 641,
deci F5 = 232 + 1 se divide cu 641. Avem

=  4 + = [4, 6, 6, 4],  deci p = S(4, 6, 6, 4) = 641, a = S(6, 6, 4) = 154,

x = S(4, 6) = 25, y = S(4)= 4, s = S(6) = 6, t = S( ) = 1.

8. Dacă m = 6, p = 274177, a = 15409, atunci 15409 232 (mod 274177) şi 154092 + 1 =
=  866 · 274177, deci F6 = 264 + 1 se divide cu 274177. Avem

= [17,1,3,1,5,5,1,3,1,17], deci p = S(17,1,3,1,5,5,1,3,1,17) = 274177, a =

= S(1,3,1,5,5,1,3,1,17) = 15409, x = S(17,1,3,1,5)= 516, y = S(17,1,3,1) = 89, s = S(1,3,1,5) = 29,
t = S(1,3,1) = 5.

F. Dyson [12] observă că pentru m = 5 toate câturile parţiale sunt numere pare, pe când pentru
m = 6 toate câturile parţiale sunt impare şi pune întrebarea dacă există o regulă generală sau acest
fapt este întâmplător. După cum se constată din calculele prezentate în Anexă, al doilea răspuns
este cel corect.

CUM GĂSIM UN FACTOR PRIM?

Orice număr prim impar p poate fi reprezentat în mod unic sub forma p = 2nk + 1, n, k  *, k

impar. Dacă p este un divizor al lui Fm, atunci n m + 2 (Lucas, [14]). Să arătăm cum poate fi
găsit divizorul 641 al lui F5. Un divizor oarecare al lui F5 este de forma 128k + 1. Avem
128 · 1 + 1 se divide cu 3, 128 · 2 + 1 = 257 = F3, se ştie însă [14] că numerele lui Fermat sunt
prime între ele, deci F3 nu este divizor al lui F5 , 128 · 3 + 1 se divide cu 5, 128 · 4 + 1 se divide
cu 3. Rezultă că primul candidat este 128 · 5 + 1 = 641 şi am văzut că acest număr prim este într -
adevăr divizor al lui F5.

Investigarea numerelor Fermat mai mari se face cu ajutorul calculatorului (a se vedea
bibliografia). S-au obţinut rezultate practice spectaculoase, dar ele nu au fost încă incluse într -o
teorie. Se pot da însă condiţii necesare pe care trebuie să le satisfacă divizorii numerelor lui
Fermat.
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Teorema 5. Dacă m = 4t + 1, t  * şi p = 2m + 2k + 1 este un divizor prim al lui Fm, atunci

k 5.

DEMONSTRAŢIE : Avem

24t + 3 + 1 = (15 + 1)t · (9 1) + 1 1 + 1 0 (mod 3),

24t + 3 · 2 + 1 = 24t + 4 + 1 este prim numai dacă este număr Fermat, dar în acest caz el nu este
divizor al lui Fm, deoarece numerele Fermat sunt prime între ele,

24t + 3 · 3 + 1 = (15 + 1)t · (5 + 3) · 3 + 1 3 · 3 + 1 0 (mod 5),

24t + 3 · 4 + 1 = 24t + 5 + 1 = (15 + 1)t · (33 1) + 1 1 + 1 0 (mod 3).

Evident, de aici se obţine k 5.

Există numeroase exemple de divizori p = 2n · 5 + 1 ai numerelor lui Fermat Fm, cu n m = 2,
dar şi exemple în care n m > 2. Teorema precedentă poate fi formulată mai general astfel :

Dacă p = 2n k + 1 este un divizor prim al lui Fm şi n 3 (mod 4), atunci k 5.

Note. Descompunerea în factori a numerelor lui Fermat începe cu Leonhard Euler (F5, 1732) şi
continuă până astăzi [14], [15].

O alternativă de calcul a lui a din (7) este a ! (mod p). Pentru conversia fracţiilor

ordinare în fracţii continue am folosit calculatorul lui Dario Alpern [16].

ANEXĂ

Tabelul conţine cel mai mic divizor prim p al numărului Fm,  5 23, a 2 (mod p)
şi soluţia x a sistemului de ecuaţii x2 + y2 = p, xs + yt = a, ys xt = 1. Valorile p, a, y, s, t se obţin
din egalităţile (8).

m p x

5 27 · 5 + 1 S(4,6)
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6 28 · 1071 + 1 S(17,1,3,1,5)

7 29 · 116503103764643 + 1 S(309,3,1,33,1,1,3,4,1,2,2,1,3,3,1,1,6,4,1,1,1,1)

8 211 · 604944512477 + 1 S(2,3,4,6,13,2,27,9,19,1)

9 216 · 37 + 1 S(2,6,1,1,4,12)

10 212 · 11131  + 1 S(11,2,4,1,2,1,3,1,2)

11 213 · 39 + 1 S(5,1,1,3,4,3)

12 214 · 7 + 1 S(2,21,5,1)

13 216 · 41365885 + 1 S(1,3,3,3,4,1,3,7,1,2,1,1,14,1,1 )

14 216 · 178 ... 717 + 1 [15] S(?)

15 221 ·579 + 1 S(2,10,1,1,1,6,1,1,1,23)

16 219 ·1575 + 1 S(2,1,1,10,2,1,10,11,1)

17 219 · 59251857 + 1 S(2,2,4,1,8,1,70,1,3,4,17)

18 220 · 13 + 1 S(8,2,1,147)

19 221 · 33629 + 1 S(1,4,1,1,1,2,1,2,5,1,1,4,2,1,3,2 )

20 e compus, dar nu se cunoaşte

niciun factor prim [15]

21 223 · 534689 + 1 S(1,11,11,11,1,1,2,25,1,2,3)

22 224 · 385 ... 211 + 1 [15] S(?)

23 225 · 5 + 1 S(2,1,1,3,98,1,1,3)
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