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Legătura dintre măsurile Radon şi Borel pe R

Prof. Mărinică Nicoleta Daniela

Şcoala cu cls. I-VIII Greceşti, jud. Dolj

Vom folosi Teorema de reprezentare Riesz pentru a arăta că orice măsură Borel pozitivă,

finită local pe R este o măsură Radon ( implicaţ ia inversă reiese din definiţie )

Lemă.

Dacă  este o măsură Radon  -finită şi EB  atunci pentru   >0 ( ) o mulţime

deschisă U şi o mulţime închisă F astfel încât  F EU şi  (U\F) <  .

Demonstraţie.

Cum  este  -finită există mulţimile distincte E K  B  cu  ( E K ) <  astfel încât E = 

E K . Cum  este regulară exterior există mulţimile deschise U K  E K astfel încât  ( U K \ E K )

< 2 1k  . Atunci U =  U K este deschisă, U E şi

 (U\E)  
k

 ( U K \ E K ) 
2


.

Cum E C = R\E este o mulţime Borel putem aplica acel aşi argument pentru E C pentru a găsi o

mulţime deschisă V  E C cu  (V\ E C ) 
2


. Deci, F = V C este închisă, F E şi  ( E\F) =

 ( V\ E C )
2


. În concluzie,

 (U\F)  (U\E)+  (E\F)
2


+

2


=
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Acum, putem completa caracterizarea noastră cu măsurile Radon pe axa reală.

Teoremă.

Clasa măsurilor Radon pe R coincide cu c lasa măsurilor pozitive local finite pe R.

Demonstraţie.

Din definiţie, dacă  este măsură Radon atunci este o măsură  Borel pozitivă, finită local.

Reciproc, presupunem că  este o măsură Borel pozitivă, local f inită.

Vom arăta că  este regulară şi deci este o măsură Radon. Cum C C (R)L 1 ( ) putem defini <f,

 > =  f d pentru f C C (R) şi astfel se defineşte o funcţională liniară pozitivă pe C C (R).

Teorema de reprezentare Riesz implică faptul că există o măsură Radon  astfel încât <f,

 > = <f,  > pentru f  C C (R).

Presupunem că U este orice submulţime deschisă a lui R . Atunci putem scrie U= 


1j
jK

unde fiecare K j este compact .

Susţinem că  f n  C C (R) cu 0 1 nf şi supp(f n )U astfel încât f n = 1 pe 
n

j
jK

1

şi

pe 
1

1





n

j

supp(f n ).

Pentru a demonstra aceasta vom face inducţie.

Pentru n=1 există o funcţie f 1 C C (R) ce satisface 0  f 1 1, supp(f 1 )U şi f 1 = 1 pe K 1 .

Presupunem că f 1 ,f 2 ... f n au fost construite astfel încât să satisfacă proprietăţile cerute. Atunci

cum
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F = (
1

1





n

j
jK ) (

n

j 1

supp(f j ))

este o submulţime compactă a lui U putem spune că f 1n  C C (R) astfel încât          0  f 1n 1 1,

supp(f 1n ) U şi f 1n = 1 pe F. Aceasta completează inducţia.

Din definiţie, şirul {f n } Nn este şir monoton crescător de funcţii şi f n 

U punctual.Din Teorema de convergenţă monotonă aplicată lui  şi  avem

 (U) =   dU =
n

lim  nf d  =
n

lim  df n =  U d

Deci,  şi  sunt egale pe toate mulţimile deschise.

Fie acum E orice mulţime Borel şi alegem  >0. Atunci, din lemă rezultă că  un deschis

U şi o mulţime închisă F astfel încât F EU şi  (U\F) <  .

Cum U\F este deschisă,  şi  îi asignează aceeaşi măsură, deci av em  ( U\F) <  de

asemenea. Mai mult

 (U) =  (U\F) +  (F)   +  (E)

Deci,  (E) = inf { (U) : UE, U deschis} deci  este regulară exterior pe  mulţime

Borel.

De asemenea, avem

 (E) =  (E\F) +  (F)   +  (F).

Deşi F nu trebuie neapărat să fie compactă, dacă definim F K =F [-K, K] atunci F K este

compactă şi  ( F K )  (F). Dacă  (E) <  atunci există un k astfel încât  ( F K ) (F) -

 şi, deci,  ( F K ) (E) - 2 .Dacă  (E) =  atunci  (F) =  de asemenea şi deci  ( F K )

  . În orice caz, concluzionăm că  (E)=sup{ (K), KE, K compact}, deci  este interior

regulată pe orice mulţime Borel.
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Deci  este regulată  şi, deci, este o măsură Radon. De fapt, prin unicitatea afirmaţiilor

din Teorema de reprezentare Riesz avem de fapt  =  .

Corolar.

Următoarele afirmaţii sunt echivalente:

a)  este o măsură Borel pozitivă, local finită pe R

b)  este o măsură Borel pozitivă, regulată, local finită pe R

c)  este o măsură Radon pe R

Următoarele afirmaţii sunt de asemenea echivalente:

a’)  este o măsură Borel, pozitivă, mărginită pe R

b’)  este o măsură Borel, pozi tivă, regulată, mărginită pe R

c’)  este o măsură Radon mărginită pe R .
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