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Legatura dintre masurile Radon si Borel pe R
Prof. Marinica Nicoleta Daniela

Scoala cu cls. I-VIII Grecesti, jud. Dolj

Vom folosi Teorema de reprezentare Riesz pentru a arata ca orice masura Borel pozitiva,

finita local pe R este 0 masura Radon ( implicat ia inversa reiese din definitie )

Lema.

Daca p este 0 masura Radon o -finita si EcB_ atunci pentru V &£>0 (3) o multime

deschisa U si 0o multime inchisa F astfel incdt F cEcUsi p (U\F) < ¢.

Demonstratie.

Cum p este o -finita existda multimile distincte E , € B, cu p(E,) < o« astfel inc&t E= U
E.Cum p este regulara exterior exista multimile deschise U , o E astfel incét pn (U \E)
<2*'e . Atunci U= U U, este deschisi, U oEsi

u(U\E)sZu(UK\EK)SSE.
k

Cum E€ = R\E este 0 multime Borel putem aplica acel asi argument pentru E © pentru a gési o

multime deschisd Vo E€ cu p (VVE®) < =. Deci, F=V © este inchisd, F cE si u (E\F) =

&
2

u (VVE®)< = .Inconcluzie,

£
2

W (U\F) < p (UE)+ 1 (B\F) < %+%=s
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Acum, putem completa caracterizarea noastra cu masurile Radon pe axa reala.

Teorema.

Clasa masurilor Radon pe R coincide cu c lasa masurilor pozitive local finite pe R.

Demonstratie.

Din definitie, daca v este masura Radon atunci este 0 masura Borel pozitiva, finita local.
Reciproc, presupunem ca v este 0 masura Borel pozitiva, local finita.

Vom ardta ca v este regulard si deci este 0 masurd Radon. Cum C . (R)c L *(v ) putem defini <f,

v>= j f dv pentruf € C. (R) si astfel se defineste o functionala liniara pozitiva pe C .. (R).

Teorema de reprezentare Riesz implica faptul ca existda o masura Radon p astfel incét <f,

u>=<f,v>pentruf e C.(R).

Presupunem ca U este orice submultime deschisa a lui R . Atunci putem scrie U= U K,
j=1

unde fiecare K ; este compact .

Sustinemcd 3 f, e C.(R)cu0< f, <1 sisupp(f,)cU astfel incét f, =1 pe UKJ. Si
j=1

n-1

pe ) supp(f,).

j=1
Pentru a demonstra aceasta vom face inductie.
Pentru n=1 exista o functie f, e C (R) ce satisface 0<f, <1, supp(f,)cUsif,=1peK,.

Presupunem ca f,,f, ... f, au fost construite astfel incat sa satisfaca proprietatile cerute. Atunci

cum
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n+1

F= (UK, o swpn(r,)

este 0 submultime compacta a lui U putem spune ca f , € C. (R) astfel incét o<f, ,,<1,

- N+

supp(f,,,) <Usif ., =1peF. Aceasta completeaza inductia.

Din definitie, sirul {f .} ., este sir monoton crescator de functii si f —

%, punctual.Din Teorema de convergenta monotona aplicata lui p si v avem
w(U)= [xydu = lim [ f du=1lim [ fdv= [y, dv
n—ow n—ow

Deci, p si v sunt egale pe toate multimile deschise.

Fie acum E orice multime Borel si alegem & >0. Atunci, din lema rezultd cd 3 un deschis

U si 0 multime inchisa F astfel inca&t F cEc U si p (U\F) < €.

Cum U\F este deschisa, u si v Ti asigneaza aceeasi masura, deci avem v (U\F) < ¢ de

asemenea. Mai mult
viUy=v (UF) +v(F) <e¢ +v (E)

Deci, v (E) =inf {v (U) : USE, U deschis} deci v este regulara exterior pe vV multime
Borel.

De asemenea, avem
v(iE)=v (E\NF)+Vv(F) <¢ +v (F).

Desi F nu trebuie neaparat sa fie compacta, daca definim F , =Fn[-K, K] atunci F, este
compacta si v (F,) —>v (F). Daca v (E) < o  atunci exista un k astfel incat v (F,)>v (F) -
e si, deci, v(F,)>v (E) - 2¢ .Daca v (E) = watunci v (F) = « de asemenea si deci v ( F,)
— . In orice caz, concluziondm ca v (E)=sup{v (K), K cE, K compact}, deci v este interior

regulatad pe orice multime Borel.
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Deci v este regulatd si, deci, este 0 masura Radon. De fapt, prin unicitatea afirmatiilor

din Teorema de reprezentare Riesz avem defapt v = .

Corolar.

Urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

a) v este 0 masura Borel pozitiva, local finita pe R

b) v este 0o masura Borel pozitiva, regulata, local finita pe R
C) v este 0 masura Radon pe R

Urmatoarele afirmatii sunt de asemenea echivalente:

a’) v este 0 masura Borel, pozitiva, marginita pe R

b’) v este 0 masura Borel, pozitiva, regulata, marginita pe R

c’) v este 0 masura Radon marginita pe R .
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