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Asupra calculului integral pentru functiile pare si
Impare
ROXANA MIHAELA STANCIU!?

Propozitia 1.

Fie ce (0,o) si f :(-c,c) > R o functie continua. Atunci :
b -a a 0

Of f(=x)dx= [ f()dx, Vabe(-cc); in paticuar, | f(-x)dx= [ f(x)dx,
a -b 0 -a

Vae (-c,cC);

a 0

(2) f este pard dacd si numai daci j f (-X)dx = j f(x)dx, Vae (0,c)( respectiv
0 -a

ae(-c,0);

(3) f este impara daca si numai daca j f(x)dx=0, Vae (0,c) ( respectiv a e (-c,c)) ;

—a

(4) dacain plus f este para atunci I f(x)dx = ZI f(X)dx, Vae (-c,c);
0

-a

(5) (i) daca f este para atunci J'xf (X)dx =0, Vae (-c,c);
(i) daca f este impara atunci J'xf (X)dx = ijf (x)dx, Vae (-c,c);
-a 0

(iii) dacd f este arbitrard atunci If(xz)dx:ij(xz)dx, Vae (-C,C) i
0

]ixf(xz)dx: 0, Vae(-c,c).

Demonstratie .
(1) Fie a,b e (-c,c), a<b fixati; facAnd substitutia x = —t, obtinem c.c.t.d.

(2) Daca f este para, f(x) = f(-x),Vae (-c,c) S deci

J 1090 [ = [ £00a vae (0.0
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a 0
Reciproc sa presupunem ca J' f(X)dx = I f (X)dx, Va e (0,c)

0 -a

Atunci
.T(f (X)— f(=x))dx = 'T f (x)dx—i f(—x)dx = .T f (X)dx — .[ f(X)dx =0, Vae (0,c)

Rezultd ca f(X)— f(-x)=0, ¥xe(0,a). Dacd xe(-c,0) atunci —xe(0,c) si prin
urmare f(-x)— f(—(-x)) =0 deci f(x)= f(-x), Vxe (-c,c) adica f este para.
(3) Daca f este impara f(x)+ f(—x)=0, Vae(-c,c) si deci Vae(0,c) avem

a 0 a a
j f (X)dx = j f (x)dx+j f (X)dx = j(f (=x) + f (x))dx = 0,
_a —_a 0 0
Reciproc fie abe(-c,c),a<b fixati , conform ipotezei avem

T f(x)dx = .kf f(x)dx =0, dar 'T f(x)dx = _pr (x)dx+_ff (X)dx + T f (X)dx

dar din (2) ff(x)dx:jzf(—x)dx , rezultd ca jef(x)dx:jzf(—x)dx deci

-b b
b
I(f(—x)— f(x))dx=0, de unde f(-x)+ f(x)=0 Vxe(-c,c)prin urmare f este

impara.
(4) Daca f este para avem f(x)=f(-x), Vxe(-c,c) si deci

T f(X)dx = T f(X)dx + i f(x)dx = .(f f (—x)dx+ .T f (x)dx(i)zja' f (x)dx,

(5) (i) Daca f este para atunci functia x — xf (x) este impara si deci I)(f(x)dx(i)o,
Vae (-c,c)

(ii) analog cain (i)

(iii) rezultd imediat din (i) si (ii) tinand seama de faptul ci functia x— f(x?)
(respectiv x — xf (x?)) este para (respectiv impard).
Propozitia 2.
O functie f:R—> R continud este impara dacda si numai daca VxeR,

'[ f (t)dt = constant.

Demonstratie.
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f fiind continud admite primitive .Fie F o primitiva a sa, rezulta ca '[ f(t)dt =C daca
si numai daca F(x)—F(—x)=C , prin derivare daca si numai daca f(x)+ f(-x)=0
adica f este impara.

Reciproc daca f este impara f(- x):—f(x) implica
jf(t)dt = j f(t)dt+jf(t)dt jf(t)dt—jf(—t)dt_jf(t)dt— j f(t)dt =

Asupra calculului integral pentru functiile pare si impare generalizate.

Definitie.
Functia f :[a—r,a+ r]—> R se numeste a-para daca f(a+x)= f(a—x),vxeR cu
X <, respectiv a-impard dacd f(a+x)=-f(a-x),VxeRcu|x<r.
Propozitia 11.1.
Fie f :[xo—r,x0 + r]—> R continua cu proprietatea ca af (x, + X) +bf (x, —x) =c, VX
cu|q<r,abeR", ceR,atunci:

Yo+t

[ fxdx_—, a+b=0;
()Xoj (dx=—=-, a+b=

Xo+r Xot+r
(ii) jf(x)d =—+a—b f (x)dx

a Xo

Demonstral;le.
Considerdm o, :[-r,r]=[x, —r,x, +r], a®)=x,+t, Pt)=x,—-t si cum
f :[a—r,a+r]— R este continud putem aplica scimbarea de variabild

Xo+r a(r)
0 jf(x)dx_ jf(x)dx jf(a(t))a (t)dt_jf(x +t)dt = j(———f(x —t))dt=

a(-r)

2cr 2cr , 2cr b B(”

————J'f( X ~dt=""+ —jf(ﬁ(t))s (tdt="—+= [ f(x)dx=
az a a0

x0+r Xo+1 x0+r
_ﬂ 0 jf(x)dx Rezultd ¢ If(x)dx+— jf(x)dx_ﬂ si deci
a
Xo—T

Xo+T

[ f(9ax= 2cr

ot a+b

Xo+T a(0)

(i) j f(X)dx = j f (X)dx + j f (x)dx , dar j f (x)dx = j f (x)dx = j f (%, +t)dt =

-r -r -r a(-r)
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°c b o bl
=G T =06 o=+ —jf(B(t))B ()t =
J'a a a a?
B(0)
_o.b jf(x)dx_ﬂ+9 [ £ (xdx, rezulta ca
a i a4 Agu
Xo+T Xo+T cr x0+r
jf(x)dx_—+— jf(x)dx+ jf(x)dx_—+— jf(x)dx
a ax0+r
Propozitia 11.2.
(i)  Dacd f:la-r,a+r]>R este continud atunci:
atr 2- | f(x)dx,dacad f estea- para
[ (0= I (X)dx P

a-r

0,daca f estea-impara

(i) Produsul (cétul) a doué functii de a-paritati diferite este o functie a-impara si produsul
(catul) adouafunctii de aceeasi a-paritate este o functie a-para.

Demonstratie.

() Daca f este a-pard, atunci f(a+x)— f(a—x)=0; deci in Il.1. pundnd a=1, b=-1,
c=0, x¢=a si conform 11.1.(ii) rezulta ca :

ajtrf(x)dx Il G B YR ZTf(x)dx.

a-r

Dacaf este a-imparg, atunci f(a+ x)+ f(a—x) =0 si punand Tn 11.1.(ii) a=b=1, c=0, rezulta

ca [ f(x)ax=0

a-r

(i) Fie f,g apare adica f(a+x)=f(a—x), g(a+x)=g(a—x) rezulta ca
(f-g)a+x)=f(a+x)-g(a+x)=f(a—x)-g(a—x) Si analog
(%)(a+ X) = (é)(a— X) rezultdcd f-g si é sunt a-pare, analog aratandu-se

si restul.

Propozitia I11.3.

Pentru orice functie f :[a—r,a+ r]—> R, exista o functie f, apara si o functie f, a
impara astfel incat f(x) = f,(x)+ f,(x), Vxe[a-r,a+r].

Demonstratie.
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f(x)+ f(2a-x)

f(X)- f(2a-x)
f,(X) =
> 2(X) 5
f(X)=f,(xX)+ f,(x).Cum f (a+x)=f(a—x) rezulta ca f, estea-para iar, cum

Fie f,(X) =

rezulta ca

f,(a+x)+ f,(a—x) =0 rezulta ca f, estea-impara.

Propozitia 11.4.
Dacd f,g:[a—r,a+r]— R suntintegrabile si f estea-para atunci:

a+r a+r

[ £09909dx= [ f(x)-(g(x)+g(2a-x))dx.

Demonstratie.
Din 1.3 rezultd ca g(x) = g,(X)+ g,(x) , unde g, este a-para si g, este a-impara deci

[ (0900 = [ F((@,00+ 8,00)dx= [ £(9g,09ax+ [ (g, (e =
(11.2) ar (n.3 a4
= 2] f(x)g,()dx = 2] f(X)(g(X) + g(2a— x))dx.

Propozitia 11.5.
Fie f,g:[a—rf,a+r]— R integrabilesi f estea-impard.Atunci:

[ F099(9dx= [ f(x)-(9(x) - g(2a-x))dx
Demonstratie.

Se demonstreza analog cu propozi tia 11.4 utilizand 11.2. si 11.3.
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