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Asupra calculului integral pentru funcţiile pare şi
impare

ROXANA MIHAELA STANCIU 1

Propoziţia 1.
Fie ),0( c şi Rccf  ),(: o funcţie continuă. Atunci :

 





b

a

a

b

dxxfdxxf ,)()()1( ),(, ccba  ; în particular,  



a

a

dxxfdxxf
0

0

,)()(

),( cca  ;

(2) f este pară dacă şi numai dacă  



a

a

dxxfdxxf
0

0

,)()( ),0( ca ( respectiv

)),( cca  ;

(3) f este impară dacă şi numai dacă 



a

a

dxxf 0)( , ),0( ca ( respectiv )),( cca  ;

(4) dacă în plus f este pară atunci  



a

a

a

dxxfdxxf
0

,)(2)( ),( cca  ;

(5) (i) dacă f este pară atunci 



a

a

dxxxf 0)( , ),( cca  ;

(ii) dacă f este impară atunci  



a

a

a

dxxxfdxxxf
0

)(2)( , ),( cca  ;

(iii) dacă f este arbitrară atunci  



a

a

a

dxxfdxxf
0

22 )(2)( , ),( cca  şi





a

a

dxxxf 0)( 2 , ),( cca  .

Demonstraţie .
(1) Fie ),(, ccba  , ba  fixaţi; făcând substituţia ,tx  obţinem c.c.t.d.
(2) Dacă f este pară, )()( xfxf  , ),( cca  şi deci :

  



a a

a

dxxfdxxfdxxf
0 0

0

,)()()( ),0( ca

1 Prof., Liceul cu Program Sportiv “Iolanda Balaş Sotter”, Buzău
e-mail: roxanastnc@yahoo.com

roxanastnc@yahoo.com


Revista Electronică MateInfo.ro ISSN 2065 – 6432 Nr. Iunie 2010 www.MateInfo.ro

Reciproc să presupunem că  



a

a

dxxfdxxf
0

0

,)()( ),0( ca

Atunci :

    



a a a a

a

dxxfdxxfdxxfdxxfdxxfxf
0 0 0 0

0

,0)()()()())()(( ),0( ca

Rezultă că 0)()(  xfxf , ),0( ax . Dacă )0,( cx  atunci ),0( cx şi prin
urmare 0))(()(  xfxf deci )()( xfxf  , ),( ccx  adică f este pară.
(3) Dacă f este impară 0)()(  xfxf , ),( cca  şi deci ),0( ca avem

  
 


a

a a

aa

dxxfxfdxxfdxxfdxxf
0

00

,0))()(()()()(

Reciproc  fie baccba  ),,(, fixaţi , conform ipotezei avem

 
 


a

a

b

b

dxxfdxxf ,0)()( dar  









b

a

a

a

a

b

b

b

dxxfdxxfdxxfdxxf )()()()(

dar din (1)  




b

a

a

b

dxxfdxxf )()( , rezultă că   
a

b

b

a

dxxfdxxf )()( deci

 
b

a

dxxfxf 0))()(( , de unde 0)()(  xfxf ),( ccx  prin urmare f este

impară.
(4) Dacă f este pară avem )()( xfxf  , ),( ccx  şi deci

   
  


a

a a

a

a

aa
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(5) (i) Dacă f este pară atunci funcţia )(xxfx  este impară şi deci 0)(
)3(





a

a

dxxxf ,

),( cca 
(ii) analog ca în (i)
(iii) rezultă imediat din (i) şi (ii) ţinând seama de faptul că funcţia )( 2xfx 

(respectiv )( 2xxfx  ) este pară (respectiv impară).
Propoziţia 2.
O funcţie RRf : continuă este impară dacă şi numai dacă Rx ,

.tan)( tconsdttf
x

x




Demonstraţie.
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f fiind continuă admite primitive .Fie F o primitivă a sa, rezultă că Cdttf
x

x




)( dacă

şi numai dacă CxFxF  )()( , prin derivare dacă  şi numai dacă 0)()(  xfxf
adică f este impară.
Reciproc dacă f este impară )()( xfxf  implică

0)()()()()()()(
00)1(
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0
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 
 xx
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x

dttfdttfdttfdttfdttfdttfdttf .

Asupra calculului integral pentru funcţ iile pare şi impare generalizate.

Definiţie.
Funcţia   Rraraf  ,: se numeşte a-pară dacă Rxxafxaf  ),()( cu

rx  , respectiv a-impară  dacă Rxxafxaf  ),()( cu rx  .

Propoziţia II.1.
Fie   Rrxrxf  00 ,: continuă cu proprietatea că cxxbfxxaf  )()( 00 , x

cu  Rbarx ,, , c R , atunci:
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Demonstraţie.
Considerăm    ,,,:, 00 rxrxrr  ,)( 0 txt  txt  0)( şi cum

  Rraraf  ,: este continuă putem aplica scimbarea de variabilă
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(ii) 
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, rezultă că
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Propoziţia II.2.
(i) Dacă   Rraraf  ,: este continuă atunci:










 




 impară-aestedacă

pară-aestedacă

f,0

f,dx)x(f2
dx)x(f

ra

a

ra

ra

(ii)          Produsul (câtul) a douã func ţii de a-paritãţi diferite este o funcţie a -imparã şi produsul
(câtul) a douã funcţii de aceeaşi a-paritate este o funcţie a-parã.
Demonstraţie.

(i) Dacã f este a-parã, atunci 0)()(  xafxaf ; deci în II.1. punând a=1, b=-1,
c=0, x0=a şi conform II.1.(ii) rezultã cã :

.dx)x(f2dx)x(f
1

)1(1
dx)x(f

ra

a

ra

a

ra

ra










Dacã f este a-imparã, atunci 0)()(  xafxaf şi punând în II.1.(ii) a=b=1, c=0, rezultã

cã 0)( 




ra

ra

dxxf

(ii) Fie gf , a-pare adică )()( xafxaf  , )()( xagxag  rezultă că
)()()()())(( xagxafxagxafxagf  şi analog

))(())(( xa
g

f
xa

g

f
 rezultă că gf  şi

g

f
sunt a-pare, analog arătându-se

şi restul.

Propoziţia II.3.
Pentru orice funcţie   Rraraf  ,: , există o funcţie 1f a-pară şi o funcţie 2f a-

impară  astfel încât ),()()( 21 xfxfxf   rarax  , .
Demonstraţie.
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Fie
2

)2()(
)(1

xafxf
xf


 ,

2

)2()(
)(2

xafxf
xf


 rezultă că

)()()( 21 xfxfxf  . Cum )()( 11 xafxaf  rezultă că 1f este a-pară iar, cum

0)()( 22  xafxaf rezultă că 2f este a-impară.

Propoziţia II.4.
Dacă   Rraragf  ,:, sunt integrabile şi f este a-pară atunci:

.))2()(()()()( 







ra

ra

ra

a

dxxagxgxfdxxgxf

Demonstraţie.
Din II.3 rezultă că )()()( 21 xgxgxg  , unde 1g este a-pară şi 2g este a-impară deci











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dxxgxgxfdxxgxf ))()()(()()( 21 = 









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dxxgxfdxxgxf )()()()( 21

)2.( II



)2.( II

 
ra

a

dxxgxf )()(2 1

)3.( II

 



ra

a

dxxagxgxf ))2()()((2 .

Propoziţia II.5.
Fie   Rrarfagf  ,:, integrabile şi f este a-impară.Atunci :

.))2()(()()()( 







ra

ra
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a

dxxagxgxfdxxgxf

Demonstraţie.
Se demonstrezã analog cu propozi ţia II.4 utilizând II.2. şi II.3.
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