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GENERALIZAREA UNEI
PROBLEME DATA LA O.M.L 2008

NecuLal Sranciut

La Olimpiada de Matematica, faza locald, Bucuresti27 ianuarie 2008, domnul prof. dr.
Vasile Pop a propus la clasaa X1 —a urmatoarea

Problem&. Fie sirul (x,),.o definit prin x;=a >0 §i x,,, =—2—"  vneN S s

2o g +3

determine lim x

n—roe Rt

Solutie.(vez [1]) Definim sirul (u,,),.o astfel : uy =1 si u,., =(2x, + 3) u,, n = 0.Atunci
ﬂn-t-'._2
x :3(““&—3) si introducand in relatia de recurenta avem:%(ﬁ—3]=—“',1_w=h

r 2 Hn i il in
U,eo — U, + 4 u, = 0.Deoarece ecuaiia caracteristica are solutiile r; = 4, », =1, rezulta

o . 1 fArlt gl te 1 1
cad u, = Ar" + Bry", deCi xﬂz—tﬁ - 3] —-=(n—3)==-
< 2\ arl+me] 2 2

Tn continuare, vom generaliza problema de mai sus si vom da o alté solutie.
Problema se rezolva foarte usor dupa determinareasirului (x,,).

| .Determinareasirurilor date prin recurente omografice (vezi [2])
Definitia 1. Functia f: R — {""} =R flx)= %:’, a, b,c,d € R, ¢ =0, se numeste functie

omografica, iar M, = (: 2:] se numeste matricea atasata functiei f.

Propozitia 1. Daca f si g sunt functii omografice, atunci pe multimea D = R pe care sunt
definitefunctiile f = g si f™* = f = f = ...a £ (compunerea functiei f cu eainsasi realizandu-se
den ori, n € N¥), functiile f = g si f™ sunt omografice si avemrelatiile:

Mg, = MM, Ma = (M,) ,n € N*.

Demongtratie. Fie f:IR — {%} R, Q0R— {j—} =R, flx)=

exth
caxtd

g(x) = ::: functii

omografice si M, = ('2’ b), M, = (Z’ b) matricele atasate celor doud funtii.

d d
Atunci, pe multimea D < &, pe care exista compunerea f = g, avem:
ax+ b

ag(x) +b _“'m"'b: (aa’ + be')x + ab’ + bd'

cglx)+d c. n:*x_-il_- 2* (car+ de)x+ch + d
c'x !

(Fegd(x) =F(g(x) =

+d
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Este , tot b b o] functie omografica Si
aa’ c’ ap” ! ! !

I's =(m“:l-|-dc* cb“_:- d“)= (i 3 (3 2*) = MMy

Egalitatea a doua se demonstreaza prin inductie matematica.

Definitia 2. Un sir recurent definit printr-o recurentd de forma x,.4 = f(x,), unde f este 0

functie omografica, se numeste recurenta omografica.

Observatia 1. Carecurenta si defineasca un sir este necesar ca cx,, + d = 0,vn € N.

Propozitia 2. Daca x,,., = f(x,), ¥n € N* atunci x,, = f™(x,).

Demonstratie.Vom folosi metoda inductiei matematice.

ax+hb 1+b

Fief: R — { } =R, f(x) = .Dacd x,5, = flx,), rezultd x,., = , ¥n € M*, deci
+b e - . o .
x, = flxy) = :;"’M.Adlca lui =, , i Se ataseazd matricea 4 = (‘: 2:]
axp+h .
2 : _ ax,tb  Pra ¥ (af4bo)xgtblatd) . y
In continuare, pentru =, = f(x,) = oy 2 e e e obtinem ca
cxp+d

. [a*+ be b[a—l—d)) : . 3
A _(c[a+b] pe 1+ g7 ) ES@ Matriceacare i se atageaza.

N by - . n a, b
Presupunem acum ci lui %, = 2= | se asociazd matricead™ = (“ 'b] = ( & ”).
EpgFdy c d Cy dn
ﬂ.n::.'i-hn B )
_ — axptb _ 7 epxp+dy _leagtboplxptiabgtbdy)
X0 = flx, )=

Avem ntl f( n] cagtd m-}d leantdeglxgtichatddy)’
G & g+ gy

Deoarece A;I;-{-j_ = ‘qn -,61 = ‘q I‘q;‘; = (ﬂ- b \ (ﬂi'! bi‘!) = (ﬂ-ﬂn + bci‘! ﬂ-bﬂ + bdi’i)

c d ¢, d, ca, +dec, cb, + dd,

. R . .y . n — [%n bn)= a "
obtinem astfel ca lui x,, ,i se asociaza matricea A4 (Cn d. (C d) .

Remarca. Deci, pentru a calcula pex, Tnfunctiede x,, este suficient sa calculam pe A™.
Observatia 2. Sirul (x,,),.., poate fi definit cu anumite conditii asupra termenului initial x;.
Din expresiile matricei 4" deducem conditiile de existenta a sirului recurent,
CpXg+d, #0,¥Vn ENsaUxy # —i—:,‘v’ﬂE N.

I1.O rafinarearidicarii la putereamatricilor utild in liceu

Dacd 4 = (: b) pentru gasirea elementelor matricei A™ (vezi [3])se parcurg urmatoarele
trel etape :
aSerezolva ecuatia caracteristica, det(d4 —Al,) =A% —tr(4)A+D =0,
(undetr(d) = a+d, D = det(d) = ad — bc) si sedetermind gy = {4;,4,J = C.

An_"l'_
b. Senoteazd v, = {4~ rhy # 4y

nATh Ay = A
c. Seaplica formula(1l) A® = v, 4 —Dv,_4I;, nEN.







