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Aplicatii ale calculului integral

Prof. Cojocaru Camelia
Scoala Nr. 1 Chiraftei, Jud. Galati

Notiunea de primitiva s-a degajat din aplicatiile matematicii in situatii concrete, care constd in

determinarea modelului matematic al unui proces atunci cand se da viteza de variatie a acestuia.
Definitia 1

1] Fie/ c Rinterval, f: I — R. Se numeste primitiva a functiei f pe I, orice functie F': I — R derivabila
pe I si cu proprietatea F' = f pe [
(F () =/ (x), Vx < D). o
2] Operatia de determinare a unei primitive /" a lui f pe intervalul / se numeste operatie de integrare,
notata prin simbolul I f (x dx

3] Functia f: I — R care admite cel putin o primitiva pe / se numeste functie cu primitive pe I si
multimea acestor functii se va nota prin P(J).
Teorema 1 (Proprietiti generale ale primitivelor)
Fie I c R interval 5i f: I - R, atunci au loc afirmatiile:
(p1) Daca F este o primitiva a lui f pe I atunci pentru VC € R, functia
F + C este o primitiva a lui f pe 1.
(p2) Doud primitive oarecare F si G a lui f pe I diferd printr-o constantd.
(p3) Primitiva generali sau integrala nedefiniti sau antiderivata unei functii feste data prin:

If F+C|F I — R primitiva a lui £ CeR} (x)+C,er

(p4) Integrala nedefinitd este inversa aplicatiei de diferentiere:

(2) [dF (x)=F(x)+C (3)d| [ £ (x)dx]=1(x)dx.
Teorema 2 (Operatii algebrice cu primitive)

Fiel cRintervalsif, g: I > Rcuf, g € P(l), atunci au loc proprietdtile:
»3) d(xf)zxjdfzxfw, VLeR,VCeR

(pa)jd(fig)=jdfijdg:fig+c;ceR
w7 [d(f2)=[(gdf + fdg) = | gdf + | fig

Consecinta 1
Fie f, g € C'(I) din (p;) se obtine formula de integrare prin pirti, care este o metoda de calcul pentru
primitive:

4) [ fig = fg - | gdf

Consecinta 2
Daca f: 1 —R, f e P(l) cuF o primitiva oarecare a sa §i X = U (t ) , t € J este o schimbare de variabili

cuu e C'(J), atunci din formula de diferentiere a functiilor compuse, avem:

_[f dx If[u ]du If[u ]u dt—F[u J+C

Orice marime geometricd, fizicd, economicd etc. care are proprietatea de “aditivitate fati de
multime (interval)” se poate exprima printr-o integrald definita. Astfel notiunile de “arie” si “volum”
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pentru figuri geometrice din plan si corpuri din spatiu se pot defini in mod riguros din punct de vedere
matematic. Vom prezenta fara demonstratie unele aplicatii ale integralei definite.

I. Aria unui domeniu din plan

1. Aria multimii din plan Dc R* marginita de dreptele x = a, x =b, y =0 si graficul functieif: [a, b]> R

pozitiva si continua se calculeaza prin formula: (1) jl I f(x)dx.

N b
2. In cazul f: [a, b]— R continua si de semn oarecare, avem: (1’)ﬂ(D) = I | f(x)|dx.
3. Aria mulfimii din plan marginitd de dreptele x = a, x = b si graficele functiilor /', g : [a, b]—> R continue
este calculatd prin formula: (2) jél I |g(x)— f(x)]|dx.

I1. Lungimea unui arc de curba

Se numeste curbd pland o multime I'c R® cu proprietatea ci existd o functie continua f : [a, b]—> R,
notatd y = f (x), xe [a, b] 51 Gy=Tc R? (graficul lui £ din plan este I'). Daci f are derivata continui (sau
numai functie integrabild) pe [a, b], lungime a curbei I' se calculeaza dupd formula: (3)

1) = [ 1+ £ P (@

II1. Volumul unui corp de rotatie
Fief: [a, b]— R o functie continud, atunci corpul K din spatiu obtinut prin rotirea graficului lui f, G5 in
jurul axei Ox, are volumul calculat prin formula:

@) V(K) =] f*()dx.
Iv. Suprafata unui corp de rotatie

Fie f : [a, b]> R o functie derivabild pe [a, b] si cu £ continud (f € C'([a, b])), atunci suprafata S a
corpuui K obtinut prin rotirea graficului Iui fin jurul axei Ox se calculeaza prin formula:

5) S(K 2nj J1+ £ (x)dx .

Exemple.

1
1. j\/l —x’dxcu f=+1-x functie  continud §i  prin  schimbarea de  variabila:

T
1 2
. i 5
x:smt,dxzcostdt,x:0—>t=0,x:1—)t:Eavem:JVI—xzdxzjv1—51nztcostdtz
0 0
b

3 : R
= J.cos2 tdt = lJ.(1+cos 21)dt = 1) 1smn
0 2 0 2 0 2 2

T

o, 4

i T

2 2 g
= Isin” xdx cu f(x)=sin" xe C' [[O,gD st 1, = jdx = g, I, = J.sin xdx =1, aplicind metoda
0 0 0

integrarii prin parti se obtine o formula de recurenta:
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sin"xdx=1 =n-1)I,_,-(n-1I _,

oct—,u 3

>
= (n —l)vfsin”"2 xdx—(n —1)
0

2k 1 2k-3 31 mm
_1 2k —2 2.”“.2._.—;}1:2](
:>In=n— Leun>2=1 = ke~
n 2k 2k-2 4

Nt Ln=2k+1
2k+1 2k-1 "5 3

_Tr_|22456 2k 2 | Iy
2 [1 3345 2k-12k+1]1,,
si —1:>——11 {2 2 2n 2n }numitﬁ Sformula lui Wallis.
"%12,,” 2 |1 37 2n-1 2n+1

9
1
3. dx prin substitutia
-[ 1+

9 3
x=1,dv=2idt,x=4 —>1=2,x=9 =3 avem: | ! dx=2jﬂ=
41+\/; > 1+t

3

1 3 3 4
=2||1-—— Wt =2t —2In(1+¢)|, =2-2In—
J.( 1+tjd : (A0, 3

2

% x? » ext 1 1% 3
4.J‘xlnxa’x=—lnx|1 —I—-—dx=21n2——jxdx=21n2——
2 2 x 24 4
J In x) "dx = x( lnx) r—jxn(lnx)" lldx e—nl _ =

1 ! 1 X

I, =e-nl _,n>1
=
I,=e-1;1,=1

formula de recurenta pentru calculul lui 7,, neN.

ki 2 X
2 Irte . X . 2dt
6. J. dx prin substitutia tg— =1, deci: x =2arctgt,dx = L
) X 2 1+t
02| 5+tg” —
2
n X
7 l+tg’ = Loi4p?
. + 2
sz—)t:O,xzﬁatzlseobglnej—zdx—j—t
2 0 0 23+1%) 144
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3
7. J.L prin substitutia tgizt = x=2arctgt,dx = 2dt2,
v 3+2cosx 2 1+t
n 2dt
_2 T 2 1 1 2
cosx:—z,x:0—>t:0,x:——>tzlseob‘;1nJ- —I +1 ==
2 O3+2cosx 1-1
1+
1
dt 1
=2 —=arct
[F e, "
4 sinx 4
8. J. dx = J. dx si prin substitutia tgx = t =
) Sin X +cos x o 1+ tgx
x:arctgt,dled—tz,x:0—>t:0,x:§—>t:1avem:
i |
I sin x = jl{ t+ }dtzlln(lﬂz)r +larctgt:] -
Osmx+cosx 1+t 1+ e 0 2 1+ 1+t 4 02
1 1 (=
——In(¢+1)] =—| ——In2
2 ( )|° 4(2 j
“ “ 1 1 m+1
j1+\/§dx=jx°(1+x2)2dx ( m=0, n=—,p=—, =1eZ) prin
1 2 2 n
1+\/_—tx (t-1)’,x=1—>1=2,x=4—¢=3 avem:
3
4 3 3 t%H t%ﬂ 16 8
[1+~fxdx = [Nea(e-1yde = 2f (1t =t ) dt =2 - = 23—\
3 1 5 15
! 2 2 —+1 —+1
2 2 5

In2
2t
0 J. Ve —1dx prin substitutia:e® —1=1> = x =In(1+¢*), dx = l—tzdt,
+

0
x=0—>¢r=0,x=In2—>¢r=1, avem:

.

f x-1 1
11. _[ dx prlnsubstltutla = =>x=1>t=0,x=2—>t=—si
x+1 +1 NE)

e —1

1 1 1 T
dt =2¢t| —2arctgt| =2——
1+t2J |O g |0 2

= 2,dx >dt avem:

1-¢ (l—t
¢ [x—1 _% 4 o 5o _ 51 ~
W=l mar=ial, Ay 3+mﬁ‘_ﬁ+m )

substitutia:
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