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Aplicaţii ale calculului integral 
 

 Prof. Cojocaru Camelia 
 Şcoala Nr. 1 Chiraftei, Jud. Galaţi 

 
 
Noţiunea de primitivă s-a degajat din aplicaţiile matematicii în situaţii concrete, care constă în 

determinarea modelului matematic al unui proces atunci când se dă viteza de variaţie a acestuia. 
 Definiţia 1 
1]  Fie I Í R interval, f : I ® R. Se numeşte primitivă a funcţiei  f pe I, orice funcţie F : I ® R derivabilă 
pe I şi cu proprietatea F ' = f pe I 
(F '(x) = f (x), "x Î I). 
2]  Operaţia de determinare a unei primitive F a lui f pe intervalul I se numeşte operaţie de integrare, 

notată prin simbolul ( )f x dxò . 

3]  Funcţia f : I ® R care admite cel puţin o primitivă pe I se numeşte funcţie cu primitive pe I şi 
mulţimea acestor funcţii se va nota prin P(I). 
 Teorema 1 (Proprietăţi generale ale primitivelor) 
Fie I Í R interval şi f : I ® R, atunci au loc afirmaţiile: 
(p1) Dacă F este o primitivă a lui f pe I atunci pentru "C Î R, funcţia  
F + C este o primitivă a lui f pe I. 
(p2) Două primitive oarecare F şi G a lui f pe I diferă printr-o constantă. 
(p3) Primitiva generală sau integrala nedefinită sau antiderivata unei funcţii f este dată prin: 

( ) ( ) { } ( )1 | :  primitivă a lui ; ,R R
not

f x dx F C F I f C F x C= + ® Î = +ò x IÎ  

(p4) Integrala nedefinită este inversa aplicaţiei de diferenţiere: 

( ) ( ) ( )2 dF x F x C= +ò  ( ) ( ) ( )3 d f x dx f x dxé ù =ë ûò . 

Teorema 2 (Operaţii algebrice cu primitive) 
Fie I Í R interval şi f , g : I ® R cu f , g Î P(I), atunci au loc proprietăţile: 

(p5) ( ) , ,R Rd f df f C Cl = l = l + "lÎ " Îò ò  

(p6) ( ) ; Rd f g df dg f g C C± = ± = ± + Îò ò ò  

(p7) ( ) ( )d fg gdf fdg gdf fdg= + = +ò ò ò ò  

 Consecinţa 1 
Fie f, g Î C1(I) din (p7) se obţine formula de integrare prin părţi, care este o metodă de calcul pentru 
primitive: 

( )4 fdg fg gdf= -ò ò  

 Consecinţa 2 
Dacă f : I ® R, f Î P(I) cu F o primitivă oarecare a sa şi ( ) ,x u t t J= Î este o schimbare de variabilă 
cu u Î C1(J), atunci din formula de diferenţiere a funcţiilor compuse, avem: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )5 'f x dx f u t du t f u t u t dt F u t Cé ù é ù é ù= = = +ë û ë û ë ûò ò ò . 

 
Orice mărime geometrică, fizică, economică etc. care are proprietatea de “aditivitate faţă de 

mulţime (interval)” se poate exprima printr-o integrală definită. Astfel noţiunile de “arie” şi “volum” 
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pentru figuri geometrice din plan şi corpuri din spaţiu se pot defini în mod riguros din punct de vedere 
matematic.Vom prezenta fără demonstraţie unele aplicaţii ale integralei definite. 
I. Aria unui domeniu din plan 
1. Aria mulţimii din plan DÌ R2 mărginită de dreptele x = a, x = b,   y = 0 şi graficul funcţiei f : [a, b]® R 

pozitivă şi continuă se calculează prin formula: (1) ( ) ( )A
b

a
D f x dx= ò . 

2. În cazul f : [a, b]® R continuă şi de semn oarecare, avem: (1’) ( ) | ( ) |A
b

a
D f x dx= ò . 

3. Aria mulţimii din plan mărginită de dreptele x = a, x = b şi graficele funcţiilor f , g : [a, b]® R continue 

este calculată prin formula: (2) ( ) | ( ) ( ) |A
b

a
D g x f x dx= -ò . 

II. Lungimea unui arc de curbă 
Se numeşte curbă plană o mulţime GÌ R2 cu proprietatea că există o funcţie continuă f : [a, b]® R, 
notată y = f (x), xÎ [a, b] şi Gf = GÌ R2 (graficul lui f din plan este G). Dacă f are derivată continuă (sau 
numai funcţie integrabilă) pe [a, b], lungime a curbei G se calculează după formula: (3) 

2( ) 1 ' ( )
b

a
l f x dxG = +ò . 

III. Volumul unui corp de rotaţie 
Fie f : [a, b]® R o funcţie continuă, atunci corpul K din spaţiu obţinut prin rotirea graficului lui f , Gf, în 
jurul axei Ox, are volumul calculat prin formula:        

(4) ( ) 2 ( )V
b

a
K f x dx= pò . 

IV. Suprafaţa unui corp de rotaţie 
Fie f : [a, b]® R o funcţie derivabilă pe [a, b] şi cu f’ continuă (f Î C1([a, b])), atunci suprafaţa S a 
corpuui K obţinut prin rotirea graficului lui f în jurul axei Ox se calculează prin formula: 

(5) ( ) 22 1 ' ( )S
b

a
K f x dx= p +ò . 

 
 
Exemple. 

1. 
1

2 2

0

1  cu 1x dx f x- = -ò  funcţie continuă şi prin schimbarea de variabilă: 

1 2
2 2

0 0

2 2 2 22

0 00 0

sin , cos , 0 0, 1  avem : 1 1 sin cos
2

1 1 1 sin 2cos (1 cos 2 )
2 2 2 2 4

x t dx tdt x t x t x dx t tdt

ttdt t dt t

p

p p p p

p
= = = ® = = ® = - = - =

p
= = + = + =

ò ò

ò ò

 

2.
2 2 2

1
0 1

0 0 0

sin  cu ( )  sin 0,  şi  , sin 1
2 2

n n
nI xdx f x x C I dx I xdx

p p p

æ p ö pé ù= = Î = = = =ç ÷ê úë ûè ø
ò ò ò , aplicând metoda 

integrării prin părţi se obţine o formulă de recurenţă: 
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( )

( ) ( )

2 2
1 1 2 22

0
0 0

2 2
2

2 1
0 0

2

sin (sin ) cos sin 1 sin cos

1 sin 1 sin ( 1) ( 1)

2 1 2 3 3 1.... ; 2
1 2 2 2 4 2 2 cu 2

2 2 2 4 2....
2 1 2 1 5 3

n n n
n

n n
n n n

n n n

I x xdx x x n x xdx

n xdx n xdx I n I n I

k k n k
n k kI I n I

k kn
k k

p p
p

- - -

p p

-
- -

-

= = - + - =

= - - - Þ = - - -

- - p
× × × × × =

- -Þ = ³ Þ =
-

× × × × ×
+ -

ò ò

ò ò

2

2 1

1; 2 1

2 2 4 5 6 2 2...
2 1 3 3 4 5 2 1 2 1

k

k

n k

Ik k
k k I +

ì
ïï Þí
ï = +
ïî

p é ùÞ = × × × × × × ×ê ú- +ë û

 

şi se arată că 2

2 1

2 2 2 2lim 1 lim ...
2 1 3 2 1 2 1

n

n n
n

I n n
I n n®¥ ®¥

+

p é ù= Þ = × ×ê ú- +ë û
 numită formula lui Wallis. 

3.
9

4

1
1

dx
x+ò  prin substituţia  

9 3
2

4 2
3

3 3

2 2
2

1, 2 , 4 2, 9 3, avem : 2
11

1 42 1 2 2ln (1 ) 2 2ln
1 3

tdtx t dx tdt x t x t dx
tx

dt t t
t

= = = ® = = ® = = =
++

æ ö= - = - + = -ç ÷+è ø

ò ò

ò
 

2 2 22 2
2

1
1 1 1

1 1 34. ln ln 2ln 2 2ln 2
2 2 2 4
x xx xdx x dx xdx

x
= - × = - = -ò ò ò  

( ) ( ) ( ) 1
1

1
1 1

1

0 1

15. ln ln ln

, 1
1; 1

e een n n
n n

n n

I x dx x x xn x dx e nI
x

I e nI n
I e I

-
-

-

= = - = - Þ

= - ³ì
Þ í = - =î

ò ò
 

formulă de recurenţă pentru calculul lui In, nÎN. 

6. 

2
2

20

1 tg
2

2 5 tg
2

x

dx
x

p
+

æ ö+ç ÷
è ø

ò  prin substituţia tg
2
x t= , deci: 2

22arctg ,
1

dtx t dx
t

= =
+

 şi  

( )

2
1 22

2 2
20 0

11 1

22 2 00 0

1 tg 1 220 0, 1 se obţine 
2 2(3 ) 12 3 tg

2

1 1 1 3arctg arctg
3 6 183 3 3 3 33

x
tx t x t dx dt

x t t

dt dt t t
t t

p
+p +

= ® = = ® = = × =
+ +æ ö+ç ÷

è ø

p p
= = = = = × =

+ +

ò ò

ò ò
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7. 
2

0 3 2cos
dx

x

p

+ò  prin substituţia tg
2
x t=  Þ 2

22arctg , ,
1

dtx t dx
t

= =
+

 

 

12 2 2

22
0 0

2

11

2
00

2
1 1cos , 0 0, 1 se obţine 

11 2 3 2cos 3 2
1

2 1 12 arctg arctg
5 5 5 5 5

dt
t dx tx x t x t

tt x
t

dt t
t

p

- p += = ® = = ® = = =
-+ + +
+

= = =
+

ò ò

ò

 

8. 
4 4

0 0

sin tg
sin cos 1 tg

x xdx dx
x x x

p p

=
+ +ò ò  şi prin substituţia tgx = t Þ 

 2arctg , , 0 0, 1
1 4

dtx t dx x t x t
t

p
= = = ® = = ® =

+
 avem: 

1 14 1 12
2 2 00

0 0 0

1

0

sin 1 1 1 1 1ln(1 ) arctg
sin cos 1 1 2 1 1 4 2

1 1ln( 1) ln 2
2 4 2

x t dt tdx dt t t
x x t t t t

t

p

+é ù= × = - = + + -ê ú+ + + + +ë û

pæ ö- + = -ç ÷
è ø

ò ò ò
 

9. 
4 4 1 1

0 2 2

1 1

1 (1 )xdx x x dx+ = +ò ò  ( m=0, 
1 1 1, , 1
2 2

mn p
n
+

= = = ÎZ ) prin substituţia: 

21 , ( 1) , 1 2, 4 3x t x t x t x t+ = = - = ® = = ® =  avem: 

( )
3 1
2 2

3

1 14 3 3

1 2 2

2

16 81 2( 1) 2 2 3 23 1 5 151 1
2 2

t txdx t t dt t t t dt
+ +

æ ö
ç ÷

+ = - = - = - = -ç ÷
ç ÷+ +
è ø

ò ò ò  

10. 
ln 2

0

1xe dx-ò  prin substituţia: 2 21 ln(1 ),xe t x t- = Þ = +  2

2 ,
1

tdx dt
t

=
+

 

0 0, ln 2 1x t x t= ® = = ® = , avem:  
ln 2 1 12

1 1
2 2 0 0

0 0 0

11 2 2 1 2 2arctg 2
1 1 2

x te dx dt dt t t
t t

pæ ö- = = - = - = -ç ÷+ +è øò ò ò   

11. 
2

1

1
1

x dx
x

-
+ò  prin substituţia: 21 11 0, 2

1 3
x t x t x t
x

-
= Þ = ® = = ® =

+
 şi 

( )
2

22 2

1 4,
1 1

t tx dx dt
t t

+
= =

- -
 avem:  

( ) ( )

1 11
3 33 12 2

3
2 22 12 2

01 0 0 3

11 4 2 2 3 ln 3 ln(2 3)
1 1 11 1

x t t dtdx dt
x tt t

--
= = - = + = + -

+ - +- -
ò ò ò  
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