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ASUPRA UNOR PROBLEME PROPUSE LA
OLIMPIADELE INTERNATIONALE DE MATEMATICA

Corneliu Manescu-Avram

Nota de fatd contine solutii alternative sau generalizéri ale unor problem e propuse la O.1.M.
Am indicat in paranteza dupa fiecare problema olimpiada si tara a carei delegatie a propus
problema respectiva. Pentru solutiile originale se poate consulta bibliografia .

1. S& se determine valoarea minima a lui a® + b? cand (a, b) parcurge toate perechile de
numere reale pentru care ecuatia x* + ax®+ bx?+ ax + 1 = 0 are cel putin o radacini real3.

(A15-aO.I.M., Suedia)

Luam, mai general, o ecuatie reciproca de grad par cu coeficienti reali

2 1

M +apxd® T rax %+ L rax"+a, X"+ rax+1=0

si dorim sa determindm valoarea minima a expresiei ai+ a5+ ..+ a? astfel incat ecuatia
data s& aiba cel putin o radacina reald. Dacd x = 0, atunci ecuatia data reprezinta in
coordonatele  (ag, ay, ..., an) un hiperplan in spatiul euclidian n — dimensional. Expresia a
carei minim se cere este patratul distantei de la origine la acest hiperplan, care este egala,
conform unui rezultat din geometria analitica, cu f (x) =

(x24+1)
(214 )24 (2724 x2)24+ + (x
intervalul (0, o), asadar vom determina valoarea minima a functiei f pe acest interval. Vom

4
ardta ca x = 1 este punct de minim al functiei f, deci f (x) = f (1) = In_3 Aceasta inegalitate

m2 - Functia f este pard, deci ne putem restrange la

este echivalenta cu

(x2n—1+x)2 (xzn—2+x2)2 (xn+1+xn—1)2 ( XN )2 B 1
- oa + - o4 . + + - o . + >~n—1+ —
X241 x2n4+1 x2n41 x2n41 n—1 4

Pentru a o demonstra, este suficient sa aratam ca

x2n—ky,k - < _ Pl -
—yengq —Ldacal=k=n-1si o5, =

[\l [l

inegalitati care sunt adevérate, deoarece sunt echivalente respectiv cu
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(xZn—k _ 1)(xk _ 1) > 0’ (xn _ 1)2 > 0.

2. Fie a, b doud numere naturale. Tmpértind a+ b?laa + b se obtine catul qsi restul r. Sa
se determine toate perechile (a, b) pentru care g2 + r = 1977.

(A19-aO..M., RF.G.)

La problemele de acest gen, anul desfasurarii concursului este utilizat nu pentru
semnificatia lui “astrald”, ci pentru continutul matematic. Sa -1 decriptam! Daca numarul
1977 se Tnlocuieste cu un numar natural n arbitrar care nu este patrat perfect, vom demonstra
egditatea q = [v71]. Folosim relatiile a2+ b?=q(a+b) +r,0<r <a+ b (1) si substitutia s
= a+ b. Media patratica este mai mare decat media aritmetica, asadar

2
s
E£a2+b2:q(a+b)+r=qs+r<(q+1)s.

Rezultdir <s<2(q+1),decir <2q+1,deunden=q%+r <qg?+2q+1=(q+ 1) asadar

q = [V, deoarece n nu este patrat perfect. Din n=q2+r =q? rezultd q < [v7], asadar q =
= [vVn|. Am determinat si r = n—q?. Daci qeste un numar par, atunci ecuatia din (1) se
scrie

(a— g)2+(b — %)2: Lir

2 2
@)
- - ~ ~ . - D 2 q2 o . ..
Orice solutie (Xo, Yo) In numere ntregi a ecuatiei x“ +y“ = =+r ne da o solutie a ecuatiei

(2), deci si a ecuatiei (1) : a= E + Xo|, b= E + yo|.dacia+b>r.

- 2
Pentru n = 1977 se obtine q = [V1977] = 44, r = 1977 — 44°% = 41 si % +r = 1009, care
este un numar prim congruent cu 1 modulo 4, deci se scrie in mod unic sub forma unei sume

de patrate de numere naturale, abstractie facannd de ordinea termenilor : 1009 = 15 2 + 282,
ceea ce duce la solutiile (a, b) € {(7, 50), (50, 7), (37, 50), (50, 37)}.

3a. Doi Tntregi x, y nenuli, dar nu neapérat pozitivi, sunt astfel incat x +y divide pe x? + y?

X2 4 12
y
x+y

si catul este un divizor al lui 1978. Sa se demonstreze ca x =Y.

(A 20-a O.1.M., Marea Britanie, lista lunga)
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Consideram Tn locul numarului 1978 un numar N = 2p;p> ... pm, Unde py, ..., Pm SuUNt
numere prime distincte, congruente cu 3 modulo 4. Daca d este un divizor al lui N si p = 2
este un divizor prim al lui d, atunci x* + y2= 0 (mod p). O consecinta a legii reciprocitatii
patratice (dar acest fapt poate fi demonstrat si elementar) impune x =y =0 (mod p) .
Egalitatea x +y? = d (x + y) devine in final, dupa simplificdri succesive, u®+v?=2(u+v)
(1) sau u?+v?=u+v(2), unde x = du, y = dv. Ecuatia (1) se scrie (u — 1)+ (v—1)?=2,
cu solutia unicd u=v = 2 (u, v sunt nenule!), iar ecuatia (2) se scrie (2u — 1) 2+ (2v — 1) %=
2, cusolutiaunica u=v=1.Dinu=vrezultd x=y.

Notd. Dacd p = 3 (mod 4) este un numar prim si existd x, y € Z astfel incat x* +y? =

=0 (mod p), atunci x =y = 0 (mod p). Acest fapt poate fi demonstrat fara a utiliza legea
reciprocitdii patratice. Tntr-adevar, in acest caz Z, este un corp, deoarece p este un numar
prim. Presupunem X #0si ¥ # 0 in Z, ; existd atunci a € Z astfel inc&t =X - ()~ *in Z,,
Din  £%+ 9% =0 rezult, prin inmultire cu §~ 2, @ = a? = — 1. Ordinul grupului

multiplicativ Z esteegal cup —1si @ # 0, deci aP~! = 1 (teoremalui Fermat). Pe de alt3
-1 p-1 p-1

p . . Ap— >\ — o= > .
parte, —— este un numar impar, deci @”~" = (a?) ? =(—1) % =—1, contradictie.

3b. Sa se demonstreze ca pe cercul ce trece prin punctele (0, 0), (0, 1978), (1978, 0),
(1978, 1978) (varfuri ale unui patrat), nu exista alt punct care sa aiba ambele coordonate
ntregi.

(A 20-a O.1.M., Olanda, lista lunga)

Se inlocuieste numarul 1978 cu 2n, unde n este produs de numere prime distinct e,
congruente cu 3 modulo 4. Ecuatia cercului ce trece prin punctele date este (x —n)? + (y — n)
2= 2n2 Asemanator cu solutia problemei precedente, fie (u, v) € N x N astfel incat u? + v?
=2n?si pundivizor primal lui n. Dinu?+v? =0 (mod p) si p=3 (mod 4) rezulti u=v =
0 (mod p) si in final u=nuy, v =nvy, cu uy, vi € N. Ecuatia uf + vi=2are solutia unica u,
= vy = 1, deci pe cercul dat exista numai patru puncte de coordonate intregi, anume (0, 0), (O,
2n), (2n, 0), (2n, 2n).

4. Daca p si g sunt numere naturale astfel Tncét

1 1 1
=1 >+t3 7 e +

QI3
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sa se dovedeasca faptul ca p este divizibil cu 1979.

(A21-aO.l.M., RF.G.)

Daca N = 6k + 5 este un numar prim (k € N) si p, g sunt numere natural e astfel incat

p 1 1 1 1 1

—=l— = 4= ==+, - + ,

q 2 3 4 4k+2  4k+3
atunci p estedivizibil cu N.
Avem
p 1 1 1 (1 1 1) 1 1
—=l4+—+ —+ ..+ —zl=+ -+ .. = + +
PR Ry 2t 2t T iz T2 T Zkes
1
4k+3°

Numitorii termenilor sunt numere naturale consecutive, iar numarul termenilor este 4 k + 3
- —(2k+2) +1=2(k+ 1), deci este un numar par. Suma a doi numitori egal departati de
extremeeste2k+2+i +4k+3 —i=6k+5=N, 0=<1i <k Daca se aduna fractiile, se obtine
la numarator un numar divizibil cu N, iar factorul prim N nu se simplifica, deoarece toti
numitorii sunt numere strict mai mici decat N. Rezult ci p este divizibil cu N. Tn particular,
N=1979= = 6329 + 5 este prim si ultima fractie are numitorul 4 - 329 + 3 =1319.

5. Trei cercuri congruente au un punct comun O si sunt situate n interiorul unui triunghi
dat. Fiecare cerc este tangent la doua din laturile triunghiului. Sa se demonstreze ca punctul
O si centrele cercurilor inscris si circumscris triunghiului sunt coliniare.

(A22-a0..M., URSS)

Fie ABC triunghiul dat, D, E, F centrele cercurilor tangente la cate doua dintre laturile
triunghiului si I centrul cercului Tnscris n triunghi. Luam cercul circumscris triunghiului
ABC drept cerc unitate, folosim coordonatele complexe si notam afixele punctelor cu literele
mici corespunzatoare. Punctele D, E, F sunt egal departate de laturile triunghiului ABC, deci
dreptele AD, BE, CF sunt concurente in punctul |, fiind bisectoarele interioar e ale unghiurilor
triunghiului ABC.

Consideram omotetia de centru | si raport k € (0, o), hf‘(z) =kz+ (1 — K)i. Triunghiurile
ABC si DEF au laturile paralele, deci exista o omotetie de centru | care-l transforma pe unul
n celalalt. Determinam k corespunzator acestei omotetii. Fie r lungimea comuna a razelor
celor trei cercuri. Punctul O este centrul cercului circumscris triunghiului DEF, deoarece €

4
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se afla la aceeasi distanta de varfuri, deci prin aceasta omotetie el corespunde punctului
0’(0), centrul cercului circumscris triunghiului ABC. Rezulta ca afixul lui O este hk ©0)=(01
—Kji,jlard= = hf(a) = ka + (1 — K)i. Ecuatia cercului cu centrul in D si de raza r este
|z— d| =r. Acest cerc trece prin punctul O, deci |ka| =k|a|=k=r. Punctele (i), O((1 —
r)i) si O’(0) sunt coliniare.

Nota. Configuratia are si alte proprietati, dintre care unele au fost puse n evidenta si
demonstrate de Titeica :

i) daca A’, B’, C’ sunt celelalte puncte de intersectie ale cercurilor, atunci cercul circumscris
triunghiului A’B’C’ arerazar si centrul in ortocentrul triunghiului DEF ;

ii) ortocentrul triunghiului A’B’C’ este punctul O, centrul cercului circumscris triunghiului
DEF.

6. Se considera, pe diagonalele AC, CE ae unui hexagon regulat ABCDEF, punctele

AM CN

interioare M, respectiv N, astfel ca ac ST C© Sa se determine r astfel incét B, M, N sa

fie coliniare.
(A23-a0.1.M., Olanda)

Lucrarea [ prezinta o solutie care utilizeaza numerele complexe (la O.1.M. se cer solutii

5
sintetice), dar rezultatul r = 3 este eronat. Dam mai jos solutia corecta :

Alegem originea in centrul cercului circumscris hexagonului si axa reala trecand prin A.
Luam ca unitate raza cercului si notam varfurile hexagonului in sens trigonometric, asadar

2 4 T R n 2 3 4
A(1), B(g), C(g), E(€7), unde € = cos 3 tisng JAvemet=g —1,e°=—1,¢" = ~¢.
Dacd M(m), N(n), m, n € C, din ipotezd se obtine m— 1= (¢ — 1)r,n— &= (e* —€&dr,cur

n-m 5
g <R Transformam

€ (0, o). Punctele B, M, N sunt coliniare daca si numai daca

puterile mai mari ale lui € Tn expresii care sa contina pe € la puterea ntéi :
m=(—2r+1, n=(1—2e)r+e—1.
Din & =1 - ¢ rezulta

Mm=—(e+1)r+1,1=Q2e—1r —e
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Egalitatea conduce, dup efectuarea calculelor, la 3r® = 1, cu solutia

3
i

n_
m_

convenabila r =

w|% "

7. Sa se determine toate numerele reale a pentru care ecuatia
16x* —ax®*+ (2a+ 17)x* —ax+ 16 =0
are patru radacini reale distincte, ce formeaza o progresie geometrica.
(A 23-a0O.1.M., Bulgaria, lista scurta)

Tmpértim prin 16 si determindm, mai general, perechile ( m, n) de numere reale pentru care
ecuatia x* — mx® + nx?* — mx + 1 = 0 are patru radacini reale distincten progresie
geometricd. Fie x, qx, g2, q°3x radécinile ecuatiei. Atunci x # 0 si putem presupune |q| > 1,

1 1
deci || < |gx| << |q°x| < |q>x]. Ecuatia este reciproca, deci < este radacina a ei, asadar o

2 1 1 o 1
=q°x deunde q==x"3. Rezult c4 radicinile sunt x, x 3, x 2, x ~1. Cu substitutia z=x 3

1

+x 3 relatiile lui Viéte se scriu
23 —2z=m, (z2°—2)?+z°—2=n.

Solutiile comune convenabile zale acestor ecuatii sunt cele pentru care |Z| = 2. Elimindm z
ntre cele doud ecuatii si obtinem egalitatea

m*—(n+1)m?+2n?—n3=0.

Dacé se mai cunoaste o0 ecuatie care contine msi nsi este independenta de z, atunci aceste
numere pot fi determinate.

8. Fie ABCD un patrulater inscriptibil. Fie P, Q, R picioarele perpendicularelor din D pe
dreptele BC, CA, AB respectiv. Sa se arate ca PQ = QR daca si numai daca bisectoarele
unghiurilor ZABC si ZADC se intersecteaza pe AC.

(A 44-a O.1.M., Finlanda)

Folosim coordonatel e complexe, luam originea n centrul cercului circumscris
patrulaterului, raza cercului egala cu unitatea si notam cu litere mici afixele punctelor
corespunzatoare. Sunt adevarate ' egalitatile

2p:d—bca+b+c, 2q=d—ca&+c+a, 2r=d—abd ta+h.
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Din|al =|b| = |c| = |d| = 1 si PQ = QR rezulta, dupa efectuarea calculelor,
la—b|-|c—d|=]a—d]|-|b—c]|, adica AB- CD =AD - BC,

deci patrulaterul ABCD este armonic. Exista ' numeroase proprietti caracteristice ale
patrulaterelor armonice, printre care si cea referitoare la bisectoarele unghiurilor opuse ale
patrulaterului. S-o demonstram : pe diagonala [ AC] exista un punct unic determinat E care

Tmparte acest segment ntr-un raport dat, iar punctul E se afla pe bisectoarele din B si D daca

AE AB AD

inumaidacd — = — = —= i daca si numai daca patrulaterul ABCD monic.
si numai daca 5C - BC CD,decdacag umai daca patrulateru CD este armonic
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