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1. Fie :f →ℝ ℝ  o funcŃie. Să se demonstreze că f are 

proprietatea lui Darboux şi ( )1f x−  este o mulŃime închisă oricare ar 

fi x∈ℝ  dacă şi numai dacă f este continuă. 
 
Alexandru Dimca, G.M.A 6/1974 

 
SoluŃie: 

Arătăm implicaŃia „⇒” 
Să presupunem prin absurd că există 0x ∈ℝ  în care f este 

discontinuă, adică ( )0f x  nu este limita funcŃiei în punctul 0x .  

Atunci 0∃ε >  astfel încât , 1, nn n x∀ ∈ ≥ ∃ ∈ℕ ℝ  cu 

0

1
nx x

n
− <  şi  ( ) ( )0 2nf x f x− ≥ ε  rezultă că există un subşir al 

şirului ( )
1n n

x
≥

, fie acesta ( )
kn k
x

∈ℕ
 având proprietatea 

( ) ( )0 2
kn

f x f x≥ + ε , k ∗∀ ∈ℕ  sau ( ) ( )0 2
kn

f x f x≤ − ε , k ∗∀ ∈ℕ .  

Presupunem, de exemplu, îndeplinită prima condiŃie. Atunci 

pentru orice k ∗∈ℕ  avem ( ) ( ) ( )0 02
kn

f x f x f x≥ + ε >  şi cum f are 

proprietatea lui Darboux 
kn
y∃ cuprins între 

kn
x  şi 0x  astfel 

încât ( ) ( )0kn
f y f x= + ε , k ∗∀ ∈ℕ . 

Aceasta înseamnă că ( )( )1
0kn

y f f x−∈ + ε . Cum 

0 0 0
k kn ny x x x− ≤ − →  rezultă că 0kn

y x→ . Dar din ipoteză 

mulŃimea ( )( )1
0f f x− + ε  este închisă şi deci conŃine limita oricărui 

şir din această mulŃime; rezultă că ( )( )1
0 0x f f x−∈ + ε  deci 

( ) ( )0 0f x f x= + ε , contradicŃie. 

 Arătăm implicaŃia „⇐” 

 Fie f continuă şi 0x ∈ℝ . Notăm ( )1
0A f x−=  şi să arătăm că A 

este mulŃime închisă. Pentru aceasta arătăm că ( )n n
y A∗∈

∀ ⊂
ℕ

 cu 

0ny y→  atunci 0y A∈ . Într-adevăr ( ) 0nf y x=  deci ( ) 0nf y x→ ; 
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pe de altă parte ( ) ( )0nf y f y→  şi atunci rezultă ( )0 0f y x= , adică 

0y A∈ . Evident dacă f este continuă are şi proprietatea lui Darboux.  

 

 

2. Să se determine funcŃiile continue :f →ℝ ℝ  care pentru 
orice ,x y∈ℝ  verifică egalitatea: 

( ) ( ) ( ) ( )f x y f x f y xy x y+ = + + + . 

  
Marian Ursănescu, G.M. 10/2000 

 
SoluŃie: 
ÎnmulŃind relaŃia dată cu 3 obŃinem: 

( ) ( ) ( ) 2 23 3 3 3 3f x y f x f y x y xy+ = + + + .  

Adunând şi scăzând 3 3x y+ obŃinem: 

( ) ( ) ( ) ( )3 3 33 3 3f x y x y f x x f y y+ − + = − + − . 

Notăm ( ) ( ) 33g x f x x= − , x∀ ∈ℝ .  

Rezultă ( ) ( ) ( )g x y g x g y+ = +  ,x y∀ ∈ℝ . 

Cum g este o funcŃie continuă, ea verifică prima ecuaŃie 
funcŃională a lui Cauchy: ( )g x kx= , k∀ ∈ℝ . 

Deci ( ) 33 f x x kx− = .  

Rezultă că funcŃiile care verifică relaŃia din enunŃ sunt: 

( ) ( )31

3
f x x kx= + . 

 
 

3. Fie funcŃia continuă [ ]: 0,1f →ℝ .  

a) Să se arate că seria 
( )

1 2

n

n
n

f x∞

=
∑  este convergentă pentru  

orice [ ]0,1x∈ ; 

b) Să se determine funcŃia f, dacă  

( )
( )

1 2

n

n
n

f x
f x

∞

=

=∑ , [ ]0,1x∀ ∈ . 
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Mihai Bălună, G.M. 7/1980 
 
SoluŃie: 
a) Conform teoremei lui Weierstrass, funcŃia f fiind continuă   

pe intervalul compact [ ]0,1 , este mărginită şi îşi atinge marginile, 

adică 0M∃ >  cu proprietatea ( ) [ ], 0,1f x M x≤ ∀ ∈ . 

Vom arăta că seria din enunŃ este absolut convergentă şi de aici 
va rezulta cu atât mai mult că este convergentă. 

Într-adevăr suma parŃială de ordinul n din seria modulelor este: 

( )
1 1

1 1
1

2 2 2

n
n n

n k k n
k k

f x
s M M M

= =

 = ≤ = − < 
 

∑ ∑  

şi deci:  

( )
1

lim
2

n

n nn
n

f x
s

∞

→∞
=

= < ∞∑ . 

b) Fie acum o funcŃie f cu proprietatea ( )
( )

1 2

n

n
n

f x
f x

∞

=

=∑ , 

pentru [ ]0,1x∀ ∈ . 

 Fie [ ]0,1a∈  şi 
[ ]

( )
0,

supa
x a

M f x
∈

= , 
[ ]

( )
0,

infa
x a

m f x
∈

= . Deoarece 

funcŃia f este continuă, [ ]0,ax a∃ ∈  şi [ ]0,ay a∃ ∈  astfel încât 

( )a af x M=  şi ( )a af y m= . 

Avem ( )
( )

1 1

1

2 2

n

a

a a a an n
n n

f x
M f x M M

∞ ∞

= =

= = ≤ =∑ ∑ , ceea ce obligă la 

egalităŃile ( ) ,n

a af x M n= ∀ ∈ i
ℕ . Dar şirul ( )na

n
x

∈ℕ
 converge la zero 

şi funcŃia f fiind continuă, avem ( ) ( )0 lim n

a a
n

f f x M
→∞

= = . 

 La fel, ( )
( )

1 1

1

2 2

n

a

a a a an n
n n

f y
m f y m m

∞ ∞

= =

= = ≥ =∑ ∑  şi ca mai sus 

deducem . Prin urmare f este constantă pe intervalul [ ]0, a ; cum 

( )0,1a∈  este arbitrar, făcând 1a→ , obŃinem că f este constantă pe 
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intervalul [ ]0,1 . Reciproc, orice funcŃie constantă verifică egalitatea 

din enunŃ. Deci funcŃiile căutate sunt cele constante. 
 
 

4. Fie funcŃia continuă [ ): 1,f − ∞ →ℝ  definită prin: 

( )

[ )

( )2

1 1

1
, 1, 0

, 0

, 0,
x

x

x e

tgx arctg x
x

f x x

e x

+ −
−

α ⋅ ⋅ ∈ −


= β =

 ∈ ∞

. 

Să se determine parametrii reali α , β . 
 
 Alexandru Necula 

 
SoluŃie: 

( )
0 0 0
0 0 0

1 1
lim lim 0 lim 0 0

2x x x
x x x

f x tgx arctg arctg
x x→ → →

< < <

π = α ⋅ ⋅ = α ⋅ ⋅ = α ⋅ ⋅ − = 
 

 

( )
2 20 0 02

0 0 0

1 1 1 1
1 1 lim lim lim

1

0 0
0 0

lim lim 0
x xx x xx

x x x

x x x
x

x e e x
x e

x x
x x

f x e e e e
→ → →
> > >

 + − − + ++ − − ⋅  −   − ⋅∞

→ →
> >

= = = = =  

Deoarece funcŃia este continuă pe ℝ  (deci şi în 0) rezultă că  

( ) ( ) ( )
0 0
0 0

lim lim 0 0
x x
x x

f x f x f
→ →
< >

= = = . Dar ( )0f = β .  

Rezultă că: 0β =  şi α∈ℝ . 
 
 
 5. Să se determine parametrii ,α β∈ℝ  ştiind că 
funcŃia :f →ℝ ℝ  

( )

( )

2

ln 1 ln 3
, 2

2
, 2

, 2

x
x

x

xf x

x x

  + −  <
−α == 



 −β >

, 

este continuă pe ℝ . 
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 Tania Andrei 
 

SoluŃie: 

Pe intervalele ( ), 2−∞ , ( )2, ∞  funcŃia f este continuă fiind 

funcŃie compusă de funcŃii elementare. Studiem continuitatea în 
2x = . 
Avem:  

( )
( )

( )
2 2 2
2 2 2

ln 1 ln 3 1
lim lim lim ln 1 ln 3

2 2x x x
x x x

x
f x x

x x→ → →
< < <

 + −   = = + − = − −
 

( ) ( ) ( )
( )ln 31 1

2 ln 3 2

2 2
2 2

lim ln 1 ln 3 ln lim 1 ln 3
x

x x x

x x
x x

x x
−

⋅
− − −

→ →
< <

 
   = + − = + − =     

 
 

( ) ( )
2 2
2 2

ln 1 2ln 3
lim lim

2 2 1ln ln ln 1
x x
x x

xx

x x

e e e
→ →
< <

 + − −  −
− − −= = = − , deci: ( )

2
2

lim 1
x
x

f x
→
<

= −  

( ) ( )2

2 2
2 2

lim lim 4
x x
x x

f x x
→ →
> >

= −β = −β ;  

Valoarea funcŃiei f  în 2 este ( )2f = α . 

f  va fi continuă în 2 doar dacă ( ) ( ) ( )
2 2
2 2

lim lim 2
x x
x x

f x f x f
→ →
< >

= = , aceasta 

însemnând că: 1 4− = α = −β , deci 1α = −  şi 5β = . 
 
 

 6. Fie funcŃia : 0,
2

f
π  →  

ℝ , definită prin:  

( )
2

2

sin , 0,
6

, ,
36 2 6 2

x x

f x

x x

 π ∈   
= 

π α π π  − + ∈   

, 

Să se determineα∈ℝ ştiind că funcŃia este continuă pe ℝ . 
 
 Alexandru Necula 
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SoluŃie: 

Pe intervalele 0,
6

π 
  

, ,
6 2

π π 
  

 funcŃia f este continuă (funcŃii 

elementare). Studiem continuitatea în 
6

x
π

= . Avem:  

( )
6 6

6 6

1
lim lim sin sin

6 2x x

x x

f x x
π π

→ →

π π
< <

π
= = = ; ( )

2
2

6 6

6 6

lim lim
36 2 2x x

x x

f x x
π π

→ →

π π
> >

 π α α
= − + = 

 
; 

1

6 2
f

π  = 
 

. FuncŃia f fiind continuă pe ℝ  reyultă că este continuă şi 

în 
6

π
 deci cele trei relaŃii sunt egale ceeace conduce la ecuaŃia 

1

2 2

α
= , adică 1α = . 

 
 

 7. Să se studieze continuitatea funcŃiei : ,
2 2

f
π π − →  

ℝ , 

definită prin: 

( ) { }
21 cos

, , \ 0
1 cos 2 2

, 0

x
x

f x x

x

  − π π
∈ −  = −  


α =

. 

 Aurelia Catană 
 

SoluŃie: 

Pe intervalul { }, \ 0
2 2

π π −  
 funcŃia f este continuă (compunere 

de funcŃii elementare). Studiem continuitatea în 0x = .  

Avem ( )

22
2

2

0 0 0 02 2

2 sin2sin 21 cos 2lim lim lim lim
1 cos 2sin 2sin

2 2

x x x x

xx

x
f x

x xx→ → → →

⋅
−

= = =
−
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Dacă { }, \ 0
2 2

x
 π π

∈ − 
 

 atunci 2 0,
2

x
π ∈  

 deci 
2 2

sin sin
2 2

x x
= . 

Rezultă că 

( )

2 2 2

20 0 02 2

sin sin 22 22 2 4lim lim lim 2 1 1 2
2 2sin sin

2 22

x x x

x x x

f x
x xx→ → →

⋅
= ⋅ = ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ =  

Aşadar funcŃia f este continuă în 0 dacă şi numai dacă 2α = . 
 

 

8. Să se studieze continuitatea funcŃiei : 0,
2

f
π  → 

ℝ , definită 

prin: 

( )
sin 2cos , 0,

4

3 , ,
4 2

x x x

f x

tgx ctgx x

 π α ⋅ + ∈    
= 

π π  + α ⋅ ∈   

.  

 Tania Andrei 
 

SoluŃie: 

Pe intervalele 0,
4

π 
  

, ,
4 2

π π 
 
 

 funcŃia f este continuă 

(compunere de funcŃii continue). Studiem continuitatea în 
4

π
. 

( ) ( )
4 4

4 4

2 2
lim lim sin 2cos 2

2 2 4x x

x x

f x x x f
π π

→ →

π π
< <

π = α ⋅ + = α ⋅ + =  
 

 

( ) ( )
4 4

4 4

lim lim 3 1 3
x x

x x

f x tgx ctgx
π π

→ →

π π
> >

= + α ⋅ = + α .  
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FuncŃia f va fi continuă dacă şi numai dacă 

( ) ( )
4 4

4 4

lim lim
4x x

x x

f x f x f
π π

→ →

π π
< >

π = =  
 

 rezultă că 
2 2

2 1 3
2 2

α⋅ + = + α , 

adică 
2

3 1 2
2

 
α − = −  
 

deci 
( )2 1 21 2

2 2 6
3

2

−−
α = =

−
−

 , rezultă 

( )( )2 2 2 2 6 2 4 12 12 2 11 2 8

2 36 34 34

− + − + − −
α = = =

− −
. 

 
 

 9. Se dă o funcŃie [ ): 0,f ∞ →ℝ  cu proprietatea următoare: 

există un întreg 2k ≥ , astfel încât ( ) ( )kf x f x= , oricare ar fi 

[ )0,x∈ ∞ . ArătaŃi că: 

a) Pentru orice [ )0,x∈ ∞  şi orice întreg 1n ≥  au loc  relaŃiile: 

( ) ( ) ( )n nk kf x f x f x= = . 

b) Dacă f este continuă, atunci f este constantă 
 
 Admitere, Universitatea Bucureşti, Facultatea de Matematică, 1976 
 

  

 SoluŃie: 

a) Egalitatea  ( ) ( )nkf x f x=  se obŃine aplicând lui x de n ori 

consecutiv relaŃia din ipoteză: 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )2 2

...
nkk

k k k k kf x f x f x f x f x f x
 = = = = = = 
 

 

 Egalitatea ( )
1
nkf x f x

 
=  

 
 se obŃine aplicând acelaşi procedeu 

pentru 
1
nkx : 
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( )1

1 1 1

...
n n n

k

k k kf x f x f x f x
−

      
 = = = =                 

. 

 
b) Fie [ )0,1x∈ . Atunci aplicând punctul a) rezultă că 1n∀ ≥  

avem ( ) ( )nkf x f x= . Dar 0
n nk

nx x= → , şi deoarece funcŃia f 

este continuă iar şirul valorilor ( )( )
1n n

f x
≥

 este şirul constant de 

termen ( )f x , rezultă că ( ) ( ) ( )0 lim n
x

f f x f x
→∞

= = . 

 Fie ( )1,x∈ ∞ . Atunci şirul 1
n nk

ny x= → ; deoarece 

 ( ) ( )nf y f x= , 1n∀ ≥ , şi funcŃia  f este continuă, rezultă că 

( ) ( ) ( )1 lim n
x

f f y f x
→∞

= = . 

 Deci [ )( ) ( ) ( ){ }Im 0, 0 , 1f f f f= ∞ = . Dar, deoarece intervalul 

[ )0,∞  este o mulŃime conexă, iar funcŃia  f  este continuă, rezultă că 

Im f  este o multime conexă, adică ( ) ( )0 1f f= . 

 Deci,  

[ )0,x∀ ∈ ∞ , avem că ( ) ( )0f x f= , adică funcŃia este constantă. 

 

 

 10. Fie :f →ℝ ℝ  o funcŃie reală, continuă în 0x  şi +
ℝ  

mulŃimea numerelor reale strict pozitive. 
a) Să se arate că există o funcŃie :I + +→R R depinzând de f şi 

de 0x  astfel încât să fie îndeplinită condiŃia: pentru orice +ξ∈ℝ  

avem ( ) ( )0 0f x h f x+ − > ξ  de îndată ce ( )h I< ξ . 

b) Este funcŃia I unic determinată (cu proprietatea de mai sus) 
de f şi 0x ? 

c) Există funcŃii f şi puncte 0x  pentru care funcŃia I este 

constantă? 
d) Există funcŃii f şi puncte 0x  pentru care funcŃia I este funcŃia 

identică a lui +
R ? 
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 Admitere, Universitatea Bucureşti, Facultatea de Matematică, 1975 
 
 SoluŃie: 

a) DefiniŃia continuităŃii funcŃiei  f  în punctul 0x  se scrie: 

0∀ξ > , ( ) 0I∃ ξ >  astfel încât ( )h I< ξ  ⇒ ( ) ( )0 0f x h f x+ − < ξ  

şi existenŃa funcŃiei I este demonstrată. 
b) FuncŃia I nu este unică. Într-adevăr, dacă pentru funcŃia f şi 

punctul 0x  există funcŃia I cu proprietatea din enunŃ, atunci funcŃia 

1 :I + +→R R , ( ) ( )1

1

2
I Iξ = ξ  verifică proprietatea din enunŃ. 

c) Să luăm funcŃia constantă :f →ℝ ℝ , ( )f x k=  şi un 

punct oarecare 0x ∈ℝ . Atunci I poate fi orice funcŃie constantă 

(pozitivă). Într-adevăr, dacă ( ) 0I cξ = >  avem: 

( ) ( ) ( )0 0 0h c I f x h f x k k< = ξ ⇒ + − = − = < ξ , 

pentru fiecare 0ξ > . 

d) Dacă luăm :f →ℝ ℝ , ( )f x x=  şi 0x ∈ℝ  arbitrar, putem 

lua :I + +→R R , ( )I ξ = ξ . Într-adevăr, pentru 0ξ >  avem: 

( ) ( ) ( )0 0 0 0h I f x h f x x h x h< ξ = ξ ⇒ + − = + − = < ξ . 

 
 
 
 
 
 


