1. Fie f:R —> R o functie. Sa se demonstreze ca f are
proprietatea lui Darboux si £~ (x) este o multime inchisa oricare ar

fi x e R daca si numai daca f este continua.
Alexandru Dimca, G.M.A 6/1974

Solutie:

Aratam implicatia ,, =

Sd presupunem prin absurd ca existd x, € R in care f'este
discontinua, adica f (xo) nu este limita functiei in punctul x,.

Atunci Je >0 astfel incat VneN,n>1,3x, e R cu

X, —X| < 1 si ‘f(xn)—f(x0 )‘ > 2¢ rezultd cd existd un subsir al
n

sirului (xn )n21 , fie acesta (xnk )keN avand proprietatea

f(x, )2 f(x)+26, VkeN sau f(x, )< f(x)-2¢, VkeN".

Presupunem, de exemplu, indeplinitd prima conditie. Atunci
pentru orice k € N" avem f(xnk ) > f(x,)+2e> f(x,) sicumfare
proprietatea lui Darboux Jy, cuprins intre x, si x, astfel
incﬁtf(ynk)=f(x0)+8, Vk e N,

Aceasta inseamna ca y, € [~ (f(x0)+ 8) . Cum

Vo, —xo‘ < ‘xnk - xo‘ — 0 rezultd ca y, — x,. Dar din ipoteza
multimea [~ ( I (x)+ e) este inchisi si deci contine limita oricdrui
sir din aceastd multime; rezultd ca x, € f ( £ (%) + 8) deci
f(x)=f(x,)+e, contradictie.

Aratam implicatia ,, <”

Fie fcontinud si x, € R. Notdim 4= f~'(x,) si sa aratdm cd 4
este multime Inchisa. Pentru aceasta aratdm cd Vv ( yn) v S4cu

ne

¥, = ¥, atunci y, € 4. Intr-adevar f(y,)=x, deci f(y,)—> x,;



pe de altd parte f(y,)—> /(»,) siatunci rezultd f(y,)=x,, adica

¥, € A. Evident daca f este continud are si proprietatea lui Darboux.

2. Sa se determine functiile continue f :R — R care pentru
orice x, y € R verifica egalitatea:

f(x+y):f(x)+f(y)+xy(x+y).
Marian Ursanescu, G.M. 10/2000

Solutie:
Inmultind relatia data cu 3 obtinem:

3f(x+y):3f(x)+3f(y)+3x2y+3xy2.
Adunand si scizand x° + )° obtinem:
3f(x+y)—(x+y)3:3f(x)—x3+3f(y)—y3.
Notam g(x):3f(x)—x3, VxeR.

Rezulta g(x+y)=g(x)+g(y) Vx,yeR.

Cum g este o functie continud, ea verifica prima ecuatie
functionala a lui Cauchy: g (x) =kx, VkeR.

Deci 31 (x)—x’ =kx.

Rezulta ca functiile care verifica relatia din enunt sunt:

f(x):%(x3 +kx).

3. Fie functia continua f :[0,1] > R.

(")

2n

00
a) Sase arate ca seria Z este convergenta pentru

n=l1
orice x €[0,1];
b) Sa se determine functia f, daca
f(x):if(zj ), ‘v’xe[O,l].

n=1




Mihai Béluna, G.M. 7/1980

Solutie:

a) Conform teoremei lui Weierstrass, functia f fiind continua
pe intervalul compact [0, l], este marginita si isi atinge marginile,
adicd 3 M >0 cu proprietatea ‘f(x)‘ <M,Vxe[0,1].

Vom arata ca seria din enunt este absolut convergenta si de aici
va rezulta cu atat mai mult cd este convergenta.
Intr-adevar suma partiald de ordinul » din seria modulelor este:

z ( )SMkZ:zikzM[l—zl—nj<M

k=1

si deci:

o0

s, -5
/()
211

b) Fie acum o functie f'cu proprietatea f = Z

pentru Vx €[0,1].
Fie a€[0,1] si M, = sup f(x), m, = inf f(x).Deoarece

xe[0, a] “ xe[0, 4]

functia f este continua, Jx, €[0,a] si Iy, €[0, a] astfel incat
f(xa)zMa sl f(ya)=ma'
Avem M f i f(x )

n=

<M z , ceea ce obliga la

egalititile f (x ) M, ,VneN'. Dar slrul( ) converge la zero

neN

si functia /fiind continua, avem £ (0)=lim f (x;') =M

La fel, m, :f(ya):if(;:a)

deducem . Prin urmare f este constanta pe intervalul [O, a] ; cum

a

> 1
2 mazz—— m, $icamai sus
n=1

ae (0, 1) este arbitrar, facand a — 1, obtinem ca f'este constanta pe

3



intervalul [0, 1]. Reciproc, orice functie constanta verifica egalitatea
din enunt. Deci functiile cdutate sunt cele constante.

4. Fie functia continuad f : [—l,oo) — R definita prin:

a-tgx-arctgl, xXe [—1, 0)
X

F(x)=18, =0
x-1
e X xe(0,00)

Sa se determine parametrii reali o, 3.
Alexandru Necula

Solutie:

x—0

limf(x)ziiiroloc-tgx-arctg%:a~0-limarctgl:a~0-(—2j:0

x—0 2
x<0 x<0 x<0 X
Vrx-1 Jim| —Y1Hx1 Jim X o L
. . T o x—0! xe* x>0 e* x50 x2 lowo
lim f(x)=lime *¢ =e= == 20T =T =)
x—0 x—0
x>0 x>0

Deoarece functia este continua pe R (deci si in 0) rezultd ca

lim £ (x) =lim f () =0= £(0). Dar £ (0) =B

Rezultaca: =0 si aeR.

5. Sa se determine parametrii o, 3 € R stiind ca
functia f:R >R

1 _
n[1+ln(3 x)]’ <2
x—2
f(x)=1a, x=2,
x> =B, x>2

este continud pe R.



Tania Andrei

Solutie:

Pe intervalele (—oo, 2) , (2, oo) functia f'este continua fiind
functie compusa de functii elementare. Studiem continuitatea in
x=2.

Avem:
ln[l +In(3 —x)]

glz}f(x)=£j_§ 5 =£§1§x—2ln[l+ln(3—x)]=

1 1 In(3-x)
=limIn[1+In(3-x) ]2 :1n(1im[1+1n(3—x)]ln(a—x>' =2 j:

x—2 x—2
x<2 x<2
lilgln(3;x) 7limz]n[1-¢2—(2—x):|
va X— X —X -1 . .
Ine =lne = =Ine™ =—1, deci: lim f(x)=—1
x—2

x<2

. 1 2 _ .
}gzgf(X)—}glzg(x —B)=4-B;

Valoarea functiei f in 2 este f (2) =aq.
f va fi continud in 2 doar daci lingf(x) =lim f'(x) = f(2), aceasta

x—2
x<2 x>2

insemnand ca: -1=a=4—-p,deciaa=-1si B=5.

6. Fie functia f': [0, g} — R, definita prin:

sin x, xXe [O, E}
6

f(x)= 2 2
, T T T
X ——+—, x| —,—
36 2 (6 2}
Sa se determine o € R stiind cd functia este continud pe R .

Alexandru Necula



Solutie:
Pe intervalele [0, %} , (% E} functia f'este continua (functii

. . . T
elementare). Studiem continuitatea in x = P Avem:

| o oa) o
lim f(x)=limsinx =sin—=—; lim =lim| x"—+— |=—;
Hﬁf() ol 6 2 Hﬁf() H( 36 2) 2
6 6
X<g X<g x>g x>g

. T . . . .
in 5 deci cele trei relatii sunt egale ceeace conduce la ecuatia

=—,adica a=1.

a_1
2 2

2

< . o . T T
7. Sa se studieze continuitatea functiei f: {—— E} >R,

definita prin:
1 Vl-cosx™ x’ \/7 \/7
f(x)=1 1-cosx

o, =
Aurelia Catana

Solutie:

Pe intervalul [—g, g} \{0} functia f este continua (compunere

de functii elementare). Studiem continuitatea in x =0.

oy VI—cos Xt \/ 2sin® V2 fin ‘
Avem hm =lim
f ( ) ¥~>O 1 —COS X x%O 2 Sln x—0 2 Sln f



2 2

Dacid x —\/E,\/E \{0} atunci x* e 0, | deci sin | = sin .
2 N2 2 2 2
Rezulta ca
xz 2 2
sin— sin— —-2
lim £ (x) = lim 2. — 2 =£-lim—22- 4 —211=42
x—0 x—0 2 . 25 2 =0 x .2 X

Asadar functia f este continua in 0 daca i numai daca o = V2.

j — R, definita

o

8. Sa se studieze continuitatea functiei f: [0,

prin:

/()= .
tgx+3a-ctgx, X e( ,Ej

Tania Andrei

Solutie:

Pe intervalele [0, g} , (g, g] functia f'este continua

(compunere de functii continue). Studiem continuitatea n %
. . . 2 2
lim /' (x)=1lim(o-sinx+2cosx) = -£+2£: kil
N N 2 2 4
4 4
X<Z xX<—
lim f(x)=1lim (¢gx+ 30 - ctgx) =1+30 .
x> x>
X>Z X>Z



Functia f'va fi continud daca si numai daca

lim (x) =1imf(x) =f(§j rezulta ca a-g+2g=l+3a,
S S

T ™
x<— x>—
4 4

_z 2(1-42)

2 1
adicd o] —— -3 |=1-+/2 deci o= = , rezulta
(2 V2 o, V2-6
2
Oc_(2—2\/5)(\/5”)_\/5—4+12—12J§_11J§—8
2-36 -34 34

9. Se dd o functie f:[0,00) > R cu proprietatea urmatoare:
existd un Intreg k > 2, astfel incat f (x) =f (xk ) , oricare ar fi
Xe [0,00). Aratati ca:

a) Pentru orice x e [0,00) st orice intreg n >1 au loc relatiile:
f(x):f(xk)=f(k\/;)

b) Daca f este continud, atunci f este constanta

Admitere, Universitatea Bucuresti, Facultatea de Matematica, 1976

Solutie:
a) Egalitatea f (x) =f (xk" ) se obtine aplicand lui x de n ori
consecutiv relatia din ipoteza:
1= 1 ()= 1 () )= o () = () Jmem ()
1

Egalitatea f [x"} = f(x) se obtine aplicand acelasi procedeu

1
pentru x* :



f(] / (j _ f(j 1),

b) Fiexe [0,1) . Atunci aplicand punctul a) rezulta ca Vn >1
avem f(x)= f(xk" ) Dar x, = x* —20, si deoarece functia /
este continua iar sirul valorilor ( f(x, ))nZl este sirul constant de
termen f(x) , rezulta ca f(O) = )lcl_)n;f(xn) = f(x) .

Fie x € (1,50). Atunci sirul y, =%/x ——>1; deoarece

f ( yn) =f (x) , Vn2>1,si functia feste continud, rezulta ca
F(1)=tim £ (3,)= £ (x).

Deci Im f = f([O,oo)) = {f(O),f(l)} . Dar, deoarece intervalul
[0,00) este o multime conexa, iar functia f este continud, rezultd ca
Im f* este 0 multime conexa, adica /(0)= /(1).

Deci,
Vx e [O,oo) ,avemca f (x) =f (O) , adica functia este constanta.

10. Fie f:R —> R o functie reald, continua in x, si R"
multimea numerelor reale strict pozitive.

a) S se arate ca existd o functie /:R" — R" depinzand de f'si
de x, astfel incat sa fie indeplinita conditia: pentru orice & e R”
avem | f (x,+%)—f(x,)|>& deindata ce k| <1(&).

b) Este functia / unic determinata (cu proprietatea de mai sus)
defsi x,?

c) Exista functii f'si puncte x, pentru care functia / este
constanta?

d) Exista functii f's1 puncte x, pentru care functia / este functia

identicd a lui R*?



Admitere, Universitatea Bucuresti, Facultatea de Matematica, 1975

Solutie:
a) Definitia continuitatii functiei f in punctul x, se scrie:
VE>O, EII(&) >0 astfel Incat h|<1(§) = ‘f()c0 +h)—f(x0)‘<§

si existenta functiei / este demonstrata.
b) Functia / nu este unicd. Intr-adevar, daca pentru functia f'si

punctul x, existd functia / cu proprietatea din enunt, atunci functia

1 . . .
I:R*>R", (&)= 5[(&) verificd proprietatea din enunt.

¢) Saluam functia constantd /:R > R, f(x) =k siun
punct oarecare x, € R . Atunci / poate fi orice functie constanta
(pozitiva). Intr-adevar, dacd /(&)=c >0 avem:
W <c=1(8)=|f(x,+h)-f(x)=|k-k=0<E,
pentru fiecare £ >0 .

d) Dacaluam f:R >R, f(x) =x si x, € R arbitrar, putem
lua 7:R* > R", I(&)=¢&. Intr-adevar, pentru £>0 avem:

h|<e=1(&)=|f (x,+h)-f (%) =%, +h-x|=|h<E.
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