
 
  
I. Primitive din funcţii raţionale 

Fie f :D ⊆ R → R cu 
)(
)()( 0

xQ
xPxf = , unde P0, Q ∈ R[X] şi             

grP0 ≥ grQ, atunci avem: 
)(
)()(

)(
)()( 0

0

xQ
xPxp

xQ
xPxf +== , iar P, Q,p0 ∈ R[X] 

şi grP < grQ. După o teoremă din algebră (capitolul III), are loc 

descompunerea în fracţii simple:  

∑ ∑ ++
+

+
−

+=
1 2 2

0
0 )()(

)()( nn
n

qpxx
NMx

xx
Axpxf  (∆=p2-4q<0), unde Σ1 

este suma relativă la toate rădăcinile reale simple şi multiple, iar Σ2 este 

suma relativă la toate rădăcinile complexe simple şi multiple ale ecuaţiei 

algebrice cu coeficienţi reali: Q(x) = 0. 

Calculul primitivelor lui f este dat prin: 

∑ ∫∑∫

∫∫∫

++
+

+
−

+=

=+=

2 21
0

0

)()(
)(

)(
)()()(

dx
qpxx

NMx
xx

Axp

dx
xQ
xPdxxpdxxf

nn
n

 

şi conduce la următorul rezultat: 

⎪⎩

⎪
⎨

⎧

≥+
−

⋅
−

=+−
=

− −
∫ 2;

)(
1

1

1;||ln

)(
)(

21
0

101

0 nC
xxn

A
nCxxA

dx
xx

Ai
n

nn
n  
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Ecuaţia x2 + px + q = 0 cu ∆ = p2- 4q < 0 are rădăcini complexe:  

C∈±= βα i2,1x , unde α, β ∈ R. Are loc descompunerea canonică: 

 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

<−=∆

+=

=

+−=++

04
q

-2p
 unde )(

2

22222

β

βα

α

βαxqpxx

Avem: =
++

+
∫ dx

qpxx
NMxii n)(

)( 2  

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

≥++
++−

⋅−

=+
−+

+++
=

− 2;)(
))(1(2

1;)ln(
2

12

1
2

nINM
qpxxn

NM

nCxarctgNMqpxxM

nn α

β
α

β
α

 

2 2 2

12 2 2 1

1 2 0 3

( )
[( ) ] ( )

1 1 2 3  pentru n 2
2 2 [( ) ] 2 2

1 tg ;

n n n

n nn

d x dxI
x x px q

x nI I
n x n

xI arc C I x C

α
α β

β α β
α

β β

−−

−⎧ = =⎪ − + + +⎪
⎪ ⎡ ⎤−

= ⋅ +⎨ ⎢ ⎥− − + −⎣ ⎦⎪
⎪ −

= + = +⎪
⎩

∫ ∫

≥  

II. Integrarea funcţiilor iraţionale 

Integrarea funcţiilor iraţionale se va reduce, prin substituţii 

convenabile, la integrarea de funcţii raţionale. Vom folosi notaţia              

R(u, v, w, ...) pentru a desemna o funcţie raţională în variabilele u, v, w, ... 

care la rândul lor sunt funcţii în x. 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

∈

∈
∫ *

1

1

,,

,,
cu  ),,()1 1

1

N

Z

p

pn
m

n
m

nn

mm
dxxxR p

p

Κ

Κ
Κο   

şi considerăm n = c.m.m.m.c.{n1, n2, ..., np}. Substitiţia x = tn şi dx=ntn-1dt, 

notând: n
n
m

sn
n
ms

p

p
p ⋅=⋅= ,,

1

1
1 Κ  cu s1, ..., sp∈Z, obţinem:  
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∫∫∫ == − dttRdttttRndxxxR nssn
m

n
m

pp

p

)(),,(),,( 1
111

1

ΚΚ  cu R1 o funcţie 

raţională în t. 

∫ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
+

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
+ dx

dcx
bax

dcx
baxxR p

p

n
m

n
m

),,,()2 1

1

Κο  unde cx+d ≠ 0, 0≥
+
+

dcx
bax  cu              

a, b, c, d ∈ R*, m1, ..., mp ∈Z, n1, ..., np ∈ N* şi considerăm: 

 n = c.m.m.m.c. {n1, n2, ..., np}. Substituţia: 

 

⇒

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−
−

=

≠−
−

−
=

⇒=
+
+

−

dt
cta

ntbcaddx

cta
cta

bdtx
t

dcx
bax

n

n

n
n

n

n

2

1

)(
)(

)0(

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
+

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
+

⇒ ∫ dx
dcx
bax

dcx
baxxR p

p

n
m

n
m

),,,( 1

1

Κ  

∫∫ =
−
−

−
−

=
−

dttRdt
cta

tbcadntt
cta

bdtR n

n
ss

n

n
p )(

)(
)(),,,( 22

1
1 Κ , unde R2 este o 

funcţie raţională în t. 

∫ ++ dxcbxaxxR ),()3 2ο  cu a, b, c ∈R, a ≠ 0 şi ∆ = b2-4ac ≠ 0 

Se vor efectua substituţiile lui Euler: 

31°) Dacă a > 0 substituţia este: taxcbxax ±=++2  şi pentru cazul 

⇒
−

−+−
=++

−
−+−

=

≠−
−

−
=⇒+=++

atb
acbttacbxaxdt

atb
acbttadx

atb
atb

ctxtaxcbxax

2
;

)2(
2

);02(
2

2
2

2

2

2
2
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∫∫

∫
=

−
−+−

−
−+−

−
−

=

=++⇒

dttRdt
atb

acbtta
atb

acbtta
atb

ctR

dxcbxaxxR

)(
)2(

)
2

,
2

(2

),(

32

222

2

 

cu R3 o funcţie raţională în t. 

32°) Dacă c > 0 substituţia este: cxtcbxax ±=++2  şi pentru cazul 

cxtcbxax +=++2  avem: );0(2 2
2 ≠−

−
−

= ta
ta

bctx  

⇒
−

+−
=++

−
+−

= 2

2
2

22

2

;
)(

2
ta

cabtctcbxaxdt
ta

cabtctdx  

∫∫

∫
=

−
+−

−
+−

−
−

=

=++⇒

dttRdt
ta

cabtct
ta

cabtct
ta

bctR

dxcbxaxxR

)(
)(

),2(2

),(

422

2

2

2

2

2

 

cu R4 o funcţie raţională în t. 

33°) Dacă a < 0 şi c < 0, iar ∆ = b2-4ac < 0 ⇒ ax2+bx+c < 0, ∀x ∈ R şi 

C∈++ cbxax2 . Dacă ∆ = b2-4ac > 0 ⇒ ax2 + bx + c = a(x – x1)(x – x2) 

cu x1, x2 ∈ R şi x1 ≠ x2. 

 Avem: 
1

2
121

2 )())((
xx
xxaxxxxxxacbxax

−
−

−=−−=++  şi atunci 

∫∫ −
−

−=++ dx
xx
xxaxxxRdxcbxaxxR ))(,(),(

1

2
1

2  este de tip 2° şi se 

face substituţia: ;
)1(

)(2;
1 22

21
2

2
2

12

1

2 dt
t

xxtdx
t

xtxxt
xx
xx

+
−

=
+
+

=⇒=
−
−  
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∫∫

∫

=
+

−
−

+
−

+
+

=

=++⇒
+
−

=−

dttRdt
t

xxtat
t
xx

t
xtxR

dxcbxaxxR
t
xxxx

)(
)1(

)(2)
1

,
1

(

),(
1

522
21

2
12

2
2

2
1

2
2

12
1

 

cu R5 o funcţie raţională în t. 

∫ + dxbxax pnm )()4ο  integrale binome cu a, b ∈ R*, m, n, p ∈ Q şi notăm 

2

1

2

1

2

1 ,,
p
pp

n
nn

m
mm === , unde m1, n1, p1 ∈ Z; m2, n2, p2 ∈ N*. 

Teorema lui P.L.Cebîşev 

Primitivele pentru ∫ + dxbxax pnm )(  se pot exprima prin combinaţii finite 

de funcţii elementare numai în următoarele trei cazuri: 

41°) p ∈ Z 

42°) Z∈
+
n

m 1  

43°) Z∈+
+ p
n

m 1  

Demonstraţie 41°) Dacă p ∈ Z avem: 

( ) )1(   
1

0)( 1

1
0

−≠+
+

==+⇒=
+

∫∫ mC
m
xdxxdxbxaxpi

m
mnm  

2

p

0k

1
k
p 1

C)(0)( C
mnk

xbadxbxaxpii
mnk

kkppnm +
++

=+⇒> ∑∫
=

++
−  

∫∫∫ =
+

=+⇒< − dxxxxRdx
bxa
xdxbxaxpiii n

n
m
m

pn

m
pnm ),,(

)(
)(0)( 2

1

1

1

 este 

de tip 1° şi notând n = c.m.m.m.c.{m2, n2} prin substituţia: 

 ;
1
nn txtx =⇔=  
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∫∫∫ =
+

=+⇒= −

−
+−

dttRdt
bta

t
n

dxbxaxdtt
n

dx p
n

m
pnmn

n

)(
)(

11)(1
6

111

 cu 

R6 o funcţie raţională în t. 

42°) Dacă p ∉ Z şi Z∈
+
n

m 1 , atunci Z∈−
+ 11
n

m  şi prin substituţia                

xn = t, avem: ∫∫ +=+
−

+

dtbtat
n

dxbxax pn
m

pnm )(1)(
11

 din care prin o nouă 

substituţie: dzz
b
pdt

b
azttbxazbta p

p
pnp 12 2

2
22 ; −=

−
=⇒=+⇔=+  se 

obţine rezultatul final: =+=+ ∫∫
−

+

dtbtat
n

dxbxax pn
m

pnm )(1)(
11

 

∫∫ =⋅⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
= −+

−
+

dzzRdzz
b

az
b
p

n
pp

n
m

p

)(1
7

1
11

2 21
2

, R7 o funcţie raţională în z 

deoarece: Z∈−
+ 11
n

m  şi Z∈−+ 121 pp . 

43°) Dacă 1 1,  şi m mp
n n

p+ +
∉ + ∈Z Z  se reprezintă integrala binomă sub 

forma: ∫∫∫ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅

+
=+ + dx

x
bxaxdxx

x
bxaxdxbxax

p

n

n
npm

p
n

n

n
mpnm )(  

şi prima substituţie: dtt
n

dxtxtx n
n

nn
−

==⇔=
11 1;  conduce la: 

 ∫∫ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

=+
−

+

dt
t

btat
n

dxbxax
p

p
n

m
pnm 111)(  a doua substituţie: 
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( )∫∫∫ =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
−=+⇒

−
−

=≠−
−

=⇒=
+

⇔=
+

−+
−+

+

−

dzzRdzz
bz

a
n

apdxbxax

dz
bz

zapdtbz
bz

att
x
bxaz

t
bta

pp
p

n
m

p
pnm

p

p
p

p
p

n

n
p

8
1

11

2

2

1
2

21

2

2

2
2

2

22

)(

)(
);0(

cu ZZ ∈−+∈−+
+ 1,11

21 ppp
n

m  şi R8 o funcţie raţională în Z. 

III. Integrarea funcţiilor raţionale în sinx şi cosx 

1°) Calculul integralei ( )∫ dxxxR cos,sin  în cazul general cu ( )ππ ,−∈x  

se face printr-o schimbare de variabilă: 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+
=

=
⇒=

21
2

arctg2

2
t

t
dtdx

tx
txg  şi 

( ) ( )∫∫∫ =
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+
−

+
=⇒

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

+
−

=

+
=

dttR
t

dt
t
t

t
tRdxxxR

t
tx

t
tx

122

2

2

2

2

2

11
1,

1
22cos,sin

1
1cos

1
2sin

 

cu R1 o funcţie raţională în t. 

2°) Dacă R(sinx, cosx) este o funcţie impară în cosx, avem: R(sinx, cosx)dx 

= f(sin2x, cos2x)cosxdx şi prin substituţia: sinx = t; cosxdx = dt se obţine: 

( ) ( ) ( ) ⇒−== dtttfxdxxxfdxxxR 2222 1,coscos,sincos,sin  

( ) ( ) ( )∫∫∫ =−=⇒ dttRdtttfdxxxR 2
22 1,cos,sin  cu R2 o funcţie raţională 

în t. 

3°) Dacă R(sinx, cosx) este o funcţie impară în sinx, avem: R(sinx, cosx)dx 

= g(sin2x, cos2x)sinxdx şi prin substituţia: cosx = t; -sinxdx = dt rezultă: 

( ) ( )( ) ( ) ( )∫∫∫∫ =−−=−−= dttRdtttgdxxxxgdxxxR 3
2222 ,1sincos,sincos,sin

cu R3 o funcţie raţională în t. 
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4°)Dacă R(sinx, cosx) este o funcţie pară în sinx şi cosx avem: R(sinx, cosx) 

= h(sin2x, cos2x) şi prin substituţia: ;
1

,arctg;tg 2t
dtdxtxtx
+

===  

2
2

2

2
2

1
1cos,

1
sin

t
x

t
tx

+
=

+
=  se obţine rezultatul final: 

( ) ( ) ∫∫∫∫ =
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++

== dttR
t

dt
tt

thdxxxhdxxxR )(
11

1,
1

cos,sincos,sin 4222

2
22

 cu R4 o funcţie raţională în t. 

IV. Integrarea funcţiilor raţionale în exponenţiale 

Primitivele de forma: ∫ dxeeR axraxr p ),,( 1 Κ  cu a ≠ 0, a ∈ R şi r1,...,  rp ∈ Q, 

iar *,, NZ ∈∈= ii
i

i
i nm

n
mr  şi i = 1,...,p se va nota λ=c.m.m.m.c.{n1,...,np} 

şi prin substituţia: 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

⋅=

=
⇔

⎩
⎨
⎧

>
=

t
dt

a
dx

a
tx

t
teax

λ

λ
λ

ln

0
 se obţine:  

∫∫∫ == dttR
t
dtttR

a
dxeeR pp rraxraxr )(),,(),,( 1

11 λλλ
ΚΚ  cu R1 o funcţie 

raţională în t. 

V. Integrale de forma ∫ dxxfxPn )()(  

Unde Pn ∈ R[X] şi f este una dintre funcţiile elementare: ex, ax, lnx, 

logax, arcsinx, arccosx, arctgx, arcctgx, etc. se calculează prin metoda 

integrării prin părţi cu scopul de a reduce treptat cu câte o unitate gradul 

polinomului Pn, grPn = n (n ∈ N). Se întâlnesc următoarele cazuri: 

1°) ∫∫∫ −−=−= dxexQxPedxexPxPedxexP x
nn

xx
nn

xx
n )()()()()( 1

'  

(  şi grQ'
1 nn PQ =− n-1 = n - 1) 
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2°) ∫∫∫ =−= ++ dxxQ
x

dxxQxxQxdxxP nnnn )(~)(ln)(ln)( 11 , unde: 

  cu grQ∫=+ dxxPxQ nn )()(1 n+1=n+1 şi )(~ xQn  polinom cu grQ~ =n. 

3°) ∫∫
−

−= +
+ dx

x
xQxxQxdxxP n

nn 2
1

1
1

)(arcsin)(arcsin)(  

 cu ∫=+ dxxPxQ nn )()(1  polinom de grad (n+1); se elimină radicalul din 

ultima integrală prin una dintre substituţiile lui Euler. De asemenea, în 

unele cazuri sunt convenabile substituţiile trigonometrice: 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=−=−=−=−

−==
==

|)sin|cos11(   |cos|sin11

)sin(   cos
)cos(   sin

2222 ttxttx

tdtdxtdtdx
txtx

 

şi se obţine integrala unei funcţii raţionale în sint şi cost. 

4°) =
+

−= ∫∫ ++ 211 1
)()(arctg)(

x
dxxQarctgxxQxdxxP nnn  

∫−= + dxxRarctgxxQn )()(1   

cu R funcţie raţională în x şi  polinom. ∫=+ dxxPxQ nn )()(1

5°) =−= ∫∫ dxaxP
aa

axPdxaxP x
n

x

n
x

n )(
ln
1

ln
)()( '  

∫ −−= dxaxQ
aa

axP x
n

x

n )(
ln
1

ln
)( 1  (grQn -1(x) = n - 1). 

VI. Integrale eliptice 

În cazul ( )dxxPxR n∫ )(,  cu grPn = n ≥ 3, primitivele nu se pot 

exprima, în general , prin combinaţii finite de funcţii elementare şi această 

clasă de integrale se numesc integrale eliptice. 

Integralele eliptice se pot reprezenta sub una dintre formele: 
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1°)

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

=+
−
+

==
−

=

+=

≤≤
−

=

∫∫

∫

)
2

(    
sin1
sin1ln

2
1

|cos|sin1
),1(

;),0(

)10(       
sin1

),(

12

22

uttgC
t
t

t
dt

t
dttI

CttI

k
tk

dttkI

 

2°) 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

+==−=

+=

≤≤−=

∫∫

∫

3
2

2

22

sin|cos|sin1),1(

;),0(

)10(     sin1),(

CtdttdtttE

CttE

kdttktkE

 

funcţiile I(k,t), E(k,t) se numesc funcţii eliptice; integrale de acest tip apar 

în calculul lungimii unui arc de elipsă din plan. 

VII. Integrale care nu se exprimă prin combinaţii liniare finite 

de funcţii elementare: ∫ dx
x

xsin  (sinusul integral); ∫ dx
x

xcos  (cosinusul 

integral); ∫ x
dx

ln
 (logaritmul integral); ∫ dx

x
ex

 (exponenţialul integral); 

 (integrala lui Poisson); ∫ − dxe x2

∫ dxx2cos  şi ∫ dxx2sin  (integralele lui 

Fresnel) şi integralele eliptice ∫ dxxPxR n ))(,(  (grPn = n ≥ 3). 

Aplicaţii: 

1. Carctgxxdx
x

x
x
dxx

+−=
+

−+
=

+ ∫∫ 2

2

2

2

1
1)1(

1
 

2. =−=
−

= ∫∫∫∫ x
dx

x
dxdx

xx
xxdx

xx
x

2222

22

22 cossinsincos
sincos

sincos
2cos  

Ctgxctgx +−−=  
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3. 

( )2

2 22

2 2

0; 4

1 1 2

2 4 2 4
a b ac

bd x
dx dx a

ax bx c a ab bx x
a a a a
≠ ∆= −

⎛ ⎞+⎜ ⎟
⎝ ⎠= = =

+ + ∆ ∆⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ − + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∫ ∫ ∫  

⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

<∆+
∆−
+

∆−

=∆+
+

−

>∆+
∆++
∆−+

∆

=

0;22

0;
2

2

0;
2
2ln1

Cbaxarctg

C
bax

C
bax
bax

 prin substituţia:
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=+

dtdx

t
a

bx
2  

Cxa
a
x

a
xa

C
a
x

a
xa

a
xaCttata

CttataCtatadtta

t

tdtadxtax
aax

tdtatdtataadxxa

+⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −+=

=+−+=+−+=

=++=++=+=

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−∈

==
−∈

==−=−

∫

∫∫∫

22
2

2

2

222
2

22

22222

2222222

arcsin
2

1
2

arcsin
2

sin1sin
22

cossin
22

2sin
42

)2cos1(
2

]
2

,
2

[

cos;sin
   ],[

coscossin.4

ππ

 

∫
++ cbxax

dx
2
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