Revista Matelnfo.Ro ISSN 2065 - 6432 octombrie 2009

1
g g g

GRUPURI
probleme propuse cu indicatii si raspunsuri
Grupuri numerice

1. intr—un grup aditiv G notim nx =x + x + ... + x (n termeni), pentru ne N*, xe G. Si se arate ci in grupul (Z, +)
ecuatia nx = a nu ar e totdeaunae solutie (n € N*, a € Z), pe cand in grupul (Q, +) aceeasi ecuatie cu a € Q are
totdeauna solutie

2. Si se arate ci in grupul (Z, +) ecuatia 2x = 0 are o singura solutie, pe cand in grupul (Q”, ) ecuatia x* = 1 are doua
solutii..

3. Se considera multimea G = {(a, b) € Z x Z la-3b2= 1} si operatia (a, b)*(c, d) = (ac + 3bd, ad + bc). Sa se
arate ca (G, *) este grup abelian infinit.

4. Se considera multimea G = {a + bV 37 | a,b €Q,a’-37b*=1}. Si se demonstreze ci multimea G este infinita.

. .. . . . m <
5. Fie Q grupul aditiv al numerelor rationale si pentru orice ne N* H, = {; | m e Z} . S& se arate cd :

a) Hn (e Hn+1 .
b) Un21 Hn = Q

6. Fie multimea Q¢ ={% | m,n € Z,m sin suntimpare } si G =0 x Z. Pe G se defineste legea de compozitie

(Qh kl)* (qz» kZ) = (qqu: kl + kZ)a vqla q> € QOs v kls k2 € Z

a) Sa se arate ca (G, *) este un grup abelian.
b) Sa se calculeze (1, 1)%(1, 2)* ... *(1,n),n N'.

7. Fie G un grup cu cel putin trei elemente si e elementul neutru. Spunem ca G are proprietatea ““ p” daca Vx,y € G
— {e} 3z (care depinde de x si y) astfel incat xy = z*. Si se arate ca grupul (R, -) are proprietatea « p », dar grupul
(R*, ) nu are aceasta proprietate.

8. Si se arate cd existd z € C astfel incét |z| = 1, dar 2" # 1, oricare ar fi n € N*,
Grupuri de matrice

9. Se considerd multimea P = {4 € M,(R) | 44'=1 »}, unde A" este transpusa matricei 4. Si se arate ci inmultirea
matricelor determind pe multimea P o structura de grup necomutativ.

a b

10. Se considera multimea G = {X = ( 0 1

)|a,be]R{,a>0}.

a) Sa se gaseasca doud matrice C, D € G pentru care CD = DC.

b) Sd se arate cidacid € G, atunci [, — A+ 4% € G.

1 0

h 1) si multimea M = {X € M(R)| AX = X4}.

11. Se considera matricea 4 = (
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a)Sasearateca G={Xe M | det X = 0} este grup in raport cu inmultirea matricelor.

b) Si se rezolve in G ecuatia X* = 1,.

V3
12. Se considera matricele U = (1 0 ), V= 2

(1 0\ . .
0 -1 ,12—(0 1) si multimea

G={I, V,V? U VU VU}.
a) Si se verifice ca U= V=1,.

b) Sa se arate ca (G, .) este un grup necomutativ.

13. Se considera matricele 4 :(_01 é), B :(_01 }), I, = ((1) (1)), C=4" B si multimea

G={XeMyC) | det(X)=1}.

a) Sa se verificeci A*=B°=1,.

b) Sa se arate ca (G, -) este grup.

¢) Sa se demonstreze ca C" # I ,, pentru orice n € N,

14. Si se arate cd ecuatia X =, are o infinitate de solutii in M 5(Z).

cost —sint

15. Se considera matricele 4 = (0 _1) siB= ( .
sint cost

1 0 ),cute]R.

a) Sa se arate ca dacd matricea X € M ,(R) verifica relatia AX = X4, atunci existd a, b € R astfel ca X = (Z _ab)'

cosnt —sinnt

. *
sinnt  cosnt ), pentru oricen € N .

b) Sa se demonstreze ca B" = (
¢) S se rezolve in multimea M ,(R) ecuatia X = A.

16. Se considerd multimea G = {( x Ly

iy x|®Y € Rx?+ y? # 0} . S se arate ci (G, -) este grup abelian.

17. in multimea M »(C) se considera submultimea H = {A = (_ZW VZY)| z,w € G, |z| + |w| > O}. Sa se arate ca H

este un grup necomutativ in raport cu inmultirea obisnuitd a matricelor.

18. Fie multimea

o= O D€ OC DC D DG 06 )

Sa se arate ca G impreuna cu inmultirea matricelor este un grup necomutativ.

2 -1 -1 111 x 1
19. Se considera matricele A= -1 2 —-1|,B=(1 1 1] si Mx=§ A +3—2 B, x € R*,
-1 -1 2 1 1 1 x

a) Sa se calculeze produsul 4B.



b) Sa se arateca M .M, =M, Vx,y € R*.

xps

¢) Sa se arate ca det(M,) # 0, Vxe R*.

a

20. In multimea M ,(R) se considera submultimea G = {( b

2;))| a,b € Z,a*— 2b* = 1}.55 se arate ¢

multimea G contine o infinitate de elemente.
Grupuri de permutari

21. Sa se calculeze :

2 3
541296341 Gag1o)

100 -1 1
NGRS HE NI HHNC e

22. Consideram ca ordinea initiald a literelor este cea alfabetica. Sd se determine numaul de inversiuni din cuvintele:
a) logaritm ; b) algoritm.
23. Sa se arate ca orice transpozitie are un numar impar de inversiuni.

27.Fiee=(123) _(123). _(123

< <o _ 2 2
123) 231 SitT 1 32).SasearatecaS3 {e,0,0°,1,0T,0°1}.

. . 1234 1234 1234 .
28. Fie permutamleoc:(2 32 1),[3:,(3 14 z)y:(4 31 2),elemente ale grupului (Sj, *).

a) Sa se verifice ca y este solutie a ecuatiei o = xJ3.
< s 4_nd
b) Sa se arate ca o = 3",

¢) Si se determine o solutie a ecuatiei xp* = a’x in S,.

12345 . . fn *
2345 1)655$1mu1‘glmeaA—{c ‘neN}.

29. Fie permutarea c = (
a) Si se determine numarul inversiunilor lui c.

b) Sé se determine numarul elementelor multimii 4.

c) Fiet e §sastfel incit t6” = o’1. Si se arate ci 16 = GT.
123 ..n—-1n

234 .. n 1
este permutarea identica.

30. Fieo e §,,0= ( ) Si se determine cel mai mic numar natural k astfel incat * = e, unde e

(123456789) :(123456789
2345167897 123495678
natural n astfel incat (tc)" = e, unde e este permutarea identica.

31. Se dau permutarile 6, T € Sy, 0 = ) Sa se gaseasca cel mai mic numar

32.Dacid 6 € S, notam cu m(c) numarul inversiunilor permutarii . Sa se demonstreze egalitatea:

CA
Zo‘eSn m(G) =n! 7 .



33. Si se arate cii pentru orice k € N, 0 < k< C2, existd in S, o permutare care are exact k inversiuni

34. (Grupul altern A,). Multimea permutarilor pare de grad n este grup fatd de compunerea permutérilor.
Zn

35. Se defineste sirul lui Fibonacci astfel : a=0,a,=1, a,=a,_ + a,,, dacan € N, n > 2. Sase arate ca

a) daca n se divide cu 4, atunci a, se divide cu 3 ;

b) dacd n se divide cu 5, atunci a, se divide cu 5 ;

¢) daca n se divide cu 8, atunci a, se divide cu 7.

36. Se considera multimea G = {(Z Z)| ab € 23}.

a) Sa se determine numarul elementelor multimii G.
b) Sé se arate cd AB € G, pentru orice 4, B € G.
¢) Sa se determine numarul matricelor din multimea G care au determinantul nul.

a —b|

37. Se considera multimile # = {a*|a < Z7} 5i G = {( .

a,b € Z,,a # 0saub # f)}

a) Sa se determine elementele multimii A.
b) Fie x, y € H astfel incat x + y = 0. Sa se arate cix =y = 0.

¢) Sa se arate ca G este grup abelian in raport cu operatia de inmultire a matricelor .

38.Fiel, = (1 9), T= (9 1) siS= (9 1) matrice cu elemente din Z,.
0 0 1 1 1 0
a)Sasearate ca I°=S5=1,.

b)G={I,, T, T 2 S, ST, ST 2} este un grup necomutativ in raport cu inmultirea matricelor.

39, (Grupul diedral D,). Fie A = (% %) §iB= (_ﬁl (i)> matrice din M (7).

a) Sa se verifice cd A" = B> =1,.

b) Si se arate ¢i D,, = {I,, 4, A%, ..., A", B, AB, A’B, ..., A""'B} impreuni cu operatia obignuita de inmultire a
matricelor este un grup necomutativ

40. Sa se demonstreze teorema lui Wilson : Dacé p este un numar prim, atunci (p — 1) ! + 1 se divide cu p.
41. Sa se demonstreze teorema lui Fermat : Daca p este un numar prim si a € Z, atunci ¢’ — a se divide cu p. *

42. Si se arate ci 2°% + 1 se divide cu 641.



Indicatii si raspunsuri
Grupuri numerice
1. Ecuatia 2x = 1 nu are solutii in Z.
2.85={0};S={-1,1}.

3. Elementul neutru este (1, 0), simetricul lui (a, b) este (a, —b). Din (2, 1) € Gsi (2,1) * ... *(2,1) =(1,0), (n
n factori

€ N), rezultd cd G este multime infinita.

4. Se demonstreaza ca G Inzestrat cu finmultirea obisnuita a numerelor reale este un grup abelian. El contine

elementul 73 + 12v/37 , deci si toate puterile lui naturale, asadar G este multime infinita.

m m(n+1 m m(n-1)!
m_m )eH,1+1.b—=—eH,l.

> 2) nl (n+1)! n n!

6. a) Produsul a doud numere impare este un numar impar, deci legea de compozitie este bine definita.Se verifica
simplu asociativitatea si comutativitatea operatiei, elemental neutru este (1, 0), simetricul elementului (g, k) este

elementul (3,—1(). b) (1. (1, 2)% .. *(1,m) = (1, ”("2“)) ,neN".

7. In grupul (R%, -) putem sa extragem radacina patrata, pe cand in grupul (R, -) acest lucru nu este posibil: este
suficient sa luamx=1,y=—1.

2kr 2kn .
8.zZl=1<z=cosa+isina,ae {0,2n);2"=1<z=cos—— +isin— ,n e N,0<k<n- 1. Este suficient
n n

a
s luam o astfel incat — ¢ Q, de exemplu o = 7°.
Vs

Grupuri de matrice

9.44'=BB'=1,=> AB(AB)' = A(BB")A' = Al ,A"' = I,, deci inmultirea este lege de compozitie interna pe P.
Elementul neutru este /, € P, matricele din P sunt inversabile, deoarece det(44 ‘) = (det A)* = 1 # 0, inversa unei
matrice din P este o matrice din P: AAd'=I[, = A'=4"' =474 N)'=4"'U)'=47'4=1,.

wac=( 0= Pheo-} PG mnoasi-(TE @)

deoarece 1 —a+a’>0, Vae R.

a 0

11.2) X, Y € M= XY € M: AXY = (AX)Y = X(AY) = XYA. Elementele multimii G sunt de forma (b a) .abeR,

a #0. Elementul neutru este /; € G, matricea inversa X ' = e G.

iy
QR O

DX’ =1,,Xe G=X=+I,.
12. calcul direct.

13.a)A*=B=—1,,deci4*=B°=1, ;



D" (D"

0 —1)" ), deci C"#1,, Vn e N*,

¢) Se demonstreaza prin inductie egalitatea C" = (

a 1+a

14.X=(1_a -

),an.

15. a) calcul direct; b) inductie dupda n ; c) X=+ \/2_7 (1 _11)

16'<x iy)(z it):<xz—yt i(xt +yz)

2 2_ .2 2 2 2
iy x/\it z i(xt+yz) xz—yt )’(xz_yt) Tt tyn) =0y

(Z7 W ([ Z2 W _ 212, — Wi W, ZyW, + Wi 25\ _ _
17.4= (_W1 z ).B= (_WZ Z_z) — AB= (W e UG w_lwz)’ det(4B) = det(4)det(B) = 0 =

= det(4) = 0 sau det(B) = 0.Dar det(4) = 0 < z = w = 0. Rezulta ca produsul a doud matrice din H este o matrice

. Lo 1 (Z —w o (1 iy (1 1
din H. Avem si 4 “ @ (W 2 )eH. Grupul H este necomutatlv.A—(i 1),3—(_1 1):AB¢BA.

18. Produsul a doud matrice din G este o matrice din G, Inmultirea matricelor este asociativa in M ,(C), deci si in G,
elementul neutru este /, € G, inversa oricarei matrice din G este o matrice din G (verificare !).

19. a) AB =03 . b) calcul direct. c) M M1 =1; = det(M,) # 0.

20. Multimea G este un grup abelian cu inmultirea obignuita a matricelor si contine toate puterile naturale ale

matricei (; g), care sunt distincte, deci G este infinita.

Grupuri de permutari

1234\, 12345, 1234\ (12345, 3_ 100 _ 99 _

21'3)(3124)'b)(35124)' )(3412)’(23451)"1)G ¢=0 o075
1234567
)(4267135)'
. 12345678 . L . 12345678 . o
22. a) 10gar1tm—>(46217385) are 11 inversiuni; b) algor1tm—>(14267385) are 7 inversiuni .
l. dacai =k,

23.Fiety € S, , k<[, transpozitia t;,(i) = k,dacai =1, Atunci m(ty) =2(I-k) - 1.

i,dacai=ksii=l

28. a)ay=vyB = (i i 2 3) ; b) ot = [34 = (i g g i) =e;c) oc(xB3)[3= a(a3x)l3 = oz.xB4 = 0c4x[3 = o= x.

Putem lua x =1.

29.a) m(c) =4;b) 4 = {o, 6%, °, 6*, ° = e} are 5 elemente; ¢) 16° = 6’1 = 16" = 6’16 = 6’6’1 =01 =

= o(t6’)o =o(c*)c = o1=10.

1 2 wn—-mn—m+1 .. n

30.0" = (m “im+2 n 1 m)’ 1 <m < n— 1, deci n este k minim cu proprietatea

ceruta.

_ (123456789 »_(123456789 s_ (123456789 +_(123456789
3110 (234591678)’(“5) (345982167)’(w) (459873216)’(m) (598764321)’



s_(123456789 6_(123456789 ,_ (123456789 s_ (123456789
(o) (987615432)“6) (876129543)“0) (761238954)“0) (612347895)

9_ (123456789 _
(7o) (123456789) ¢

32.Fie 6 € §, o permutare oarecare §i & < . 2 o permutarea obtinuta prin scrierea iin ordine
. u G = u u
" o(n)o(n—1).. o(1) J

inversa a elementelor din linia de jos. Orice pereche de indici (i, j) este inversiune in exact una dina ceste doud

permutdri. Rezultd ca numarul de inversiuni din cele doud permutari este egal cu numarul perechilor de indici, deci
n!
este C2 .Deoarece permutirile din S, pot fi distribuite in ? submultimi de tipul {c, 5} si numarul de inversiuni

dintr-o astfel de submultime este egal cu C? , se obtine egalitatea din enunt.
33. 0 transpozitie (i, /) se numeste adiacentd daca j =i+ 1. O transpozitie adiacentd compusa cu o permutare i
schimba acesteia numarul de inversiuni cu o unitate. Prin transpozitii adiacente plecand de la permutarea identica

. . . 1 2 .n < . . . <
(0 inversiuni), se obtine permutarea (n n1 1), care are numarul maxim de inversiuni. Este clar acum ca la un
anumit pas se obtine o permutare cu k inversiuni.
34.Fiee: S, » {~1, 1}, definita prin &(c) = (~1)"®. Atunci &(c7) = &(c)e(t), deci compunerea a doud permutiri
pare este 0 permutare para, permutarea identica este para, inversa unei permutdri pare este para. Prin compunerea cu

o transpozitie se schimba paritatea unei permutari, astfel cd exista tot atatea permutari pare cte sunt impare. Rezulta

n!
ca numarul permutarilor pare este egal cu ; .

L,

AA A A A A A A A A A A A A A A A A

36. a) G are 3-3 =9 elemente. b) Suma si produsul a doud elemente din Z; este un element din Z 5. ¢) a* = b* =

=0=a=b=0;d*=b"=1=a be {1,2);a*=b*=2, imposibil. Rezulti ci sunt 5 matrice in G care au
determinantul nul.

-1
37.a) H= {0, 1,2,4};b) verificare cu tabla adunirii; c) (Z _ab) = (C _cd)’ unde ¢ = (det 4) - a,
d= -(det A)'d.

39.a) 4" = (% ]{), b) BA = A™'B, deci produsul a doud matrice din D, este o matrice din D, . Avem (4%)"' = 4" si

(AkB)-l :B-lAn-k :BAn-k :An-lBAn-k-l = :A(n-k)(n-l)B :AkB.

40. Se calculeazi produsul elementelor din grupul abelian Z7, inmultind fiecare factor cu inversul sdu. Dacd x =x ',

x €Ly atuncix’=1,decix=Tsaux=-1.Rezultd1-2-3-..p—1=1-(-1D = -1,



41.Fie a € Zy, si f: Ly, — 7L, definita prin f{x) = ax. Functia f'este injectivd, deci este si surjectiva, deoarece Z,, este
multime finitd. Rezultd Zy, = {x1, X2, ..., X,-1} = {axy, axy, ..., ax, 1}, deci ax;* axy: ... -ax, | = & xx Xpo1 = X1X2
... X1, de unde a@'=1,asadara’ =a .Dacia=0 e Z,, atunci egalitatea a” = a este evident adevarata. Luand
acum « € Z, se obtine @P =@ € Z,, deci a” — a se divide cu p.

42. Numirul 641 =27-5+ 1 =2*+ 5% este prim, deci (Z,,,") este grup abelian. Avem 27 - 5 = —1, deci (27 . 3)4 =
(—1)4:i,deundeﬁ3-§z= 228 . (—?):—ﬁ:i.

Prof. Corneliu Manescu-Avram





