
                                                                           GRUPURI  

                                                    probleme propuse  cu indicaţii şi răspunsuri 

                                                                         Grupuri numerice 

1. Într−un grup aditiv G notăm nx = x + x + … + x (n termeni), pentru n∈ Գ*, x∈ G. Să se arate că în grupul (Ժ, +) 
ecuaţia nx = a nu ar e totdeaunae soluţie (n ∈ Գ*, a ∈ Ժሻ, pe când în grupul (Է, +) aceeaşi ecuaţie cu a ∈ Է are 
totdeauna soluţie  

2. Să se arate că în grupul (Ժ, +) ecuaţia 2x = 0 are o singură soluţie, pe când în grupul (Է*, ·) ecuaţia x2 = 1 are două 
soluţii.. 

3. Se consideră mulţimea G = {(a, b) ∈ Ժ × Ժ⏐a 2 − 3b 2 = 1} şi operaţia (a, b)∗(c, d) = (ac + 3bd, ad + bc). Să se 
arate că (G, ∗) este grup abelian infinit. 

4. Se consideră mulţimea G = {a + b√37⏐

௠
௡!

a, b ∈Է, a 2 − 37b 2 = 1}. Să se demonstreze că mulţimea G este infinită. 

5. Fie Է grupul aditiv al numerelor raţionale şi  pentru orice n∈ Գ*,  Hn = ቄ  ቚ݉ ∈ Ժቅ

௡௡≥ଵܪ

௠
௡

 . Să se arate că : 

a) Hn ⊂ Hn+1 . 

b) ڂ  = Է. 

6. Fie mulţimea Q 0 =ቄ   ቚ݉, ݊  א  Ժ,݉ şi ݊ sunt impare ቅ

ା

8. Să se arate că există z ∈ încât |z| = 1, dar zn ≠ 1, oricare ar fi n ∈

                                                                        Grupuri de matrice 

9. Se consideră mulţimea P = {A ∈ M 2( ⏐AAt = I 2}, unde At este transpusa matricei A. Să se arate că înmulţirea 

10. Se consideră mulţimea G = ቄ ܺ ൌ   ቀ ܾ
0 1ቁቚ ܽ, ܾ ∈ Թ , ܽ ൐ 0ቅ. 

a) Să se găsească două matrice C, D ∈ G pentru care CD ≠ DC. 

b) Să se arate că dacă A ∈ G, atunci I 2 − A + A  ∈ G. 

11. Se consideră matricea A = ቀ1 0
1 1ቁ  şi mulţimea M = {X ∈ M 2 ⏐AX = XA}. 

 şi G = Q 0 × Ժ. Pe G se defineşte legea de compoziţie  

             (q1, k1)∗ (q2, k2) = (q1q2, k1 + k2), ∀q1, q2 ∈ Q 0, ∀ k1, k2 ∈ Ժ. 

a) Să se arate că (G, ∗) este un grup abelian. 

b) Să se calculeze (1, 1)∗(1, 2)∗ … ∗(1, n), n Գ*. 

7. Fie G un grup cu cel puţin trei elemente şi e elementul neutru. Spunem că G are proprietatea “ p” dacă ∀x, y ∈ G 
− {e} ∃z (care depinde de x şi y) astfel încât xy = z2. Să se arate că grupul (Թכ , ·) are proprietatea « p », dar grupul  
(Թכ, ·) nu are această proprietate. 

 ԧ astfel  Գ*. 

     

Թ)
matricelor determină pe mulţimea P o structură de grup necomutativ. 

ܽ

 2

(Թ)
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a) Să se arate că G = {X ∈ M⏐det X ≠ 0} este grup în raport cu înmulţirea matricelor. 

b) Să se rezolve în G ecuaţia X 2 = I 2. 

√ଷ

12. Se consideră matricele U = ቀ , V = ቌ1 0
0 െ1ቁ

−ଵ
ଶ ଶ

ି√ଷ
ଶ

ିଵ
ଶ

ቍ 1 0
0 1ቁ

0 1
െ1 0ቁ

0 1
െ1 1ቁ

1 0
0 1ቁ

0 െ1
1 0 ቁ

cos ݐ െ sin ݐ
sin ݐ cos ݐ ቁ

ܽ െܾ
ܾ ܽ ቁ

cos ݐ݊ sin ݐ݊
sin ݐ݊ cos ݐ݊ ቁ

 2

16. Se consideră mulţimea G = ൜ ݕ݅
ݔ ฬ ,ݔ  ݕ א  Թ, ݔ

ଶ ൅ ݕଶ  ് 0ൠ  . Să se arate că (G, ·) este grup abelian. 

17. În mulţimea M  se consideră submulţimea H = ቄܣ ൌ   ቀ ݖ ݓ
െݓഥ ҧݖ ቁቚ ,ݖ  ݓ א  ԧ, |ݖ| ൅ |ݓ| ൐ 0ቅ  Să se arate că H 

ită a matricelor. 

18. Fie mulţimea  

G = ቄቀ1 0
0 1ቁ , ቀ

െ1 0
0 െ1ቁ , ቀ

0 ݅
݅ 0ቁ , ቀ

0 െ݅
െ݅ 0 ቁ , ቀ

0 െ1
1 0 ቁ , ቀ

0 1
െ1 0ቁ , ቀ

െ݅ 0
0 ݅ ቁ , ቀ

݅ 0
0 െ݅ቁቅ. 

 Să se arate că G împreună cu înmulţirea matricelor este un grup necomutativ. 

19. Se consideră matricele A = ൭െ1 2 െ1
െ1 െ1 2

൱ , B = ൭1 1 1
1 1 1

൱  şi M x = 
௫

, I 2 = ቀ   şi mulţimea  

G = {I 2, V, V  2, U, VU, V 2U}. 

a) Să se verifice că U 2 = V 3= I 2. 

b) Să se arate că (G, .) este un grup necomutativ. 

13. Se consideră matricele A =ቀ ,  B =ቀ , I 2 ൌ ቀ ,  C = A · B şi mulţimea                                         

G = {X ∈ M 2(ԧ) ⏐ det(X) = 1}. 

a) Să se verifice că A 4 = B 6 = I 2. 

b) Să se arate că (G, ·) este grup. 

c) Să se demonstreze că C n ≠ I 2, pentru orice n ∈ Գ*. 

14. Să se arate că ecuaţia X 2 = I 2 are o infinitate de soluţii în M 2(Ժ). 

15. Se consideră matricele A = ቀ  şi B = ቀ , cu t ∈ Թ. 

a) Să se arate că dacă matricea X ∈ M 2(Թ) verifică relaţia AX = XA, atunci există a, b ∈ Թ astfel ca X = ቀ . 

െb) Să se demonstreze că B n = ቀ , pentru orice n ∈ Գ*. 

c) Să se rezolve în mulţimea M 2(Թ) ecuaţia X  = A. 

൬ ݕ݅ݔ

 2(ԧ) .
este un grup necomutativ în raport cu înmulţirea obişnu

2 െ1 െ1 1 1 1

ଷ
 A + 

ଵ
మଷ௫
 B, x ∈  

a) Să se calculeze produsul AB. 

 Թ*.

2 
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                                                           ∑ ݉ሺσሻ ൌ ݊! σ∈ௌ೙  
஼೙మ

ଶ

 

x, y ∈  

ulţimea G = ቄቀܽ 2ܾ
ܾ ܽ ቁቚ ܽ, ܾ  א  Ժ, ܽ

ଶ െ  2ܾଶ ൌ 1ቅ . ܵă se arate că 

rupuri de permutări 

4  1  3  2
  4

3  2  4  1ቁ ; b)  ቀ1  2  3  4  52  4  5  1  3ቁ ቀ
1  2  3  4  5
5  3  4  1  2ቁ  ; c) ቀ1  2  3  42  3  4  1ቁ

ଶ
, ቀ1  2  3  4  53  4  5  1  2ቁ

ଷ
; 

d)  ቀ1  2  3  4  5  6  7  8  93  5  4  1  7 10 2  6  9   8  ቁ
ଵ଴଴

 ; e) ቀ1 2 3 4 5 6 77 3 2 1 6 5 4ቁ
−ଵ
ቀ  4 5 6 7
5 1 3 6 4 7 2ቁ ቀ

1 2 3 4 5 6 7
3 1 2 7 4 5 6ቁ

−ଵ
. 

Considerăm că ordinea iniţială a literelor este cea alfabetică. Să se determine număul d nversiuni din cuvintele: 

nspoziţie are un număr impar de inversiuni. 

e, σ, σ2, τ, στ, σ2τ}. 

utările   2  3  4
2  3  4  1

1  2  3 
3  1  4  2 4  3  1  2 S4, ·). 

 soluţie a i αx = xβ. 

4 4

ie a ecuaţiei xβ3 = α3x în S4. 

 A ൌ ሼσn⏐n ∈ Գ*ሽ. 

rul inversiu

στ.  

el mai mic număr natural k astfel încât σk = e, unde e 

utarea identică. 

τ ∈ S9, σ = ቀ1 2 3 4 5 6 7 8 92 3 4 5 1 6 7 8 9ቁ, τ = ቀ1 2 3 4 9 5 6 7 8ቁ. Să se găsească cel mai mic număr  

natural n astfel încât (τσ)  = e, unde e este permutarea identică. 

 n ărul inversiunilor permutării σ. Să se demonst

b) Să se arate că M xM y = M xy, ∀  Թ*.

c) Să se arate că det(M x) ≠ 0, ∀x∈ *. Թ

20. În mulţimea M 2( ) se consideră submԹ

mulţimea G conţine o infinitate de elemente. 

                                                                          G

21. Să se calculeze : 

a) ቀ1  2  3  4ቁ ቀ1  2  3

  10 1 2 3

22. e i

a) logaritm ; b) algoritm. 

23. Să se arate că orice tra

27. Fie e = ቀ1  2  31  2  3ቁ, σ = ቀ1  2  32  3  1ቁ şi τ = ቀ1  2  31  3  2ቁ. Să se arate că S3 = {

28. Fie perm α = ቀ1 ቁ, β = ,ቀ  4 ቁ γ = ቀ1  2  3  4ቁ, elemente ale grupului (

a) Să se verifice că γ este ecuaţie

b) Să se arate că α  = β . 

c) Să se determine o soluţ

29. Fie permutarea σ ൌ ቀ1  2  3  4  52  3  4  5  1ቁ ∈ S 5 şi mulţimea

aሻ Să se determine numă nilor lui σ. 

ă ă ţimii A. bሻ S  se determine num rul elementelor mul

 cሻ  Fie τ ∈ S 5 astfel  încât τσ2 = σ2τ. Să se arate că τσ = 

1  2  3     …   ݊ െ 1  ݊
 30. Fie σ ∈ Sn, σ = ቀ2  3  4    …        ݊     1 ቁ. Să se determine c

este perm

31. Se dau permutările σ, 1 2 3 4 5 6 7 8 9

n

32. Dacă σ ∈ S , notăm cu mሺσሻ num reze egalitatea: 

 . 



33. Să se arate că pentru orice k ∈ ex tă î

34. (Grupul altern An). Mulţimea

 Գ, 0 ≤ k ≤ ܥ௡ଶ,  is n Sn o permutare care are exact k inversiuni 

 mutărilor pare de grad n este grup faţă de compunerea permutărilor. 

       

ଷቅ. 

a) Să se determine numărul elementelor mulţimii G. 

b) Să se arate că AB ∈ G, pentru orice A, B ∈ G. 

 care au determinantul nul.  

7  = ቄቀܽ െܾ
ܾ ܽ ቚ ܽ, ܾ  א  Ժ଻, ܽ  ്  0෠ sau ܾ  ്  0෠ ቅ 

a) Să se determine elementele mulţimii H

0෠  = y = 0෠. 

rt cu operaţia de înmulţire a matricelor . 

 2 0෠ 0෠ 1෠ 1෠
i 

1෠ 0෠
en

a) Să se arate că T  = S  = I 2. 

, T 2, S T 2} es  nec a matricelor. 

൬1෠ 1෠
0෠ 1෠

൰ şi B = ൬െ1෢ 0෠
0෠ 1෠

൰ matrice din M 2(Ժn). 

 c  2

, A , A2B, …  operaţia obişnuită de înmulţire a 
matricelor este un grup necomutativ 

Wilson : Dacă p este un număr prim, atunci (p − 1) ! + 1 se divide cu p. 

at

per

                                                                                                 Ժn

35. Se defineşte şirul lui Fibonacci astfel : a0= 0, a1 = 1, an

a) dacă n se divide cu 4, atunci an se divide cu 3 ; 

 = an−1 + an−2, dacă n ∈ Գ, n ≥ 2. Săse arate că 

b) dacă n se divide cu 5, atunci an se divide cu 5 ; 

c) dacă n se divide cu 8, atunci an se divide cu 7. 

36. Se consideră mulţimea G = ቄቀܽ ܾቁቚ ܽ, ܾ  א  Ժܾ ܽ

c) Să se determine numărul matricelor din mulţimea G

37. Se consideră mulţimile H = {a2⏐a  ∈ Ժ } şi G

.  

b) Fie x, y ∈ H astfel încât x + y = . Să se arate că x

c) Să se arate că G este grup abelian în rapo

38. Fie I  = ൬1෠ 0෠൰, T = ൬0෠ 1෠൰ ş S = ൬0෠ 1෠൰ matrice cu elem te din Ժ2. 

 3  2

b) G = {I 2, T , ST, S te un grup omutativ în raport cu înmulţire

39. (Grupul diedral Dn). Fie A = 

a) Să se verifice ă An = B2 = I . 

b) Să se arate că D2n  = {I 2, A, A2, … n−1, B, AB , An−1B} împreună cu

40. Să se demonstreze teorema lui 

41. Să se demonstreze teorema lui Ferm  : Dacă p este un număr prim şi a ∈ Ժ, atunci ap − a se divide cu p. ∗ 

42. Să se arate că 232 + 1 se divide cu 641. 
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                                                                        Indicaţii şi răspunsuri 

                                                                          Grupuri numerice 

l lui (a, b) este (a, − b). Din (2, 1) ∈ G şi ሺ2, 1ሻ כ כ … ሺ2, 1ሻᇣ

  

1. Ecuaţia 2x = 1 nu are soluţii în Ժ. 

2. S = {0} ; S = {−1, 1}. 

ᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇥ3. Elementul neutru este (1, 0), simetricu
௡ ௙௔௖௧௢௥௜

 ≠ (1, 0),       (n 

ulţime i nită. 

grup abelian. E
el entul 73 + 12 37

∈ Գ), rezultă că G este m nfi

4. Se demonstrează că G înzestrat cu îinmulţirea obişnuită a numerelor reale  este un l conţine 
em √  , deci şi toate puterile lui naturale, aşadar G este mulţime infinită. 

௠
5. a) 

௡!
 = ሺ௡ାଵሻ!
௠ሺ௡ାଵሻ ∈ Hn+1 . b) 

௡
௠ = 

௡!
௠ሺ௡−ଵሻ! ∈ Hn . 

6. a) Produsul a două numere impare este un număr impar, deci legea de compoziţie este bine definită.Se verifică 
ciativitat o iv ea opera ental neutru este (1, 0), simetricul elementului (q, k) este 

elementul ቀଵ
௤

simplu aso ea şi c mutat itat ţiei, elem

, െ݇ቁ. b) (1, 1)∗(1, 2)∗ … ∗(1, n) = ቀ1, ାଵሻ
ଶ

௡ሺ௡ ቁ , n ∈ Գ*. 

 = c n ଶ௞π

7. În grupul (Թା
∗ , ·) putem să extragem rădăcina pătrată, pe când în grupul (Թ∗, ·) acest lucru nu este posibil: este 

suficient să luăm x = 1, y = − 1. 

i sin 
௞π
௡

8. |z| = 1 ⇔ z os α + isin α, α ∈ {0, 2π); z  = 1 ⇔ z = cos 
௡

 + 
ଶ

  , n ∈ Գ , 0 ≤ k ≤ n − 1. Este suficien

să luăm α astfel încât  
α
π

 * t 

 ∉ Է, de exemplu α = π2. 

tric

I 2, deci înmulţirea este lege de mpoziţie internă pe P. 
Elementul neutru este I 2 ∈ din P sunt inversabile, deoarece det(AA t) = (det A)2 = 1 ≠ 0, inversa unei 

 t  t  −1  −1  −1) t= A −1(A t) t = A −1A = I 2 . 

ଶ

11. a) X, Y ∈ M ⇒ XY ∈ M:  AXY = (AX)Y = X(AY) = XYA. Elementele mulţimii G sunt de forma ቀܽ 0
ܾ ቁ , a, b ∈ Թ,  

 e te I ∈ G, matricea inversă X −1 = ቌ
ଵ
௔

                                                                            Grupuri de ma e 

9. AA t = BB t = I 2 ⇒ AB(AB) t = A(BB t)A t = AI 2A t =  co
  P, matricele 

matrice din P este o matrice din P : AA  = I 2 ⇒ A  = A  ⇒ A (A

10. a) C = ቀ1 2
0 1ቁ, D = ቀ2 െ3

0 1 ቁ, CD = ቀ2 െ1
0 1 ቁ, DC = ቀ2 1

0 1ቁ;  b) I 2 − A + A2 = ቀ1 െ ܽ ൅ ܽ ܾܽ
0 1

ቁ ∈ G, 

deoarece 1 − a + a 2 > 0, ∀a∈ Թ. 

ܽ

a  ≠ 0. Elementul neutru s    2 
0

ି௕ ଵ
௔మ ௔

ቍ ∈ G. 

b)

1 = I2 ,;  

 X 2 = I 2 , X ∈ G ⇒ X = േI 2. 

12. calcul direct. 

3. a) A2 = B3 = − I 2, deci A4 = B6  

5 
 



c) Se demonstrează prin inducţie egalitatea Cn = ൬ሺെ1ሻ
௡ ሺെ1ሻ௡ିଵ݊

0 ሺെ1ሻ௡ ൰, deci Cn ≠ I 2, ∀n ∈ Գ*. 

14. X = ቀ ൅ ܽቁ, a ∈ Ժ. 

√ଶ

ܽ 1
1 െ ܽ െܽ

15. a) calcul direct; b) inducţie după n ; c) X = േ
ଶ

 ቀ1 െ1
1 1 ቁ. 

16. 
ݔ ݕ݅

ݔ ൰ ቀ
ݖ ݐ݅
ݐ݅  = ቁݖ

ݖݔ ݐݕ ݅ሺݐݔ ൅ ሻݖݕ
ሻݖݕ ݖݔ െ ݐݕ ൰, (xz −  yt) 2 + (xt + yz) 2 = (x2 + y2)(z2 +  

ଵݖ ଵݓ

൬݅ݕ ൬ െ
݅ሺݐݔ ൅ t2).

17. A = ቀെݓଵതതതതതത ଵഥݖ ቁ, B = ቀെݓଶത
ݖ ଶଶݓ
തതതതത ଶഥݖ ቁ  AB = ⇒ ൬ ଶݖଵݖ െ ଶതതതതݓଵݓ ଶݓଵݖ ൅ ଶഥݖଵݓ

െ ଶതݓ ଵതതതതതതതതݖ െ തݓ ଵതതതݖଶ ଶതതതതതതݖଵݖ െ ଶݓଵതതതതݓ
൰; det(AB) = det(A)det(B) = 0 ⇒     

⇒ det(A) = 0 sau det(B) = 0.Dar det(A) = 0 ⇔ z = w = 0.  Rezultă că produsul a două matrice din H este o matrice 

 Avem şi A −1 = ଵ
ሺ஺ሻ

din H.
ୢୣ୲ 

 ቀݖҧ െݓ
ഥݓ ݖ ቁ ∈ H. Grupu 1 ݅ 1 1

1ቁ ⇒ AB ≠ BA. 

18. Produsul a două matrice din G este o matrice din G, înmulţirea matricelor este asociativă în  M 2(ԧ), deci şi în G, 
l neutru es  G, inversa trice din G este o matrice din G

l H este necomutativ: A = ቀ݅ 1ቁ, B = ቀെ1

elementu te I 2 ∈ oricărei ma  (verificare !). 

19. a) AB = O 3 . b) calcul direct. c) M xܯభ
ೣ

  = I 3 ⇒ det(M x) ≠ 0. 

20. Mulţimea G este un grup abelian cu înmulţirea obişnuită a matricelor şi conţine toate puterile na ale ale 

                                                                          Grupuri de permutări 

21. aሻ ቀ1 2 3 4ቁ; bሻ ቀ1 2 3 4 5ቁ; c) ቀ1 2 3 4ቁ; ቀ1 2 3 4 5ቁ; d) σ3 = e ⇒ σ100 = σ99σ = σ; 

4 5 6 7

 6 2 1 7 3 8 5  ቀ1 2 3 4 5 6 7 81 4 2 6 7 3 8 5ቁ are 7 inversiuni . 

 τkl ∈ Sn , transpozi  τkl(i) = ൝
݈.  dacă ݅ ൌ
݇, dacă ݅ ൌ ݈,

    ݅, dacă ݅ ≠ ݇ şi ݅ ≠ ݈.
  Atunci m(τkl) = 2(l −k ) − 1. 

28. a) αγ = γβ = ቀ1 2 3 4 4 2 3ቁ ; b) α4 = β4 = ቀ1 2 3 4ቁ = e ; c) α(xβ3)β= α(α3x)β ⇒ αxβ4 = α4xβ ⇒ αx= xβ. 

a x = γ. 

e} are 5 elemente; c) 2τ = σ4τ  ⇒           
4)σ = σ(σ4τ)σ  ⇒ στ = τσ . 

     2       െ ݉ ൅ 1
݉ ൅ 2        1        tatea 

cerută. 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 2 1 2 3 4 5 6 7 8 9 3 1 2 3 4 5 6 7 8 9 4 1 2 3 4 5 6 7 8 9

tur

matricei ቀ3 4
2 3ቁ, care sunt distincte, deci G este infinită. 

3 1 2 4 3 5 1 2 4 3 4 1 2 2 3 4 5 1

e) ቀ1 2 3 4 2 6 7 1 3 5ቁ . 

22. a) l  ቀ14

23. Fie , k < l ţia
݇,

ogaritm →  2 3 4 5 6 7 8ቁ  are 11 inversiuni; b) algoritm →

1 1 2 3 4

Putem lu

29. a) m(σ) = 4; b) A = {σ, σ2, σ3, σ4, σ5 = τσ2 = σ2τ ⇒ τσ4 = σ2τσ2 = σ2σ
⇒ σ(τσ

30. σm = ቀ 1              …   ݊ െ ݉  ݊    …    ݊
݉ ൅ 1       …            ݊           …        ݉ቁ, 1 ≤ m ≤ n− 1, deci n este k minim cu proprie

31. τσ = ቀ2 3 4 5 9 1 6 7 8ቁ, (τσ)  = ቀ3 4 5 9 8 2 1 6 7ቁ, (τσ)  = ቀ4 5 9 8 7 3 2 1 6ቁ, (τσ)  = ቀ5 9 8 7 6 4 3 2 1ቁ, 

6 
 



(τσ)5 = ቀ1 2 3 4 5 6 7 8 99 8 7 6 1 5 4 3 2 )7 = ቀ1 2 3 4 5 6 7 8 97 6 1 2 3 8 9 5 4ቁ, (τσ)8 = ቀ1 2 3 4 5 6 7 8 96 1 2 3 4 7 8 9 5ቁቁ, (τσ)6 = ቀ1 2 3 4 5 6 7 8 98 7 6 1 2 9 5 4 3ቁ, (τσ ,  

(τσ)9 = ቀ1 2 3 4 5 6 7 8 9ቁ = e. 

32. Fie σ ∈ S n o permutare oarecare şi σ෥  = ൬ 1           2        …    ݊
σሺ݊ሻσሺ݊ െ 1ሻ…   σሺ1ሻ൰ permutarea obţinută prin scrierea îin ordine 

 elementelor din l . Orice pereche de ) este inversiune î a dina ceste două 
permutări.  Rezultă că numărul de inversiuni din cele două permutări este egal cu numărul perechilor de indici, deci 

Deoarece permută n Sn pot fi distribuite în 
௡!
ଶ

1 2 3 4 5 6 7 8 9

inversă a inia de jos  indici (i, j n exact un

este ܥ௡ଶ . rile di  submulţimi de tipul {σ, σ෥} şi numărul de inversiuni 

-o astfel de submulţime este egal cu ܥଶ , se obţine egalitatea din enunţ. 

îi 

(0 inversiuni), se obţine permutarea ቀ ቁ, care are numărul maxim de inversiuni. Este clar acum că la un 

it

) = ), deci compunerea a două permutări 
u 

 

al cu 
௡!
ଶ

dintr ௡

33. O transpoziţie ሺi, jሻ se numeşte adiacentă dacă j = i + 1. O transpoziţie adiacentă compusă cu o permutare 
schimbă acesteia numărul de inversiuni cu o unitate. Prin transpoziţii adiacente plecând de la permutarea identică   

1     2    … ݊
݊ ݊ െ 1…1

anum  pas se obţine o permutare cu k inversiuni. 

1 ε(σ (−1)m(σ). Atunci ε(στ) = ε(σ)ε(τ34. Fie ε : Sn → {−1, }, definită prin 
pare este o permutare pară, permutarea identică este pară, inversa unei permutări pare este pară. Prin compunerea c
o transpoziţie se schimbă paritatea unei permutări, astfel că există tot atâtea permutări pare câte sunt impare. Rezultă

că numărul  permutărilor pare este eg  . 

                                                                                 Ժn 
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෠ ෠ ෠  … dar ܽହෞ = ܽଵ଴ෞ  = ܽଵହෞ  = 0෠ . 

ipală 16 : 

t Ժ3 este un element din Ժ 3. c) a2 = b2 =  

= 0෠ ⇒ a = b = 0෠ ; a2 = b2 1෠ ⇒ a, b ∈ {1෠, 2෠}; a2 = b p il. Rezu unt 5 matrice în G care au 
determinantul nul. 

7. a) H = {0෠, 1෠, 2෠, 4෠};b) verificare cu tab rii; c) ܽ െܾቁ
ିଵ

 = ቀܿ െ݀
ܿ ቁ, unde c = (det )−1· ܽ,                         

d =  - (det A)-1·d. 

. a k 1෠ ෠݇ n-1 odus k -1 An-k şi             

n-k = An-1BAn-k-1 = … = A(n-k)(n-1)B = AkB. 

ză pr n Ժ௣כ , înmu  fiecare u
 1෠, deci x = 1෠ sau x = −1෠. Rezultă 1෠ · 2෠ · 3෠ · ݌ … െ 1෣ ൌ 1෠ · ሺെ1ሻ෣ ൌ െ1෠. 

                    

35. a) Şirul corespunzător în Ժ 3 este periodic cu perioada principală 8 : 0෠, 1෠, 1෠, 2෠, 0෠, 2෠, 2෠, 1෠, 0෠, 1෠,  …, dar ܽସෞ = 0෠. 

b) Şirul corespunzător în Ժ  este periodic cu perioada principală 20 : 
0෠, 1෠, 1෠, 2෠, 3෠, 0෠, 3෠, 3෠, 1෠, 4෠, 0෠, 4෠, 4෠, 3෠, 2෠, 0෠, 2෠, 2෠, 4෠, , 0෠, 11 , 1,

c) Şirul corespunzător în Ժ 7 este periodic cu perioada princ

෠ ෠ ෠ ෠ ෠ ෠ ෠ ෠ ෠ ෠ ෠ ෠ ෠ ෠ ෠ ෠ ෠ ෠ ෠ 0, 1, 1, 2, 3, 5, 1, 6, 0, 6, 6, 5, 4, 2, 6, 1, 0, 1, … dar ܽෞ଼ = 0. 

. b36. a) G are 3·3 = 9 elemen e ) Suma şi  produsul a două elemente din 

2 = 2෠, im osib ltă că s = 

3 la adună ቀܾ ܽ ݀ A

Av39 ) A  = ൬
0෠ 1෠

൰; b) BA = A B, deci pr ul a două matrice din Dn este o matrice din Dn . em (A )  = 

(AkB)-1 = B-1An-k = BA

40. Se calculea odusul elementelor din grupul abelia lţind factor cu inversul să . Dacă x = x −1, 
x ∈ Ժ௣כ , atunci x2 =

7 
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Ժ௣כ  şi f 
mulţime finită. Rezultă Ժ௣כ  = {x1, x2, …, xp−1} = {ax1, ax2, …, axp−1}, deci ax1· ax2· … ·axp−1 = a x1x2 … xp−1 = x1x2 

ci egalitatea a p = a este evident adevărată. Luând 
acum  a ∈ Ժ, se obţine ොܽ  = ොܽ ∈ Ժp, deci a  − a se divide cu p. 

7 4 4 p Ժ଺ସଵכ ,·) este grup abelian. Avem 2଻෢ · 5 ൌ  െ1෠, deci ൫2଻෢ · 5෠൯  = 

൫െ1෠൯ସ = 1෠, de unde 2ଶ෢଼ · 5ସ෢ ൌ 2ଶ෢଼ · ൫െ2ସ෢൯ = −2ଷଶ෢  = 1෠. 

 

41. Fie a ∈ : Ժ௣כ  → Ժ௣כ  definită prin f(x) = ax. Funcţia f este injectivă, deci este şi surjectivă, deoarece Ժ௣כ  este 
p−1

… xp−1, de unde ap−1 = 1෠, aşadar a p = a . Dacă a = 0෠ ∈ Ժp, atun
௣  p

42. Numărul 641 = 2 ·5 + 1 = 2  + 5  este rim, deci ( ෠ ସ

 

                                                                                                                                   Prof.  Corneliu Mănescu-Avram




