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DE LA PITAGORA LA EUCLID

Prof. Romeo Surdu
Scoala de Arte si Meserii Pogana
Loc. Pogana. Jud. Vaslui,

Primul matematician antic care a acumulat cunostintele si notiunile geometrice existente pana la
acea data si le-a transpus intr-o forma axiomatica, a fost Euclid din Alexandria(360-300 i.Hr.). Ideea
axiomatizarii geometriei constd in deducerea tuturor proprietatilor geometrice acumulate, pe baza unor
propozitii initiale si a unui sistem logico-deductiv. In lucrarea sa "Elemente" Euclid construieste
geometria pland pornind de la o serie de notiuni si concepte primare care au stat la baza axiomelor si
postulatelor. In unele editii ale "Elementelor", listele postulatelor si axiomelor nu sunt identice, de fapt
principiul dupa care afirmatiile fundamentale au fost trecute in randul postulatelor sau al axiomelor,
ramane neldmurit. Aristotel (284-322 1.Hr.) defineste axiomele ca afirmatii de la sine intelese,
provenind din experiente ce contin concepte al ciror continut era clar. In acest sens Euclid a folosit
definitiile conceptelor de bazd, de exemplu: un punct este ceva ce nu are parti. Pe baza axiomelor,
postulatelor si a deductiilor logice, fara a apela la realitatea inconjuratoare, el demonstreaza, cu unele
rezerve, teoremele.

Enumerarea definitiilor si axiomelor suficiente pentru demonstratia strict logicad a tuturor
teoremelor urmatoare, formeaza fundamentul axiomatic al geometriei. Urmand acest algoritm, Euclid
demonstreazi 28 de teoreme din geometria pland, Insa pentru a continua, este nevoit s introduca un
nou postulat si anume, postulatul paralelelor. In studiul geometriei din scoald acest postulat este
cunoscut sub numele de axioma paralelelor (Euclid) si este enuntat astfel: Printr-un punct A exterior
unei drepte d, (In planul determinat de A si d) se poate duce o singurd paraleld la dreapta d. Faptul ci
acest postulat a aparut ultimul, cu toate ca paralelismul este o relatie usor de intuit, ne duce cu gandul
ca Euclid a incercat sd-1 deducd din celelalte axiome. De fapt, majoritatea matematicienilor care s-au
ocupat cu fundamentarea geometriei, au incercat si elimine postulatul paralelelor. in acest fel au luat
nastere noi geometru si anume, geometriile neeuclidiene.

In perioada In care a triit Pitagora nu se punea problema axiomatizarii geometriei, insa pentru
demonstratiile acestei teoreme s-a folosit in mod direct sau indirect postulatul lui Euclid. Cu alte
cuvinte, postulatul lui Euclid implicd teorema lui Pitagora. S& vedem acum dacd reciproca este
adevaratd, adicd, teorema lui Pitagora, implica postulatul lui Euclid?

Sa incercam demonstratia acestei reciproce plasdndu-ne in cadrul geometriei absolute. Pentru
acesta, vom apela la sistemul axiomatic al lui Hilbert, considerdnd cunoscute primele patru grupe de
axiome si anume: axiomele de incidenta, axiomele de ordine, axiomele de congruentd si axiomele de
continuitate.
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Teoremal

Daca intr-un triunghi dreptunghic suma lungimilor patratelor catetelor este egala cu patratul
lungimii ipotenuzei, atunci existd triunghiuri dreptunghice si isoscele in care suma masurilor
unghiurilor este egala cu doud unghiuri drepte (2dr).

C Fie triunghiul ABC In care are loc relatia
a+b’=c’*(*) si CF L AB.

a b In triunghiurile dreptunghice BFC si FAC au loc
h relatiile: x>+h>=a’ i h’+y2=b’.(**)

X Yy Din figura se poate observa ca:
B A cz=(x+y)2=x2+y2+2xy(***)
C F Inlocuind relalliille (**),(***) in relatia (*)

obtinem:

x> +h*+h*+y?=x’+y*+2xy =2h’=2xy = h’=xy sau

(eexry 1 :%: k = h=kx, y=kh
X

Inlocuim in (**) si obllinem b*=h*+y’=k*x*+k*h*=k*(x*+h?)=k*a’=b’=k’*a’ =k _b

Relatia (****) devine LA
x h a
C

Dacd a = b = x =y = h. Triunghiurile ABC, BCF si FAC
sunt isoscele, prin urmare obtinem urmatoarele 12
congruente:
ZB=ZCi51 LA= LCordar LC=LC+ £LCr=1dr. =
LA+ /B+/C=2dr. B - A

Lema 1 (Teorema unghiului exterior)

Intr-un triunghi, un unghi exterior este mai mare decat fiecare din unghiurile neadiacente lui.

Vom demonstra ca unghiul ACB' este mai mare decat unghiul BAC, unde B - C - B'.

Fie D mijlocul segmentului AC si E un punct astfel
E incat B- D — E si [BD] = [DE].

E fiind punct interior unghiului ACB' avem

[CB'- [CE - [CA.

Deci ZACE este mai mic decat ZACB'.

Din triunghiurile congruente ACD si CED (LUL)

rezulta Z/BAC= ZACE, prin urmare ZACB' este mai

mare decat ZBAC.

A




Lema2

Intr-un triunghi suma masurilor a doud unghiuri este mai mica ca 2dr.

Vom demonstra cd suma unghiurilor CAB si ABC este mai micd decat 2dr. Considerdm unghiul DAB
exterior triunghiului ABC. Suma unghiurilor DAB si BAC este egala cu 2dr.
Conform lemei 1 unghiul DAB este mai mare
decat unghiul ABC, prin urmare suma
unghiurilor CAB si ABC este mai mica decat
2dr.

D A C

Lema3

Intr-un triunghi suma unghiurilor este mai mica sau egald cu 2dr.

DemonstralJie
In triunghiul ABC presupunem ci ZA+/B+£C>2dr. = £ A+/B+/C=2dr.+x

Fie D mijlocul segmentului BC si E un punct astfel incat A - D - E si AD =DE. Din congruenta
triunghiurilor ADC si DBC(LUL) rezulta:

/CAD =/AEB, ZACB =ZCBE,

prin urmare, suma masurilor unghiurilor triunghiului ABC este egald cu suma masurilor unghiurilor
triunghiului ABE si este egala cu 2dr +x. Cum ZCAB= ZCAE+ ZEAB, unul din cele doud unghiuri
este mai mic sau egal cu jumatatea unghiului CAB.

Fie LZEAB = /A4, < %A Reperam rationamentul pentru un alt triunghi in care £A4, < 4

22

. - . A ZA
Dupa un anumit numar de pasi exista ne N,astfel incat x > T

In acest caz suma celorlalte doua unghiuri ale triunghiului astfel determinat, va fi mai mare sau egala
decét 2dr. Acest rezultat obtinut contrazice lema 2.

Lema4

Dacda Intr-un triunghi suma masurilor este 2dr., Atunci segmentul ce uneste un varf al
triunghiului cu latura opusa, determina doua triunghiuri avand fiecare suma masurilor egala cu 2dr.



In triunghiul ABC suma masurilor unghiurilor este de 2dr.
Notam S; suma masurilor unghiurilor triunghiului ABD iar cu
S, suma masurilor unghiurilor triunghiului ADC.

Daca S, < 2dr, atunci S,>2dr. In contradictie cu Lema 3.

B D

Teorema?

Daca intr-un triunghi dreptunghic si isoscel suma masurilor unghiurilor este egala cu 2dr, atunci
in orice triunghi dreptunghic suma masurilor unghiurilor este egala cu 2dr.

E
Fie triunghiul ABC cu unghiul drept In C. Pe prelungirea catetelor,
luam doui puncte D si E astfel Incat triunghiul DCE sa fie isoscel.

B  Deoarece Intr-un triunghi isoscel, suma unghiurilor este egald cu 2d,
conform lemei 4, triunghiul ABC va avea suma unghiurilor egald cu
2dr.

Teorema3

Urmatoarele doua propozitii sunt echivalente:
(1).orice secanta formeaza cu doua drepte paralele a si b, unghiuri alterne interne congruente;
(2). axioma lui Euclid.

, d
b ()= (2)Fica | b, secanta d, si £ A;=/ B,
. \\ Presupunem ca b nu este unica. Atunci exista b’ || a astfel incat
5\ Z A,=/B, aceasta situatie este contrazisd axioma de constructie a
X .. . . .~ A
a - unghiurilor, deoarece semidreapta [AX este unica astfel incat £
/R A=4By

(2) = fie A ¢a, bl|a si secanta d.
Presupunem ca ZA; nu este congruent cu £ B; . Conform axiomei de constructie a unghiurilor exista
semidreapta[ AX, astfel Incat /4,=/ B, b' | a in aceastd situatie avem doua drepte b si b’ ce trec prin
punctul A si sunt paralele cu a.
(contrazice axioma lui Euclid).

Teorema 4

Urmatoarele doud propozitii sunt echivalente:

(1). exista triunghiuri dreptunghice in care suma masurilor unghiurilor este de 2dr;
(2). axioma lui Euclid.



()= () A
T Fie triunghiul dreptunghic ABC, In care
LA+ L B+ZC=2dr.
Construim AxLAC.
B/ _ & Seobservicd ZA,+/A=1d si Z/B+/A=1dr = /B=/A4,

Conform teoremei 3 rezultd prima implicatie. (2) = (1) este evidenta
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3 rezulta prima implicatie. 2)=>(1) este evidenta





