O PROPOZITIE ST APLICATIILE EI

de Neculai STANCIU!

Domnului Profesor D.M. Batinetu — Giurgiu,
ca semn al stimei mai multor generatii

O gama destul de larga de proprietati elementare si aparent nelegate intre ele admite
o schema comuna de demonstratie.In acest articol dorim sa aprofundam aceste
proprietati, relevand mecanismul comun al demonstratiei si aducand anumite

completari.Contextul in care ne plasdm este cel din [1] si anume:
1). Functia f: [a —-r,a+ r] — R se numeste a-pard daca
fla+x)=f(a—x),YxeR cu |x| < r, respectiv a-impara daca
fa+x)=—f(a—x),VxeR cu |x|£r;
2). Functia f: [a —-b,a+ b] — R, continud, a,b € R, b >0, are graficul simetric
fata de dreapta x =adaca f(a—h)= f(a+h), Vhe [O,b] (adica f este a-pard);
3).Functia f: [a —b,a+ b] — R, continud, a,b € R, b >0, aregraficul simetric fatd
de punctul A(a,0)daca f(a—h)=—f(a+h), Vhe [O,b] (adicd f este a —impard);
4).Fie f:R — R continud.Punctul C(a,b) este centrul de simetrie pentru graficul
lui fdaca f(a—x)+ f(a+x)=2b, VxeR.

Rezultatul principal al acestui articol este:

Propozitia 1.(D.M. Batinetu — Giurgiu) — publicata in [1] si [2], fara anul aparitiei

Fie f: [xo—r, X, + r] — R continud cu proprietatea cd af (x, +x)+bf (x, —x)=c, Vx

<r,a,be R, ce R, atunci:

Cu |x
(i) jf(x)dx_ L a+b#0;
i a+b

Xo+r xn +r

(if) [ f(xpe ="+

Xo—T

Demonstratie.
Consideram «, 3 : [— r,r] - [xo — 7, X, + r], a(t)y=x,+t, p(t)=x,—t sicum
f: [a —r,a+ r] — R este continud putem aplica scimbarea de variabila

Xo+r a(r)
@) [fede= [fode= j fla()a'(t)dt = j S (x +0)dr = j(———f(xo —))dt =
Xo—r a(-r)
ﬂ(r)
b o= 2,2 j BB @=L 42 | pxyds=
ﬂ( r)
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_ 2er —XTrf(x)dx Rezulta ca XTrf(x)dx‘FéxTrf(x)dX—z_ si deci
a s Xo—r X7

jf?(x)dx —
Xo+7 Xo+r a(0)

(i) j f(x)dx = j f(x)dx + j f(x)dx , dar j f@dx= [ f(x)dx= j f(x, +0)dt =

a(-r)
- I =2 1, - tpar==-2 j Fx, —t)dt = j FB@)A (1)t =
ﬁ( )

__+_ J'f( )dx ——+— If(x)dx rezultd cd
@ quc A sor

[re=2al [ reare Off(x)d ezt

Xo— Xotr
in [3] am gisit problemele ]6024, G.M 8 — 1976 autor Gh.Fatu §i 16383, GM 11977
autor Anton Reiderer care tin de istoricul propozitiei de mai sus.

Aceasta teorema , atribuitd lui D.M. Batinefu — Giurgiu, a fost In anii care au
trecut redescoperita si particularizatd de mai multe ori avand pana in prezent mai multe
aplicatii.O parte din aceste aplicatii sunt prezentate in cele ce urmeaza.

Aplicatia 1.

Daci f:[a—r,a+r]— R este continui atunci:
a+r

ajtrf(x)dx _ 2. ! f(x)dx,daca f estea -para

a-r

0,daca f estea -impara

Demonstratie.

Daca f este a-pard, atunci f(a+x)— f(a—x)=0;deci in Propozitial.(ii) punidnd a =1,
b=-1,c=0, x,=a rezultdca:

a+r a+r a+r

J 1o - =2 [

Daca f este a-impara, atunci f(a + x) + f(a—x) =0 sipunand in 1.(i1) a=b=1, c¢=0, rezulta

ca If(x)dsz.

Aceasta aplicatie, este foarte cunoscuta si utilizatd foarte des in diverse cazuri
particulare dar ceea ce putini cunosc este faptul ca reprezinta un caz particular al teoremei
D.M. Batinetu — Giurgiu.

Aplicatia 2.Fie f :[a—b,a+b]— R, continui, a,b € R, b >0 .Functia f are graficul

a+h a+h

simetric fatd de dreapta x = a, daca si numai daca I f(x)dx=2 j f(x)dx =2 _[ f(x)dx,

Vhe[-b,b].



Demonstratie.
Daca f este simetrica fata de dreapta x = a, atunci f(a—h)= f(a+h), Vhe [O,b],

a+b a+b

deci f este a- pard si conform Aplicatiei 1., rezulta ca J f(x)dx=2 J f(x)dx
a-b a

si facand schimbarea de variabild p(x) =x—-b, ¢: [a, a+ b] —> R, p(a)=a—b,
a+b a

p(a+b)=a,obtinem [ f(x)dx= [ f(x)dx.

a-b
Reciproc, f fiind continua , admite ca primitiva pe F(x) = I f()de,

F: [a -b,a+ b] — R, cu F(a)=0. Relatia din enunt, implica :
F(a+h)—F(a—h)=2-[F(a)-F(a—h)]=2-[F(a+h)-F(a)], Vh cu || <b.
Rezultica F(a+h)=—-F(a—h),deci F'(a+h)=—-F'(a—h)-(a—h)", adica
f(a+h)= f(a—h) sideci f este simetrica fatd de dreapta x = a, adica f este a-para.
Aplicatia 3.
Fie f: [a —b,a+ b] — R, continud, a,b € R, b > 0 .Graficul functiei f este simetric
a+b
fatd de punctul A(a,0), daca si numai daca '[ f(x)dx=0.
a-b
Demonstratie.
Daca f are graficul simetric fata de punctul A(a,0)avem f(a—h)=—f(a+h),
a+b
Vhe [O,b], adica f este a-impara si conform Aplicatiei 1. rezulta ca I f(x)dx =0.
a-b
Reciproc, ca in demonstratia Aplicatiei 2. relatia din enunt devine
F(a+h)—F(a—h)=0, care prin derivare devine: f(a+h)+ f(a—h)=0, adica f
este a- impard , deci are graficul simetric fatd de punctul A(a,0).
Aplicatia 4.(Problema mentionata la concursul S.S.M — autor Ana Avram, G.M I —
1978, data in concurs)

Fie f: R — R continua si punctul C(a,b) centrul de simetrie pentru graficul lui 1,
2a

atunci j F(t)dt =2ab.

0

Demonstratie.(in G.M 1 — 1978 avem o alta demonstratie)
Daca punctul C(a,b) este centrul de simetrie pentru graficul lui £, atunci

f(a—x)+ f(a+x)=2b, Vx € R .Conform Propozitiei 1. pentru a =b =1, c=2b,

2a a+a
x, =a,rezulta ca [ f(dt = [ f(t)dt = 220 2ab.
0 o 1+1




Aplicatia 5.Fie f: R — R continua. C(a,b) este centrul de simetrie pentru graficul lui
f dacd si numai daca J-f(t)dt =2bx, VxeR.

Demonstratie.

Daca C(a,b) este centrul de simetrie pentru graficul lui f* atunci

fla—r)+ f(a+r)=2b, Vr € R.Observam ca putem aplica Propozitia 1. cu a =b =1,

c=2b, r=x rezultd ca J-f(z)dzzz'zb
1+1

a—x

-x = 2bx.

Reciproc, daca J. f(t)dt = 2bx , rezulta J. f(t)dt + J. f(t)dt =2bx dar,cum f este
continud , admite primitive si fie F o primitiva a sa; atunci avem

2bx = j F()dt + j f(t)dt = F(a)- F(a—x)+ F(a+x)—F(a)=F(a+x)— F(a—x).
Derivand relatia de mai sus rezultd

2b=F'(a+x)—F'(a—x)= f(a+x)— f(a—x)-(—x)'=f(a—x)+ f(a+x) c.c.td.

Un caz particular al acestei aplicatii este problema 17117 din G.M. 3 — 1978, autor Paul
Lefter.

fn incheiere, propun cititorilor si consulte [2] si [3] unde se gasesc mai multe
exercitii propuse de diversi autori , date la concursuri si olimpiade care se pot rezolva
utilizand Propozitia 1., si proprietdtile functiilor pare si impare generalizate.
Indicatii:
a) din [3]: 14847 GM.nr. 7/1975, 22377 G.M. nr. 5/ 1991, 22750 G. M. nr. 1/
1993, 22990 G.M. nr. 4/ 1994, 23834 G.M. nr. 12/ 1997, 24094 G.M. nr. 3/
1999, 14847 G.M. nr. 7 /1975, pb. Data in concurs G.M. nr. 1/2002, 25054
G.M. nr.2 /2004, 25775 G.M. nr. 4/2007;
b) din [2]: 6.57,6.58, 6.112,6.117, 6.118, 6.135.
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