
O PROPOZIŢIE ŞI APLICAŢIILE EI 
 

de Neculai STANCIU1  
 
Domnului Profesor D.M. Bătineţu – Giurgiu, 

ca semn al stimei mai multor generaţii 
 

O gamă destul de largă de proprietăţi elementare şi aparent nelegate între ele admite 
o schemă comună de demonstraţie.În acest articol dorim să aprofundăm aceste 
proprietăţi, relevând mecanismul comun al demonstraţiei  şi aducând anumite 
completări.Contextul în care ne plasăm este cel din [ ]1  şi anume: 

1). Funcţia  se numeşte a-pară dacă 
 cu 

[ ] Rraraf →+− ,:
Rxxaf ∈∀− ),(( xaf =+ ) rx ≤ , respectiv a-impară  dacă 

u Rxxafxaf ∈∀−−=+ ),()(  c rx ≤ ; 
2). Funcţia , continuă, [ ] Rbabaf →+− ,: Rba ∈, , , are graficul simetric 
faţă de dreapta 

0>b
ax = (afdacă )() afh h+=− , [ ]b,0h∈∀ (adică este -pară); f a

3).Funcţia [ ] Rbabaf →+− ,: , continuă, Rba ∈,
)h

, , aregraficul  simetric faţă 
de punctul dacă 

0>b
)0,(aA )( haf (af +−=− , [ ]b,0h∈∀ (adică este impară); f −a

4).Fie  continuă.Punctul  este centrul de simetrie pentru graficul 
lui dacă 

RRf →:
af (

),( baC
bf xafx 2)() =++− , Rx∈∀ . 

Rezultatul principal al acestui articol este: 
Propoziţia 1.(D.M. Bătineţu – Giurgiu) – publicată în [ ]1  şi [ ]2 , fără anul apariţiei 
Fie  continuă cu proprietatea că [ ] Rrxrxf →+− 00 ,: cxxbfxxaf =−++ )()( 00 , x∀  
cu ∗∈≤ Rbarx ,, , c R∈ , atunci: 
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Demonstraţie. 
Considerăm [ ] [ ,,,:, 00 rxrxrr ]+−→−βα  ,)( 0 txt +=α  txt −= 0)(β  şi cum 

 este continuă putem aplica scimbarea de variabilă  [ araf − ,: ] Rr →+
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În [  am găsit problemele 16024, G.M 8 – 1976 autor Gh.Fătu şi 16383, G.M 1 – 1977 
autor Anton Reiderer care ţin de istoricul propoziţiei de mai sus. 
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Această teoremă , atribuită lui D.M. Bătineţu – Giurgiu, a fost în anii care au 
trecut redescoperită şi particularizată de mai multe ori având până în prezent mai multe 
aplicaţii.O parte din aceste aplicaţii sunt prezentate în cele ce urmează. 
Aplicaţia 1. 
Dacă  este continuă atunci: 
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Demonstraţie. 
Dacã este a-parã, atunci f 0)()( =−−+ xafxaf ; deci în Propoziţia1.(ii) punând ,1=a  
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Dacã f este a-imparã, atunci 0)()( =−++ xafxaf  şi punând în 1.(ii) a=b=1, c=0, rezultã 
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Această aplicaţie, este foarte cunoscută şi utilizată foarte des în diverse cazuri 
particulare dar ceea ce puţini cunosc este faptul că reprezintă un caz particular al teoremei 
D.M. Bătineţu – Giurgiu. 
Aplicaţia 2.Fie , continuă, [ ] Rbabaf →+− ,: Rba ∈, , .Funcţia  are graficul 

simetric faţă de dreapta 

0>b f
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Demonstraţie. 
Dacă  este simetrică faţă de dreapta f ax = , atunci )()( hafhaf +=− , , 

deci  este - pară şi conform Aplicaţiei 1., rezultă că  
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şi făcând schimbarea de variabilă bxx −=)(ϕ , [ ] Rbaa →+,:ϕ , ,)( baa −=ϕ  
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Reciproc,  fiind continuă , admite ca primitivă pe , 

, cu . Relaţia din enunţ, implică : 
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Rezultă că , deci )()( haFhaF −−=+ )()()( ′−⋅−′−=+′ hahaFhaF
a

, adică 
 şi deci  este simetrică faţă de dreapta )( haf − f)( haf =+ x = , adică  este a-pară. f

Aplicaţia 3. 
Fie , continuă, [ ] Rbabaf →+− ,: Rba ∈, ,

a
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 .Graficul funcţiei  este simetric 

faţă de punctul , dacă şi numai dacă  
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Demonstraţie. 
Dacă  are graficul simetric faţă de punctul avem f )0,(aA )()( hafhaf +−=− , 

, adică  este a-impară  şi conform Aplicaţiei 1. rezultă că  [ ,0 ]bh∈∀ f .0=)(∫
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Reciproc, ca în demonstraţia Aplicaţiei 2. relaţia din enunţ devine 
 care prin derivare devine: ,0)()( =−−+ haFhaF ,0)()( =−++ hafhaf  adică  f

este - impară , deci are graficul simetric faţă de punctul  a ).0,(aA
Aplicaţia 4.(Problemă menţionată la concursul S.S.M – autor Ana Avram, G.M 1 – 
1978, dată în concurs) 
Fie  continuă şi punctul   centrul de simetrie pentru graficul lui , 

atunci  
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Demonstraţie.(în G.M 1 – 1978 avem o altă demonstraţie) 
Dacă punctul  este centrul de simetrie pentru graficul lui , atunci 
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Aplicaţia 5.Fie  continuă.  este centrul de simetrie pentru graficul lui 

dacă şi numai dacă  
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Demonstraţie. 
Dacă  este centrul de simetrie pentru graficul lui  atunci 
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Reciproc, dacă  , rezultă  dar, cum  este 

continuă , admite primitive şi fie o primitivă a sa; atunci avem 
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Derivând relaţia de mai sus rezultă 
)()()()()(2 ′−⋅−−+=−′−+′= xxafxafxaFxaFb = )()( xafxaf ++−  c.c.t.d. 

Un caz particular al acestei aplicaţii este problema 17117 din G.M. 3 – 1978, autor Paul 
Lefter. 

 
În încheiere, propun cititorilor să consulte [ ]2  şi [ ]3  unde se găsesc mai multe 

exerciţii propuse de diverşi autori , date la concursuri şi olimpiade care se pot rezolva 
utilizând Propoziţia 1., şi proprietăţile funcţiilor pare şi impare generalizate. 

Indicaţii: 
a) din [ ]3 :  14847 G.M. nr. 7 / 1975,  22377 G.M. nr. 5 / 1991,  22750 G. M. nr. 1 / 

1993,  22990 G.M. nr. 4 / 1994,  23834 G.M. nr. 12 / 1997,  24094 G.M. nr. 3 / 
1999,  14847  G.M. nr. 7 /1975, pb. Dată în concurs  G.M. nr. 1 /2002,   25054 
G.M. nr.2 /2004, 25775 G.M. nr.  4 / 2007; 

b) din [ ]2 : 6.57, 6.58,  6.112, 6.117, 6.118, 6.135. 
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