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Asupra unor numere “extreme”

-de Marcu Stefan Florin profesor Calarasi-

\VVom spune ca patru numere reale a,b,c,d sunt numere extreme daca
indeplinesc conditiile
1) a>0,b>0,¢c>0,d>0

2) a+b: 2 \/a

2 1.1
b ¢

Relatiile 2) exprima faptul ca media aritmetica dintre a si b este egala cu

media armonica dintre b si ¢ si cu media geometrica dintre ¢ si d.

Consecinte ale definitiei:
1) d=0

2) Daca a=0 atunci b=3c si d=%c

Demonstratie:

1) Daca d=0= 1—21=0c> bz—bcc=0:> b=0 sau c=0 (absurd), deci sid=0
+
b ¢
b_ 2bc _

2) Dacaa=0 = ERrTS cd =b(b+c)=4bc=b?*=3bc=b=3c

: b _3c 9c? 9
Din Jed==== =cd==-= d==c.
2 2 = 4 = 4

In continuare vom prezenta o serie de proprietati remarcabile ale acestor

numere si vom arata cum se pot gasi acestea.
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PROPRIETATEA 1
Daca doua numere extreme sunt egale atunci toate patru sunt egale.
SOLUTIE:

VVom studia toate cazurile posibile:

1) a=d= 220 = 2 = G = (atb)=dca si (a+b)(b+c)=4be

b+c

Evident a+b = 0 si impartind cele doua relatii obtinem :

a+b_a _ h2-ac— b=voa=2"2 — a=b— b=c. Deci a=b=c=d.
b+c b 2

2) a=C= aTH’:Zii: ad = a=b(deoarece daca media aritmetica a doua
a+

numere este egala cu media lor armonica cele doua numere sunt
egale). Deci a=+ad = a=d (daca a=0 atunci c=0 absurd) si conform
cu 1) avem a=b=c=d.

3) a:b:>a=ﬂ=\/a =a*=ac si cum a=b= 0= a=c si conform cu 2)

a+cC
avem a=b=c=d

2
4) b=C:>a—+b:£: bd = a=b=d.
2 2b

5) b=d= aTm:bz—bcca/E — b=c (deoarece media geometrica dintre b si
+

c este egala cu media lor armonica) si din 4) avem a=b=c=d.

6) c=d= 2P =2 —¢_ h=c gj a=b.
2 b+c

PROPRIETATEA 2

Daca a,b,c,d sunt numere extreme atunci au loc inegalitatile:

I. at+b<c+d

Ii. ab<cd
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. a<c
iv. bx>d

V. CZa——i_b
3

DEMONSTRATIE:

Folosind inegalitatea mediilor avem:

Din 272 5 /ab = Jed > Jab —ab<cd

2
Dinbz—bccs@:\/asﬂ:bzd
+

Din Jed < C;d - a;b < C;d — a+b<c+d

Din (a+b)(1 +1)=4= 3P 3+0b_y a+b_j a+b_g 3 5 aipc3c
b ¢ b c c b
. a+b
3

PROPRIETATEA 3

Daca a,b,c,d numere extreme strict pozitive cu b=d atunci:

DEMONSTRATIE:
Din definitia numerelor extreme avem relatiile :
(a+b)?=4cd si (a+b)(b+c)=4bc

Impartind cele doua relatii avem : atb_d
b+c b
i _ a—-c_ 4c
Scazand relatiile avem (a+b)(a-c)=4c¢(d-b) = T ab
- +
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PROPRIETATEA 4
Daca a,b,c,d numere extreme strict pozitive cu c-a=b-d atunci a=b=c=d.
DEMONSTRATIE:

Din c-a=b-d avem a=c-b+d si inlocuind in definitia numerelor extreme

avem.

c—-b+d+b_ 2bc _\/—

—\/_:>c d si din P1 avem a=b=c=d.
2 T h+c

PROPRIETATEA S
Daca a,b,c,d numere extreme strict pozitive cu c-a=2(b-d) atunci
a=b=c=d.
DEMONSTRATIE:
Din P3 avem (a+b)(a-c)=4c(d-b) si din ipoteza = 2(a+b)(d-b)=4c(d-b)

—d=b sau c= aTer— Jed =c=d. In ambele situatii din P1 = a=b=c=d.

CONSECINTE:

1) Daca a+b=c+d sau ab=cd unde a,b,c,d numere extreme strict pozitive

atunci  a=b=c=d.

2)Nu exista patru numere extreme in progresie aritmetica sau geometrica.
DEMONSTRATIE:

1) Din at+b=c+d = c-a=b-dsidin P4 = a=b=c=d

Din ab=cd si din "”b Jod=+ab —a=b — a=b=c=d

2)Lasam ca exercitiu aceasta demonstratie care este evidenta folosind P2.
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TEOREMA

Daca a,b,c,d numere extreme strict pozitive si distincte doua cate doua

atunci (3) p,ge(0,+x) cu p>4?q si p=2q astfel incat :

a=PABP-49) |, A (P (P-0) 449 (P-0)
(p—20) (p-20) (p-20) (p-20)

DEMONSTRATIE:

Din P2 avem a<c si b>d (deoarece sunt distincte)

Sa notam c-a=p si b-d=q Evident p>0 si g>0.
Se observa ca p=2q deoarece in caz contrar am avea c-a=2(b-d) sidin P5

avem a=b=c=d contradictie.

Sa mai aratam si ca p>%q < 3p>4q <« 3(c-a)>4(b-d)

DinP3stimca 2-¢=_4°
d-b a+b
Din P2 avem c>2%2 4 4 gioptinem 2=¢ 2 o 3(c-a) >4(b-d)
a+b 3 d-b 3

VVom mai arata ca inegalitatea de mai sus este stricta , altfel daca 3(c-a)=4(b-

d) obtinem czaT+b

Din (a+b)(b+c)=4bc = 3c(b+c)=4bc= b=3c si cum a+b=3c am avea
a=0(absurd).
In continuare avem c=a+p si b=d+q . Inlocuind pe c si b in relatiile din P3

a+d+q
a+d+p+q

aq+q’
p—(

obtinem: =% si prin calcul direct obtinem d=

Din a doua relatie din P3 avem P = 4@+ P)

si prin calcul direct obtinem
q a+d+q

d= a(4q - E) +3pq Egaland cele doua relatii obtinem a= W
p —
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2
In continuare inlocuind pe a obtinem d=%
p —

Dar c=a+p=p2L_qz) Si b=d+q='o—2q2 prin calcul direct .
(p—2q) (p—29)

OBSERVATII:
Se pot construi oricat de multe astfel de numere , de exemplu daca luam p=5
si g=3 obtinem a=45, b=75, ¢=50, d=72.

PROPUNEM CELOR INTERESATI SA GASEASCA SI ALTE
PROPRIETATI INTERESANTE ALE ACESTOR NUMERE.
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