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Rezolvarea ecuatiilor si sistemelor de ecuatii neliniare

I. REZOLVAREA ECUATIILOR NELINIARE

1. INTRODUCERE

Prin ecuatii neliniare se inteleg ecuatiile algebrice si transcendente, cu
exceptia ecuatiilor algebrice de gradul unu.

O ecuatie este algebrica daca functia f(x)=0 este un polinom sau poate fi
adusa la o forma polinomiald, in urma unor transformari.

Ecuatiile: 5x’ —4x®+12x3 +x-14=0 §i Vx’-4+15x-32=0 sunt
exemple de ecuatii algebrice.

O ecuatie este transcendenta daca nu este algebrica.
Ecuatiile x- sin? (x)—e" tan(x)+3.8=0, In(x)+ cos(xz) —-1.48=0 sunt
ecuatii transcendente.

In acest capitol ne vom ocupa de determinarea radacinilor reale ale ecuatiilor
neliniare. Astfel, daca o este o rddacina reald a ecuatiei f(x)=0, graficul

functiei f(x) intersecteaza axa absciselor in punctul x = a (v.fig.1.1).

y A y A
/Yf x) y=/x)
o ); 9) );
radacinile radacinile
ecuatiei f(x)=0 ecuatiei f(x)=0

Fig.1.1. Radacinile ecuatiei f(x)=0

De regula, ecuatiile neliniare se rezolva pe cale numericd, iterativ, exceptie
facand unele ecuatii algebrice simple de gradul doi, trei sau patru sau unele
ecuatii transcendente, pentru care s-au stabilit metode exacte de rezolvare. De
aceea, prin rezolvarea numerica a unei ecuatii se obtine o solutie aproximativa,
solutie care poate fi totusi suficient de aproape de solutia exacta, dupa cum se va
vedea in continuare .

Fie [a,b] un domeniu in care ecuatia

J(x)=0 (1.1)
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Rezolvarea numerica a ecuatiei (1.1), pornind de la o solutie initiald x0,

x®

conduce la obtinerea un sir de valori x(l), x(z), , care converge catre

solutia unicd o pentru k =, adicd lim x® =g,
k—0

Oprirea procesului iterativ, de gasire a solutiei ecuatiei f(x)=0, se face
atunci cand sunt indeplinite conditiile:

‘x(k) — oc‘ <€

) <

unde €, si €, sunt numere pozitive foarte mici.

(1.2)

Cele doua conditii (1.2) nu sunt echivalente, dupd cum se observa din figura
1.2. Astfel, dacd modulul pantei functiei y = f(x), in punctul x| este mic

(fig.1.2.a), atunci ‘ f (x(k))‘ este suficient de mic, iar valoarea ‘x(k) —oc‘ este

mare. In figura 1.2.5, avem ‘f(x(k) )‘ mare §i x® — o mic.
y Y
y=fx)
=)
0 o »® 0 x® \ .
a) b)

Fig.1.2. Punerea in evidenta a radacinilor aproximative

In practicd se folosesc fie ambele conditii (1.2), fie numai una dintre ele, in
functie de problema de rezolvat.

Dupa cum s-a aratat mai Tnainte, in domeniul [a,b] trebuie sa existe o solutie
unica o. De aceea, la determinarea solutiilor reale ale ecuatiei f(x)=0 se

parcurg doua etape, i anume:
a) separarea radacinilor ecuatiei (1.1);
b) determinarea aproximativd a radacinilor, folosind o metoda numerica
adecvata.
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2. METODE ITERATIVE DE REZOLVARE
A ECUATIILOR ALGEBRICE SI TRANSCENDENTE

2.1. Metoda Newton-Raphson

Fie f(x)=0 o ecuatie algebricd sau transcendenta, care in intervalul [a,b]
are o radacina unica o . Presupunem ca derivatele f'(x) si f"'(x) sunt continue
si pastreaza semnul constant pentru x € [a,b], unde a <b.

Pentru determinarea formulei de iterare, cu ajutorul careia se obtine o
aproximanta a radacinii reale o, se vor folosi douad metode, si anume: o metoda
analitica, care foloseste dezvoltarea in serie Taylor a functiei f(x) in jurul lui

x® si 0 metoda geometrica, in care se foloseste tangenta la curba y = f(x) in
punctul (x*7, £(x* D).

1. Fie x® =x*™ 4 Ax. Dezvoltand in serie Taylor functia f(x), in jurul

(k)

lui x*/, rezulta:

2
) = D)+ 28 D) B b
(k=1)
(&)

(k1)

(2.8)
D (kDY 42

Daca se retin primii doi termeni din relatia (2.8), se obtine:

fUW%+%f@W%zm

de unde rezulta:

(k=1)
xF) = D ——;Ex(k_l)) , k=12, (2.9)
X

care se numeste formula de iterare de ordinul doi.
Procesul de obtinere iterativa a solutiei se opreste atunci cand este indeplinita
relatia:

‘x(k) —x(k_l)‘SS. (2.10)

Daca din dezvoltarea in serie (2.8) se retin primii trei termeni, se obtine
formula de iterare de ordinul trei. Pentru aceasta, relatia
LAY ey, (A0 e
FEE)+ 2 ) B prtn) —o
se scrie sub forma:
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(k=1
unde termenul Ax, din interiorul parantezei mari, se inlocuieste cu —%,
! X - )
adica cu eroarea din formula de iterare de ordinul doi. In acest caz, se obtine:
) 3 £(x* DY 770 *D
MO S(x ) (x ) (2.11)

2 - D) Dy

care poartd numele de formula de iterare de ordinul trei.

2. Cea de a doua metodd de determinare a formulei de iterare
Newton-Raphson porneste de la interpretarea geometrica a relatiei (2.9). Astfel,

daca se considera x¥ =5, 'xP)>0, f"xP)>0 (v. fig.2.3) si se duce
tangenta la curba in punctul (x(o), f (x(o) )), atunci intersectia acesteia cu axa

. - 1 . o e . - ..
absciselor se noteaza cu x" si reprezintd o aproximanti a solutiei reale a,
careia 11 spunem: solutia ecuatiei la iteratia unu. Dupa cum se observa, s-a

inlocuit curba y = f(x) cu tangenta in punctul (x(o)  f (x(o) )). In continuare, se
duce tangenta la curba in punctul (x(l), f (x(l) )) sl intersectia acesteia cu axa
absciselor o notam cu x® si reprezinta solutia ecuatiei la iteratia a doua. Daca
se considera tangenta la curbd in punctul (x(k_l), f (x(k_l) )), se ia un punct

M (x,y) pe aceastd tangenta si se scrie ecuatie dreptei de pantd f '(x(k _1)), care
trece prin punctul M, atunci se obtine:

_ f(x*D
y—r ()(ck_l) ) = f1x* Dy

X—X

(k)

Pentru y =0 rezulta x = x"’, astfel cd se obtine relatia:

k-1
(k) _ (k) _ f(x*)
JAC )

care este formula de iterare Newton-Raphson de ordinul doi.

X
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y A(x(o),y(o))
y=f(x)

B(x(l),y(l))

o] _] (2) (1)

X X (0) X

X

Fig. 2.2. Tlustrarea metodei Newton-Raphson

2.2. Metoda bisectiei succesive

Fie f(x) =0, o ecuatie algebrica sau transcendenta, care in intervalul [a,b]
are o radacind unicd a, adicd f(a)- f(b) <0. Determinarea solutiei ecuatiei

considerate, constd in injumatatirea succesiva a intervalelor de incertitudine
pand cand se obtine o valoare care sd aproximeze, cu O eroare acceptata,
radacina a (v.fig. 2.5).

Yy
y=f(x)
a xP g x(l) b
(0] /*/\V i X
ds * ! b,
a : b,

Fig. 2. Ilustrarea metodei bisectiei

Etapele parcurse pentru determinarea unei solutii care sda aproximeze
radacina reald o sunt:
- se fac notatiile: a; =a, b, =b;
m_ath

- se calculeaza x o

- daca f(a)- f(x")<0, atunci: a, =a,, b, =xP, altfel: a, =x",
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@ _%+ b,
T,
) _ + b,
5
Procesul iterativ de calcul se opreste daca ‘bk —ak‘ <g sau ‘ f(x® )‘ <g,

- se calculeaza x

- laetapa k£ avem: x

unde & este un numar pozitiv foarte mic.

2.3 Metoda coardei

Fie ecuatia algebrica sau transcendentda f(x) =0, care pe intervalul [a,b] are

o radacina realda x =o. Pentru determinarea solutiei, cu o anumitd eroare
impusa, se inlocuieste functia f(x) cu un polinom de interpolare de ordinul unu

de forma:
gx)=a;x+a,, (2.15)

astfel incat:
gla)=f(a), gb)=f(b). (2.16)

Dreapta g(x) intersecteaza axa absciselor in punctul xD (. fig. 2.6). Pentru

aflarea lui x" este necesara determinarea constantelor a, si a,. Folosind relatia
(2.15) si conditiile 2.16), rezulta:

. f(bz :af(a)’ . bf(a;:zf(b)_ o1
Y B(b, £ (b))
a WU +@

0 }A o b X
A(a, f(a))

Fig. 2.6. Ilustrarea metodei coardei

Dupa inlocuiri in relatia (2.15), se obtine:

f®)-f(@) b (@)-af(b) o18)
b—a b—a

, ay=a, by =b,rezulta g(x(l)) =0, si deci:

g(x)=

Pentru: x = x
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O = alf(bl)_blf(al).
S (b)) — f(ay)

In continuare, se testeaza dacd solutia o se afla in intervalul [a,x(l)] sau in
intervalul [xV,b]. Astfel, daca f(a)-f (x(l))<0, se fac notatiile: a, =a,

(2.19)

b, = x| altfel: a, = X, b, = by, si rezulta:
+@ Z a, f(by)—b, f(a,)
f(by)— f(ay)
La etapa k£ avem:

6 _ ap f (b)) by f(ay) _
S(by)— f(ay)

(2.20)

Procesul iterativ de calcul se opreste daca: ‘bk —ak‘ <g sau ‘ F(x® )‘ <g,

unde ¢ este un numar pozitiv foarte mic.
Metoda mai poartda numele de metoda partilor proportionale, deoarece
intervalul [a,b] este impartit In parti proportionale cu f(a) si f(b).

Exemplu: Se considera ecuatia:
fix)=0, f(x)=2tgex—10x+3,
pentru care s-a separat o solufie in intervalul [-1, 1]. S& se
determine solutia ecuatier utilizand metoda bisectie1, erorile
admise filnd ¢, = 107 S1€f,= 107,

Solutie: Se parcurg etapele metodei bisectier:
) Inmitializari:
P=_1.5"=1. |}‘O—SO|:2 .

Iteratia k= 1:

I f(x")=1£0)=3. f¢°)=1f(-1)=9.885,

) -1 >0 = #=x'=0,s'=s"=1.
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sl =1>z, si [fx)=3>ef.

Iteratia k = 2:

, F o+
m ¥ =—5—=05.

b2

1) f(x") = £(0.5) =-0.9074 , f(r')=f(0)=3.

0. &=x"=05.

f'l:l'z} - f[r") <0 = 1=y
T =5 =055, si [fx)|=09074 > =
Se trece la iteratia urmatoare:

Iteratia k = 3:

H:i X = =0.25 .

| (-

III) f(x*)=1£(025)=1.011. fi")=£f0)=3.

) -0 >0 = =x"=025, 5 =5"=05.

P =5 |=025>e, si [f(x)|=1.011>¢r =

Algoritmul se continua.

Iteratia Ik = 4:

D) f(x*) =1£0.375)=0.037, f(°)=£0.25)=1.011,

foxh - ) >0 = F=x"=0375, s'=5"=05.

=5 |=0125>¢, si |[f(x")]=0375>¢;.

Erorile au scazut, insa nu suticient de mult pentru ca cele doua

conditit de terminare sa fie indeplinite = alte iteratui.
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II. REZOLVAREA SISTEMELOR DE ECUATII
NELINIARE

1. INTRODUCERE

Rezolvarea sistemelor de ecuatii neliniare se face, de reguld, cu ajutorul
metodelor iterative. Sunt putine cazurile cand se procedeaza la rezolvarea
analiticd i aceasta numai daca sistemele au un numar mic de ecuatii, iar forma
acestora este deosebit de simpla.

Metodele iterative de rezolvare a sistemelor de ecuatii neliniare cer o
aproximatie inifiala a solutiei, iar aceastd aproximatie trebuie sa se afle Intr-un
domeniu restrans al solutiei cautate. Dupd cum este cunoscut, un sistem de
ecuatil neliniare are mai multe solutii, de aceea, in functie de aproximatia initiala
se obtine solutia finald. Odata solutia finala obtinuta, aceasta trebuie analizata,
pentru a vedea in ce masurd raspunde cerintelor procesului sau fenomenului
analizat.

1. METODA NEWTON-RAPHSON

Fie fi, f5,--+, f,, , n functii neliniare definite pe un domeniu X < R", care
depind de necunoscutele x;, x,, ..., x,, s1 formeaza sistemul de ecuatii neliniare:

J1(x1,%5,..,%,) =0;

fz(xl,X2,...,xn) :0,

(1.1)
fn(xl,X2,...,xn):0.
Vectorial, sistemul poate fi scris sub forma:
f(x)=0, f: X>Y, XcR", YcR". (1.2)

Presupunem ca in vecinatatea V c X existd o solutie unicad o, adicad
f(a)=0.
Rezolvarea iterativd a sistemului (1.1) presupune cunoasterea unei

aproximatii initiale a solutiei finale. Fie aceastda aproximatie de forma:

xl(o), x:go), e, x,go). Aproximatia considerata nu verifica ecuatiile sistemului

(1.1), ceea ce Tnseamna ca:
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fl(xl(O) xgo), X (0)) £0;
0 0 0
fz(xl() Xé), X ())¢O (1.3)

\fn (xl(o) x§0)’ ,x,(lo)) # 0.

Daca la fiecare variabild independentd se adauga eroarea absoluta limita, se

P,

obtine: x| = xl( ) +Ax;, xp = x§0) +Axy, .., X, = x,go) +Ax,. In acest caz,
functiile sistemului sunt verificate, adica:
fl(xl(o) + Axl,xgo) + Ax, ,...,x,(lo) +Ax,)=0;
0 0 0
<f2(x1( )+Ax1,x§)+Ax2,...,x,(1)+Axn)=0; (14)

\fn ()Cl(o) +AX1,X§O) +M2,...,X,SO) +Axn) =0.

Prin dezvoltarea in serie Taylor a functiile sistemului (1.4) si eliminarea
termenilor care contin erorile absolute limitd Ax;, Ax,, ---, Ax, in afara celor

de gradul unu, rezulta:

R O L O e

n

X1 0x; X,
GO 0 0y a Do p Do Do sy,

™ 0x; " ox, (1.5)
7,60 X0 O 4 Ay P pe, Toyiipe P2,

ox, 0x, ox,,

ceea ce ITnseamna cd s-a obtinut un sistem de » ecuatii liniare in necunoscutele
Axy, Ax,, ---, Ax, . Pentru rezolvarea sistemului (1.5) vom considera egalitatea
cu zero. Matricea coeficientilor sistemului de ecuatii liniare (1.5) este:

LA
ox; 0Ox, ox,,

W) =|ax, ax, o, |- (1.6)
S & Y,
ox; Ox,  Ox,

si poartd numele de matrice functionald sau jacobianul sistemului de ecuatii
neliniare (1.1). Elementele matricei functionale (1.6), se calculeaza cu

aproximatia initiald xl(o), xgo), TN x,(lo).

Matriceal sistemul (1.5) poate fi pus sub forma:

wW(xAx=—7(x?), (1.7)
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T
unde x(0) =‘x1(0), x§°), e, x,go) .

Daca functiile fy, f5, ---, f,, Impreuna cu derivatele partiale
i
ax]'

atunci matricea functionald W(x(0)) admite o inversd W-1(x(0)) si solutia

, (i, /) =1,n, sunt continue pe vecinitatea V < X si det W (x(0) )‘x(o)eV 0,

sistemului de ecuatii (1.7) este:
Ax = -W-1(x0 £(x(0)). (1.8)

Cu notatia: Ax=x(1) —x(0) se obtine solutia sistemului de ecuatii neliniare
(1.1) la prima iteratie, si anume:

x(M) = x(O0) - W-1(x(0)). £(x(0), (1.9)
La iteratia k&, solutia este de forma:

xB = xED oW EDY L E Dy k=12, (1.10)
Procesul de calcul este iterativ si se opreste atunci cand

‘x(k) _x<k—1)‘£8, (1.11)

unde ¢ este eroarea maxima admisa la calculul solutiei sistemului dat.

1. METODA GRADIENTULUI

Fie sistemul de n ecuatii neliniare (1.1). Se presupune ca functiile sistemului
si derivatele partiale ale acestora sunt continue in domeniul de definitie.
Se considera de asemenea o forma patratica pozitiv definita

n
2
F(x),%X000sX,) = D fi7 (). (1.1)
i=1
Solutia x, a sistemului initial, anuleaza si functia F'(x), astfel ca are loc
implicatia
f(x)=0 < F(x)=0. (1.2)
Aceasta Tnseamnd cd determinarea solutiei sistemului f(x)=0 este

echivalentd cu determinarea minimului nul x = o, pentru functia F'(x). Metoda

gradientului constd tocmai in determinarea acestui minim nul. Relatia de
determinare iterativa a solutiei este:

x0 = D Wl E Dy Dy (1.3)
unde:
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(1.4)

METODA KANI

Fie sistemul de ecuatii neliniare (1.1). In vecinatatea solutiei, variabilele
sistemului pot fi exprimate ca functii de un parametru t care variaza intre 0 si 1,
deci:

xp =X (1);
Xy =x,(1); (1)
X, =%, (9

Pentru o aproximatie initiala (xl(o) xéo) yeees X (0)) sistemul poate fi scris sub

forma:

( 0 0 0

fi(XIDXZD"')xn):fl(xl() ‘xg)) T i))(l_T)a
0 0 0

fz(xl,xz,...,xn)zfz(xl() xg), " i))-(l—r);

......................

0 0 0
Su@s X%, = f (7 2 x Wy (1= ).

2)

La limita, cand t =1, membrii secunzi se anuleaza.
Daca se deriveaza functiile sistemului (2) in raport cu parametrul T, se
obtine:

of, d of, d. of, d
Ji dx, + Ji dx +...+iﬂ=—f1(?ﬁ(o) x L x Oy,
ox; dtv  0Ox, dt ox, dt
of, dx;  Of, dx, of, dx, ©0) O (0
+ Fot === (x; 7, X5 e X,
ox; dt  0Ox, dt ox, dt LR ; 3)
of, d of, d of, d
S dxy | Ofu dxs S dx, - £, GO X0 xOy,
Ox; dt  Ox, dt ox,, dr
sau sub forma matriceala:
dx 0
W(x) == =—f(x'"). 4)
dr
Inmultind la stanga cu W (x), se obtine:
dx _ 0
=W @) S, )
dt

sau:
dx=-W(x) f(x)-dr. (6)
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Trecand la diferente finite, rezulta:

Ax=-W(x) f(x?)-At.

(7)

o . o -1 . . . . .
Daci se considera Ax = x* —x*™  atunci solutia sistemului se scrie sub

forma
x(k) _ x(k—l) _W—l(x(k—l)) -f(x(o))-A’C,

unde
At=1/N, k=0,N-1.

(8)

Deci, pentru determinarea solutiei sistemului de ecuatii neliniare (1.1), se
imparte intervalul [0,1] in N subintervale egale, At, si se integreaza numeric

pornind de la solutia initiald x?.

Exercitii

L. Sé se gdseascd solutia aproximativa a sistemului

(3 —20x-1 -0

=

|x* +xy-10y+10 =0
situatd In dreptunghiul D =[-1, 1]x[0. 2]. folosind metoda aproximatiilor

succesive.
_1’371 )
I PR R 20
X3
R. Considetam G : D — D unde G(x.y)= &l ‘)}:
\_gE(X-.T),] 3
x~ +xy+10
AN ].O
[ eg,|) o 2 ' 3
M =(my)< j<2 =| Sup ﬁgf - =11 ? . iar HMHGC:‘; , deci G
=Dl g |5 o) )

. .. . . . =1 e
este o contractie si sirul aproximatiilor succesive x?7? = GG¥) converge la

solutia sistemului.
Valorile obtinute dupi primele 3 iteratii sunt frecute in tabelul de mai jos.

Numdrul iteratiei 0 1 2 3
X 0.5 -0.0437 0.00583 -0.000679
y 0.5 1.0375 0.99545 0.99993
2. Sd se gdseascd solufia aproximativa a sistemului
.[xs + }-‘3 —6x+3 =0
|* =y —6y+2 =0
L . 1s] L] . -
situatd in dreptunghiul D= 2% xlg,— . folosind metoda aproximatiilor
succesive.
B < +j.--3
R. Punem sistemul sub forma 3 6 ; si  atunci
YT —1
= = +
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( 3 3 \l
gt =) |
G(x,y)= ; 6 , | esteocontractie alui D. Intr-adevar,
xT =y |
xX.y)= —+— |
\.gz( ’ ) 6 3)
T (EANS A A
M =(my)ie; 2 = sup| 22 | = \6"7 2 “2"3 2 iar
e . x| (&= N
\xeD| ) sigs2 || 3 | AL | L
WA 6 J 2 \ 2 J 2 J

HMHT =0.47222 ., deci G este o confractie si sirul aproximatiilor succesive

7 = G(x¥)  converge la solutia sistemului. Considerand x=0.5 si 1,=0.5

avem:
Numarul iteratiei | 0 1 2 3
X 0. | 0.54167 0.53266 | 0.53256
5
hi 0. | 0.33333 0.35365 | 0.35115
5
3. Sd se géseasca solufia aproximativa a ecuatiei e”+10x-5=0

situata in intervalul [0, 1], folosind metoda aproximatiilor succesive.

—x

R. Ecuatia se poate pune sub forma x= =@(x) . unde @fx) este 0

contractie si sirul aproximatiilor succesive x = @ (x) converge la solufia ecuatiei.
Valorile obfinute dupa primele 5 iterafii sunt trecute in tabelul de mai jos.

Nr.deiteratii [0 ] 1 2 3 4 5
x 0| 0. | 043297 | 0.43514 | 0.43528 | 0.43529
4
Ie 1 5
Xs—x |< “”’1 Xy — x| =0.00525
3
3
4. Sa se gaseasca solufia aproximativa din cadranul intai pentru sistemul
x]+31gx1—x§ =0
_2x12 —xpx3 =5x+1 =0
folosind metoda Newton.
R. Sirul aproximatiilor succesive 2D =) J}l (x(p))F(x(p)) ,p=z0
unde:
oh ah
5
x;+3lgx; — x5 ox;  ©:
F(x,v) :( 1ol ) X2 . Jp(xP)y= 71
|\ 2x] —x3x5 —5xy +1 oh &
\ 8Y1 8x2
Se obtin:

-0.19112 0.25482] (1) (3.59209]
] X =
5

1, (0) _(
Tl @y =
) 2.3201

\-0.31853 0.09137



Matel nfo.ro

HAT En-.ﬁl«l = 'NF‘DW{% Aim

srvilitmdnted ROmdnese

_ -0.12916 0.16685 2 3.49059
J 1(x(1)): x(—) — .
-0.25343 0.049 2.26341

_ -0.13672 0.1773 3.48745
7 @)= L0 _ .
-0.26238 0.05379 2.26163

71O :(-0.1369? 0. 1??65] ) :(3.48?44
(-0.26267 0.05395 (226163

J_l( (4) -0.13697 0.1??65] 5) ?.48?44] d
xt)= , 2O = .a.m. d.
-0.26267 0.05395 2.26163, ;

5. Sa se gaseascad solufia aproximativa (x>0, y>0) pentru sistemul

2 -y =0
\
x4 _1--‘2 —3x =0

folosind metoda Newton.

R. Sirul aproximatiilor P _(p) _ JAGPHFP) | p=0 unde:
% %
2 -~
: N XT -y (p)y | Ox1  0Oxp
F(x,y)= ] , Jp(x) =
6“61 8‘(2 )

Se obfin urmatoarele rezultate daca se porneste cu @ —( ]

1 © (06666? 0.33333] W 1.33333
J (x")= =
0.33333 0.66667 1 66667
10y (038961 0.11688Y o (122511
0.03896 0.31169 1.48918

@y (044138 01482 ) ) 121m
0.08148 0.36311 14?232

S0 _(044?92 0.15209 (4)_ 1.21341
0.08714 0.36914 1472%?

J_l(x(4)):(0'44?99 0.15213 x(ﬁ):(l.zml] |
(0.0872  0.3692 (1.47237
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