Media integrala a unei functii si aplicatii
de Florin Antohe

Scopul acestui studiu este de a introduce notiunea de medie integrala intr-un
punct, de a ilustra cateva proprietati ale acesteia si de a aplica apoi tehnica de lucru datd de
aceastd notiune la rezolvarea unei probleme, cu scopul declarat de a-i scoate in evidenta vitutile
creatoare. Vom obtine astfel cateva rezultate mai generale legate de o clasa de ecuatii functionale.

Problema 1. Fie f:[0 ;00)— [0 ; ) o functie cresciatoare cu proprietatea ca exista ac (0 ;1)
astfel incat : [ f()dt = [ f(t)dt Vxe[0; ). 1)

0 0
Sa se arate ca f(x)=0 , pentru orice x [0 ; ).

Solutia 1.
Fiind monotond , f este integrabild pe orice interval [0,x] , x>0 (adica este local

integrabild). Efectudnd schimbarea de variabilda u(t) _t in integrala din membrul drept al
a

relatiei (1) obtinem ca:

af f(tdt = a.X[ f (at)dt

si deci (1) devine: j[ f(t)—af(at)]Jdt=0 , Vte[0; o).

Deoarece ae (0 ;1) rezulta cd at<t, V te [0 ;x] si folosind faptul ca f este crescatoare deducem ca
f(at) < f(t) & —f(at) > —f(t) sideci:
f)-fa)>d-ayf(), vte[0;x].
Folosim acum monotonia integralei in raport cu integrandul si rezulta:

0= j[ f(t)—af (at)]dt > (1- a)JX. f (t)dt. (2)
Fie t, €[0,X). Atunci, cum f(t)> (;, Vte[0;0), avem: 0

JX- f(t)dt = ]l f (t)dt +j- f(t)dt > JX. f(t)dt, (3)
dar f este crescatoare si deci 0f(t) > f(to)o, Vte [tot,x] , de un(tie deducem ca :

i fdt> f(t,)-(t—x,)

t

si atunci din (2) si (3) rezultda ca (1-a)-(t—X,)- f(t,) <0
Cum 1-a>0 , t-x,>0 si f(t,)> 0, rezultd f(t,)=0 si cum x, t, au fost luate arbitrar rezultd ca
f(x)=0, Vxe[0 ;o).
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Solutia 2.
Faptul ca f este integrabila, ne asigura ca F(X):I f(t)dt ,xe[0;00). este o functie continua (4) .
0

In plus, F(0)=0. Relatia (1) se scrie acum :
F(x)=F(ax)
din care obtinem ca :
F(x)=F(ax)=F@’x)=..=F(@"x) , VneN, Vxe[0 ;o). si deci :
F(x) =limF(a"x).

Dar a"x — 0, cand n—> o0, Vxe[0; o), iar F este continui in zero , ceea ce inseamna ca :
limF(a"x) = F(0) =0 sideci F(x)=0, Vxe[0; ).
N—o0

X
Prin urmare : If(t)dt =0, Vxe[0; o). Luam t,[0,x) si atunci , cum f este crescatoare
0

obtinem : 0 = j f(t)dt = j f (t)dt +I f (t)dt > j f(t)dt > (x—t,)- f(t,).

ty )

Observatie : Prima Intrebare pe care putem sa ne-o punem este daca concluzia acestei problemei
ramane valabila si in cazul in care f este descrescatoare. Cu solutia 1 nu putem da raspuns , dar
solutia 2 se adapteaza astfel.

Integrabilitatea lui f si deci continuitatea lui F se pastreazd si In situatia in care f este
descrescatoare. Prin urmare obtinem in mod analog ca :

jf f(Hdt=0, Vxe[0; o).

si cum f este descrescatoare avein :
if(t)dtz X f(x), Vxe[0; o).

din care obtinem : x- f(X) <0, Voxe [0 ; ), relatie adevarata pentru x>0 numai daca f(x)=0.
Asadar am obtinut in acest fel o noua problema.
Problema 2. Fie f:[0;0)—[0; o) o functie descrescitoare cu proprietatea ca exista
ac (0,1) astfel incat JX. f(t)dt = T f(t)dt Vxe[0; ). Atunci f(x)=0, Vxe[0; ).
Observatie : Spre deoosebire de c(;zul in care f este crescatoare, aici nu mai avem in general f(0)=0
, dar problema raméane totusi interesantd. S-ar parea cad solutia 2 care ne-a permis obtinerea
acestei probleme este mai generala decat solutia 1.

In continuare prezentadm adevarata problema sursa :

Problema 3. Fie a,be(0; ) cu a+b<1 si f:[0; c0)—>[0; o) o functie cresciatoare astfel
incat :



X ax bx
[fdt=[fodt+ [ ftdt, Vxe[0; ).
0 0 0

Sa se arate ca f(x)=0 , pentru orice x [0 ; ).

Rezolvare :

Folosind argumentele de la rezolvarea problemei 1 si ideea din solutia 2 , din (4) rezulta :
F(x)=F(ax)+ F(bx) , Vxel0; o). (5)

care este o ecuatie functionald mai greu de prelucrat decat cea obtinuta la problemele 1 si 2. Vom

incerca sa o abordam prin cealaltd metoda. Obtinem din (4) ca :
X

j[f(t)—af (at)—bf (bt)]dt =0 , Vxe[0; ©).
0
st luand t, < X arbitrar, va rezulta ca :

f (t)—af (at)—bf (bt) = (1—a—b) f (t) si deci:

i[f(t)—af (at) — bf (bt)]dt > (l—a—b)i f(t)dt > (l—a—b)i f(tdt>(1-a-b)(x—t,)- f(t,),

adica f(t,)=0, caci 1-a-b>0, x—t, > 0.
Media integrala a unei functii

Fie f:[0,0) >R o functie local integrabild, adicd o functie integrabila in sens
Riemann pe orice interval de forma [0,x], cu 0<x<co. Media integrald a functiei f pe intervalul
[a,b] [0 ; ) este , prin definitie :

1 b
y[f]zagf(x)dx

X
in timp ce functia g [ f](X) = % I f(t)dt, 0<x<oo , se numeste media integrald Cesaro a functiei
0
f. Media integrala apare in teoremele de medie pentru integrala Riemann : daca f este continua
atunci exista ce[a,b] , astfel incat g4 f]= f(c).
Media integrala Cesaro este o transformare integrald care conserva monotonia pentru anumite
clase de functii.
Ex: Daca f:[0,0)—>R este continud si monotona si g [f]:(0;0) >R este media integrala

Cesaro a lui f, atunci g [ f]este monotond si are acelasi tip de monotonie cu f. Proprietatea

ramane valabila si daca f nu este continua.

Vom considera in continuare valoarea limitd a mediei integrale , notiune care ne va fi utila la
rezolvarea problemei 3.

Definitie: Fie f:I - R o functie local integrabila. Functia M :I—> R.

1 X
f(tdt, vV x, eI,
x—xox[ ®) )

M, (X,) = lim

X>X(



in ipoteza cd limita exista , se numeste media integrald (la dreapta) a lui fin x .

Este clar ca media integrald a lui f in x, este limita mediei integrale a lui f pe intervalul [x,,x],
limitd calculata cand x tinde la x, , cu valori mai mari decat x .

Observatii :

1. Notiunea de medie integrald intr-un punct este usor improprie. Ea este de fapt derivata
primitivei functiei f.

2. Deoarece functia f este local integrabila , rezultd ca functia F :1 >R,

F(x)= I f(t)dt , xel este continua pe I si deci :

Xo

L FO-F(x) . 1
M f (XO) = }LI%X_—XO = lhlilgﬁ ;" f(t)dt

X>X( 0

Teorema 1. Fie [Ic R un interval , f :1 - R o functie local integrabila si f :R—> R definita prin :

- f(x),xel
f(x):{O(XXZE)I(E

Atunci f admite primitive pe I dacd si numai daca : M- (x) = f(x) , Vxel.

Demonstratie :
"=" Fie f o primitiva a lui f pe I. Atunci F’=fsi Vxel. cu [Xx—7n,X+71]c | avem , cu formula
x+h
Leibniz-Newton , % j f (x)dxdx = %[F(x +h)=F(X)], Y0<|h|<7, deci:
x+h

Lin%% J. f(x)dx = Lirr(}%[F(x+ h)—F(x)]=F (x) = f(x).

0<|h|<n
Dacd X, € | 51 X, =1inf | (respectiv X,=sup | ) se procedeaza in mod asemanator.

"<"Fieae | fixatsi F(X)= j f(t)dt,x e |. Atunci :

x+h

jf(t)dt,Vx,x+he . si M (0=Tf(x)

Fx+h)-Fx) 117 7 1
- _h“ f (t)dt !f(t)dt}h

a

inseamna ca lim
h—0

F(X+hg—':(x):|\/|f(x): f(x), Vxel.

deci F este derivabila in x si F’(x)=f(x), adicd F(x) este o primitiva a lui f pe L.

Demonstratia este completa.

Corolarul 1. Daca f:I—>R este local integrabila si admite primitive atunci
M, (x)= f(x),Vxel.

Teorema 2. Fie f :1 >R monotona si X, € | . Atunci :
a) daca f este crescatoare : f(X,) <M, (X,) < f(X, +0);
b) daca f este descrescatoare : f(X,) =M, (X,) = f(X, +0);



Demonstratie:
Tratam doar cazul a) , pentru b) procedandu-se analog.
Fiind crescdtoare, f este local integrabila. Pentru orice X €[X,, X] avem:

f(x,)< f(t)< f(x)

deci : f(xo)-(x—xo)gif(t)dtsf(x)-(x—xo),x>x0

: 1 ¢ : - : : . :
adica f(x,)< ﬁj f(t)dt < f(X) de unde prin trecere la limitd obtinem inegalitatea din
X=X) 5
enunt.
Corolarul 2. Daca f este continud (la dreapta) In X, atunci M, (X,) = f(X,).

Demonstratie. Punand F(X) = j f(t)dt,x > X,, atunci F este derivabila la dreapta in X, si:

Xo

=F'y (%)= f(xo)-

Observatie. In demonstratia teoremei 2 mai trebuia aratat ca, In cazul in care f este monotona pe
I, media integrala exista in orice punct X, € | .

N
>0

M (%,) =lim P, ”2_ FX,)

Conform corolarului 2, trebuie sd demonstrdm ca afirmatia este valabila pentru X, € | cu

proprietatea ca f nu este continua in X, . Are loc :

Propozitie : Dacd f : - R este monotona , atunci VX, € | , existd M (X,).

Demonstratie : Functia f filnd monotond, ea este local integrabild, adicd f este integrabila pe
[X,,X], pentru orice X > X,, X< |. conform criteriului Lebesgue de integrabilitate Riemann , f

fiind continua a.p.t pe [X,, X].

Fie X, un punct de discontinuitate al lui f. Cum f este monotona, f are numai discontinuitdti de
prima spetd , adica f are limite laterale (finite) in X, .

f(X),x e (X,,X]

Considerdm f :[x,,x] >R, ?(X):{f(x 0), X = X
O+ s A= Rg-

Atunci : .[ f(t)dt = I?(t)dt sideci M (X,) =M< (X,), In ipoteza cd aceasta din urma exista.

Xo Xo
Dar f este continui la dreapta in X, si deci, pe baza corolarului 2, M—(X,) existd si este egald

cu f(x,+0).

Propozitia 2. a) Daca f> 0, atunci M, > 0;



b) Daca f este pozitivd si monotond atunci si M, este monotona §i are aceeasi
monotonie cu f.

Demonstratie :
a) Este evident ;
b) Fie f crescatoare si X, < X, . Alegem h>0 astfel incat x, + h < x,. Pentru t €[X,,X, +h],
X €[X,,X, +h] avem :
f<fx,+h)y<f(x,)<fu)< f(x,+h)

sideci :
XTh f(dt<h-f(x,)< XThf (w)du,
adica lj ot < lj T,
h 3 h

de unde rezulta M, (x,) <M, (X,), c.c.t.d.

Putem acum sa rezolvam problema 3 prin intermediul notiunii de medie integrala (intr-un punct).
Solutie:

Fie x,>0. Din (1) deducem ca :

bx,

[fmdt= [ fodt+ [ f b,
0 0 0
care scazuta din (1) ne da:

X ax bx
[fdt= [ fydt+ [ f(tydt,vx> x, , adica:

Xo ax, bx,
1 X a ax b bx
f(H)dt=———— | f(t)dt+ f(t)dt,
x—xOXj0 ® ax—aXOaJX-0 © bx—beb-X[o ©
de unde rezulta (f este monotona) ca:
M (X,)=aM, (ax,)+bM (bx,) (6)

Deoarece M, este crescatoare , caci f este crescatoare si a<l , b>1, avem ax, <X,, bx, < X,,

deci :
M, (ax,) <M, (x,) si M, (bx,) <M, (X,) siatunci din (6) rezulta :

M f (Xo) < (a+b)M f (Xo) = (l_a_b)M f (Xo)S 0
s cum a+b<l , adicd 1-a-b>0 , rezulta cu necesitate ca M, (X,) < 0.
Dar f este pozitiva si deci M (X,) >0 ceea ce impune M (X,) = 0.
Folosind teorema 2, punctul a) rezultd : 0 < f(X,) <M/ (X,) =0 ceea ce impune f(X,)=0.

Cum X, a fost luat arbitrar, deducem ca f(x,)=0, Vx €[0;0). In acelasi mod se poate rezolva
problema 2 si urmatoarea problema :



Daca a,,a,,...,a, €(0;0) cu a;a,,..,a, <lsi f:[0,0) ->[0;0)este o functie crescatoare
X noax
astfel incat : _[ f(t)dt = Z I f(t)dt , Vx €[0;00) atunci f =0.
0 i=l o
Observatii :
1) Notiunea de medie integrala intr-un punct este improprie si pentru faptul ca , f fiind local
integrabila , este integrabild Riemann pe orice interval [0,a] si deci , pe baza criteriului Lebesgue
de integrabilitate Riemann , f este continua a.p.t.
Aceasta Tnseamna ca , exceptand o multime A neglijabila, avem f continud pe [0,a] si deci
M ; (X) coincide 1n aceste puncte cu f(x).

De fapt, pentru x €[0,a]\ A, M (X) este chiar o derivata ( a functiei F(x)=_[ f (t)dt, care este o
0

primitiva a lui f pe orice interval pe care f este continua).
2) Media integrala a unei functii Intr-un punct , M, (X,)este legatd de media integrald Cesaro

F(x) prin relatia urmatoare:
F(x)—-x,F
M . (XO) — llm X (X) XO (XO) )

X=>Xo X—= XO

X>X0

adica M este derivata functiei XF(X), unde F este media integrald Cesaro.

3) Pe baza teoremei 1 , dacd f este local integrabild si admite primitive pe I , atunci
M, (x)= f(x),Vxel.

Daca privim pe M, ca un operator definit pe multimea functiilor local integrabile, rezultatele
anterioare aratd cd multimea punctelor fixe ale lui M, contine clasa functiilor care admit
primitive.

4) Putem defini media integrala intr-un punct si printr-o limita simetrica :
Xo+h

o1
M (%) = }gmxoj fod,

sau printr-o limita la stdnga, obtinand astfel notiuni usor diferite.

Indicam in continuare §i alte probleme care pot fi rezolvate in acelasi fel ca si cele
tratate anterior.
Problema: Determinati functia cresciatoare f:]0;00) — [0;0) pentru care

T f(t)dt = j f (t)dt, Vx € [0;0).
lgroblemz'l 0 : Determinati functia descrescatoare f:[0; o0) —[0;0) pentru care
T f(t)dt = j f (t)dt, vx € [0;00).

Ifroblemz'l:oDeterminagi functiile crescatoare f:[0; 0) — R care satisfac relatia:

k

[ f(Hdt=0,vx>0, unde k N, k 2 (fixat).



Rezolvare:
Punem F(X):I f(t)dt sirezulta : F(x*) = F(x),Vx € (0;0). din care obtinem, pe rand ,
0

FO)=F(x*)

1 1

F(x)=F(x)

F(x) = F(x)

F(x)= F(x¥")

care conduce la F(x)=lim FLX""} =F(1),vx>0.

F(X)—F
Atunci M, (x,) = lim ~ O =F ) _ g o ¢ (0:00).

Xy X — )(0

X>X(

Cum f este pozitiva si crescatoare din 0 < f(Xx,) <M, (x,) =0 rezulta f(x,)=0,VX, € (0;0)
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