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1. Introducere. 
 

Punctul de plecare al acestui articol îl constituie un principiu emis de Felix Klein în 
memoriul „Consideraţii comparative asupra noilor cercetări geometrice”, la Erlangen, în 
1872, cunoscut sub numele de Programul de la Erlangen. Cu ajutorul acestui principiu sunt 
definite: algebra liniară, geometria afină şi geometria euclidiană cu ajutorul invarianţilor 
unui grup de transformări. Prin emiterea grupului, am identificat sistemul axiomatic ca o 
teorie a invarianţilor fundamentali (puncte, drepte, relaţia de incidenţă, de ordine, de 
egalitate, de paralelism, de continuitate) ai unui grup de transformări. În acest sens, ca să 
studiem o disciplină matematică este esenţial să determinăm grupul în raport cu care 
noţiunile ei sunt invariante. 

În elaborarea acestui articol, am ţinut cont că acum la liceu, se adoptă o 
construcţie a geometriei cu ajutorul unei axiomatizări bazată pe algebra liniară, care 
permite îmbinarea metodelor sintetică şi analitică în studiul geometriei şi uşurează 
înţelegerea geometriei afine şi a geometriei euclidiene. 
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2. Algebra liniară – Teorema fundamentală 
 

Noţiunile de spaţiu vectorial, aplicaţie liniară precum şi proprietăţile acestora sunt 
tratate în [1] şi [2] 

Fie V şi W două spaţii vectoriale peste corpul K cu 
 dim KV = n şi  
dim KW     = m. 
2.1. Teoremă (fundamentală a algebrei liniare). 
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2.2. Teoremă. Operaţia de compunere determină pe mulţimea transformărilor 
liniare bijective ale unui spaţiu vectorial V peste corpul K o structură de grup. 

. liniara are transformo este
:(b)f avem 2.1,  teoremeiconform si AX atunci

 , AXY ecuatia de data este V:f 2.1.Daca  teoremeiconform
liniara, are transformo este VV:fg (a) deci 
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Din (a) şi  (b) rezultă c.c.t.d. 
2.3. Definiţie. Grupul din teorema 2.2 se numeşte grupul liniar (vectorial) general 

al spaţiului vectorial V şi se notează GL(V). 
2.4. Definiţie. Vom numi algebra liniară a spaţiului vectorial V peste corpul K, 

studiul proprietăţile sistemelor din V care sunt păstrate de transformările grupului GL(V). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



3. Geometria afină– Teorema fundamentală 
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3.1. Definiţie. Aplicaţia f cu proprietăţile de mai sus se numeşte structură afină.  

asociat

1 şi V2 peste acel
corp K

3.2. Definiţie. Mulţimea A dotată cu structura afină f se numeşte spaţiu afin 
 spaţiului vectorial V peste corpul K. Prin convenţie elementele lui A se numesc 

puncte. Spaţiul afin A asociat spaţiului vectorial V peste corpul K cu structura afină f se 
desemnează deseori prin tripletul (A, V / K, f).  dim K A ═ dim K V. 

Fie A1 şi A2 două spaţii afine asociate spaţiilor vectoriale V aşi 
def

. 
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3.4. Teorema (fundamentală a geometriei afine) τ: A1 → A2 este transformare 

afină dacă şi numai dacă este dată de ecuaţia Y = AX +B.( dim K A1 = n, dim K A2 = m) 
([3], p. 245, [4], p. 140) 
3.5. Teoremă. Operaţia de compunere determină pe mulţimea transformărilor 

afine bijective ale unui spaţiu afin A o structură de grup ([4], p.136). 
3.6. Definiţie. Grupul din teorema 3.5. se numesc grup afin şi se notează GA (A). 

3.7. Definiţie. Se numeşte geometrie afină studiul proprietăţilor 
invariante ale spaţiului afin la acţiunea grupului afin. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 
4. Geometrie euclidiană – Teorema fundamentală 

 
rintre spaţiile afine distingem o clasă importantă, spaţiile punctuale euclidiene. 

e 
numeşt

ℰ asociat unui spaţiu vectorial euclidian E se 
numeşt

Fie  şi  doua spaţii punctuale euclidiene asociate spaţiilor vectoriale 
euclidiene E

 ℰ  se numeşte izometrie dacă urma 
sa T: E

.5. Teoremă. T: E1 2 este ortogonală dacă şi numai dacă matricea asociată A verifică 

 
 

P
4.1. Definiţie. Un spaţiu vectorial real V dotat cu un produs scalar (< ⋅, ⋅ >) s
e spaţiu vectorial euclidian. 
4.2. Definiţie. Un spaţiu afin 
e spaţiu punctual euclidian. dim K ℰ = dim K E. 
Fie E1 şi E2 două spaţii vectoriale euclidiene. 

..,.scalar produsul pastreaza 
daca alaDef 4.3.

〉〈
 

ortogon numeste se EE:T Aplicatia initie. 21 →

ℰ1 ℰ2

1 şi E2 (dim K ℰ1 = n, dim kℰ2 = m). 
4.4. Definiţie. O transformare afină τ: ℰ1 2

1 →  E2 este ortogonală. 
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([4], p. 90). 
(fundamentală a geometriei euclidiene). Transformarea τ:  

este izo rif

ie: rezultã imediat din definiţia 4.4 şi teoremele 3.4 şi 4.5. 

 = n  se obţine teorema fundamentală a geometriei 

ometriei euclidiene plane, respectiv teorema 

monstraţie pentru teorema fundamentala a geometrie euclidiene 

lidiene 

lidian 
dotat cu

u urma sa T: E E. Din teorema 
3.5.com ii  a

4.6. Teorema ℰ1 ℰ2
metrie dacă şi numai dacă este dată de ecuaţia y = AX +B şi matricea A ve ică 

relaţia TA•A = In . 
Demonstraţ

 →  

4.7. Observaţii. 
a) Dacă dim K ℰ1 = dim kℰ2

euclidiene în spaţiul punctual euclidian ℰn. 
b) Teorema fundamentală a ge

fundamentala a geometriei euclidiene în spaţiu se obţine din teorema 4.6. pentru m = n= 
2, respectiv m = n = 3. 

c) O altă de
în spaţiu se bazează pe proprietăţi elementare ale izometriilor planului ([4], p. 98). 

d)  O altă demonstraţie pentru teorema fundamentala a geometriei euc
în spaţiu se bazează pe proprietăţi elementare ale izometriilor spaţiului ([4], p. 98). 

4.8. Teoremă. Mulţimea izometriilor bijective ale unui spaţiu punctual euc
 operaţia de compunere constituie un grup. 
Demonstraţie. Fie τ: ℰ→ℰ, izometrie c →
punerea a două aplicaţ afine bijective este o aplicaţie fină şi în plus 

compunerea a două aplicaţii ortogonale este o aplicaţie ortogonală. Deci avem (a) 



compunerea a doua izometrii bijective este o izometrie. Tot din teorema 3.5. inversa unei 
aplicaţi afine bijective este o aplicaţie afină şi în plus inversa unei transformări 
ortogonale este o transformare ortogonală. Deci avem (b) inversa unei izometrii bijective 
este o izometrie. 

Din (a) şi (b) rezultă că mulţimea izometriilor bijective ale unui spaţiu punctual 
euclidia

pul izometriilor spaţiului 
punctua

ă studiul proprietăţilor invariante 
ale sp
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n dotată cu operaţia de compunere constituie un grup. 
4.9. Definiţie. Grupul din teorema 4.8. se numeşte gru
l euclidian ℰ şi se notează GI(ℰ). 
4.10. Definiţie. Se numeşte geometrie euclidian
aţiului punctual euclidian la acţiunea grupului izometriilor (studiul acelor 

proprietăţi care sunt păstrate de transformările grupului GI(ℰ), adică de izometrii). 
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