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TEOREMELE FUNDAMENTALE
ALE
ALGEBREI LINIARE ,
GEOMETRIEI AFINE

SI
GEOMETRIEI EUCLIDIENE

NECULAI STANCIU!

1. Introducere.

Punctul de plecare al acestui articol il constituie un principiu emis de Felix Klein in
memoriul ,,Consideratii comparative asupra noilor cercetdri geometrice”, la Erlangen, in
1872, cunoscut sub numele de Programul de la Erlangen. Cu ajutorul acestui principiu sunt
definite: algebra liniara, geometria afind si geometria euclidiand cu ajutorul invariantilor
unui grup de transformadri. Prin emiterea grupului, am identificat sistemul axiomatic ca o
teorie a invariantilor fundamentali (puncte, drepte, relatia de incidentd, de ordine, de
egalitate, de paralelism, de continuitate) ai unui grup de transformdri. In acest sens, ca s
studiem o disciplind matematica este esential sd determindm grupul in raport cu care
notiunile ei sunt invariante.

In elaborarea acestui articol, am tinut cont ci acum la liceu, se adopti o
constructie a geometriei cu ajutorul unei axiomatizari bazata pe algebra liniard, care
permite imbinarea metodelor sinteticd si analitica in studiul geometriei si usureaza
intelegerea geometriei afine si a geometriei euclidiene.
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2. Algebra liniara — Teorema fundamentala

Notiunile de spatiu vectorial, aplicatie liniara precum si proprietatile acestora sunt
tratate in [1] si [2]

Fie V si W doua spatii vectoriale peste corpul K cu

dim ¢V =nsi

dim W =m.

2.1. Teorema (fundamentala a algebrei liniare).
f ¥V — W ,este aplicatie liniara daca si numai daca ecuatia ei

matriciala este de forma
A
y a,; dp a;, | X
: Ay Ay e Ay, || X,
Y=AX(y, |= ), (3] p.32)
y aml amZ amn xn

2.2. Teorema. Operatia de compunere determind pe multimea transformarilor

liniare bijective ale unui spatiu vectorial V peste corpul K o structura de grup.
Demonstratie :Fief : V. — V, o transformare liniara bijectiva de ecuatie

Y =AXsig: Vo>V

o alta transformare liniara bijectiva de ecuatie Z = BY.Avem Z = (BA) X,

deci(a)gof : V — V este o transformare liniara,

conform teoremei 2.1.Daca f : V — V este data de ecuatia Y = AX,

atunci X = A™Y si conform teoremei 2.1, avem (b)f™" : 7V — V

este o transformare liniara .

Din (a) si (b) rezulta c.c.t.d.

2.3. Definitie. Grupul din teorema 2.2 se numeste grupul liniar (vectorial) general
al spatiului vectorial V si se noteazd GL(V).

2.4. Definitie. Vom numi algebra liniara a spatiului vectorial V peste corpul K,
studiul proprietatile sistemelor din V care sunt pastrate de transformarile grupului GL(V).



3. Geometria afina— Teorema fundamentala

Fie V un spatiu vectorial peste corpul comutativ K, A o multime nevida
sif:4x4 >V

o aplicatie care asociaza fiecarei perechi de elemente A,B € 4
vectorul f(A, B) notat AB,

astfel incat:1)VA.B,C € 4, AB+BC = A—C;Z)EIO € A, astfel
incat aplicatiaf, : 4 >V

f, (A) = OA este bijectiva.
3.1. Definitie. Aplicatia f cu proprietatile de mai sus se numeste structura afina.
3.2. Definitie. Multimea A dotatd cu structura afind f se numeste spatiu afin
asociat spatiului vectorial V peste corpul K. Prin conventie elementele lui A se numesc
puncte. Spatiul afin A asociat spatiului vectorial V peste corpul K cu structura afina f se
desemneaza deseori prin tripletul (A, V/K, f). dimg A=dimg V. def
Fie A, si A, doua spatii afine asociate spatiilor vectoriale V, si V, peste acelasi
corp K.
3.3. Definitie. Se numeste transformare afina a spatiului afin 4, in spatiul
afin 4, o aplicatie

7: A4, = A4, cuproprietatea ca 3O € 4, astfel incat aplicatiaT: V, = V, data
de T(OA,) = 7(0)7(A,),

VA, € 4, safieliniara.Transformarea liniara T se numeste urma

transformarii afine 7.
3.4. Teorema (fundamentald a geometriei afine) t: A} — A, este transformare
afina dacd si numai daca este data de ecuatia Y = AX +B.(dim x A; =n, dim ¢ A, = m)
([3], p- 245, [4], p.- 140)
3.5. Teorema. Operatia de compunere determind pe multimea transformarilor
afine bijective ale unui spatiu afin A o structurd de grup ([4], p-136).
3.6. Definitie. Grupul din teorema 3.5. se numesc grup afin si se noteaza GA (A).
3.7. Definitie. Se numeste geometrie afind studiul proprietatilor
invariante ale spatiului afin la actiunea grupului afin.



4. Geometrie euclidiana — Teorema fundamentala

Printre spatiile afine distingem o clasa importanta, spatiile punctuale euclidiene.
4.1. Definitie. Un spatiu vectorial real V dotat cu un produs scalar (< -, - >) se
numeste spatiu vectorial euclidian.

4.2. Definitie. Un spatiu afin € asociat unui spatiu vectorial euclidian E se

numeste spatiu punctual euclidian. dim g € = dim g E.
Fie E; si E; doua spatii vectoriale euclidiene.
4.3. Definitie. Aplicatia T : E;, — E, se numeste ortogonala daca

pastreaza produsul scalar(.,.).
Fie & si & doua spatii punctuale euclidiene asociate spatiilor vectoriale
euclidiene E; si E; (dim g E =1, dim & = m).

4.4. Definitie. O transformare afini 1: & = &, se numeste izometrie dacd urma
saT: E; = E, este ortogonala.

4.5. Teorema. T: E; = E, este ortogonala daca si numai daca matricea asociatd A verifica
relatia TA A =1,

N Lj=k . —
((*); a,a, =0, = {O,j L Vikeln)
([4], p- 90).

4.6. Teorema (fundamentald a geometriei euclidiene). Transformarea 1: £ = &,
este izometrie daca si numai dacd este datd de ecuatia y = AX +B si matricea A verifica
relatia TA*A =1, .

Demonstratie: rezultd imediat din definitia 4.4 si teoremele 3.4 i 4.5.

4.7. Observatii.

a) Daci dim g €; = dim &, =n se obtine teorema fundamentali a geometriei

euclidiene in spatiul punctual euclidian &,.

b) Teorema fundamentald a geometriei euclidiene plane, respectiv teorema
fundamentala a geometriei euclidiene in spatiu se obtine din teorema 4.6. pentru m = n=
2, respectivm =n= 3.

C) O altd demonstratie pentru teorema fundamentala a geometrie euclidiene
in spatiu se bazeaza pe proprietati elementare ale izometriilor planului ([4], p. 98).
d) O alta demonstratie pentru teorema fundamentala a geometriei euclidiene

in spatiu se bazeaza pe proprietati elementare ale izometriilor spatiului ([4], p. 98).
4.8. Teorema. Multimea izometriilor bijective ale unui spatiu punctual euclidian
dotat cu operatia de compunere constituie un grup.

Demonstratie. Fie 1. €&, izometrie cu urma sa T: E™E. Din teorema
3.5.compunerea a doud aplicatii afine bijective este o aplicatie afind si in plus
compunerea a doud aplicatii ortogonale este o aplicatie ortogonald. Deci avem (a)



compunerea a doua izometrii bijective este o izometrie. Tot din teorema 3.5. inversa unei
aplicati afine bijective este o aplicatie afind si In plus inversa unei transformari
ortogonale este o transformare ortogonala. Deci avem (b) inversa unei izometrii bijective
este o izometrie.

Din (a) si (b) rezultd ca multimea izometriilor bijective ale unui spatiu punctual
euclidian dotata cu operatia de compunere constituie un grup.

4.9. Definitie. Grupul din teorema 4.8. se numeste grupul izometriilor spatiului

punctual euclidian € si se noteaza GI(€).
4.10. Definitie. Se numeste geometrie euclidiana studiul proprietatilor invariante
ale spatiului punctual euclidian la actiunea grupului izometriilor (studiul acelor

proprietiti care sunt pastrate de transformirile grupului GI(€), adica de izometrii).

Bibliografie

[1] C. Nastasescu, C, Nita, Gh. Grigore, D. Bulacu, Matematica, Manual pentru
clasa a XII — a, profil M;, E.D.P. Bucuresti, 2002.

[2] M. Tena, Matematica, manual pentru clasa a XII — a, profil M, Ed. Gil, Zalau,
2002.

[3] N. Soare, Curs de geometrie (Partea I), Tipografia Universitatii Bucuresti,
1996.

[4] A. Turtoi — Geometrie, Tipografia Universitatii Bucuresti, 1996.

[5] N.Stanciu, Matematica gimnaziu & liceu-100 de probleme rezolvate, Editura
’Rafet’’, Rm. Sarat, 2007



	Bibliografie



