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DESPRE VALORILE UNUI POLINOM — DETERMINANTUL CICLIC DE ORDIN N.

OLAH CsAaBA, GRUP SCOLAR,,LIVIU REBREANU”, BALAN

Fie functia polinomiala g(x)=nx""+(n-1)x"?+..2x+1, neN,n>2, ¢ i=1n-1

ridicinile de unitate de ordin n (e"=1, ¢“#Lk=1,n-1). Si determindm vaoarea

produsul ui

Determinarea acestel valori o vom face in doua trepte:

a & a,
a) 1n prima tregpta  vom demonstra — daca C, = a“ a1 a’:‘l , 8,8,,..,a,€C,

aunci det(C,)=f(g,) f(gy)-..- f(e,4), unde f(x)=a +ax+..+a X" *+ax"",
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a) S Tnogpem cu primatregpta — luam matricea determinantului Vandermonde deordinul n:

1 1 1
€y € €1
V,(€0:Eqsemnr€py ) = : :
n-1 n-1 n-1
e’ ! eny
Atunci
a a a_ 1 1 1
a, a ... a4, €9 €& &y
CoValeoepmmtaa)= " 7 . T . e
a o a | |g"t g™t el
L 1 .
n-1 n-1 n-1
a+ac,+.agyt  a+asg +.ag - atag,,t.as,

n-1

_|a tage . g a+ag, +.a e~ - a-+ag +.a &0 T

& +ag,t.Ag) B tag, t.ag o @+ag ,t.aghy |

S4 luam elementele acestei matrice T dupé randuri — observam ca primul rénd contine

f(go), f(e1),f (€,4) (In aceastd ordine). Elementele din randul doi fnmultim cu
g, dupd indice, unde i =1,n-1 (valorile acestora nu se vor schimba, pentru ca ¢ =1,

i =1,n-1). Atunci elementul din a doilearand si prima coloand va arata asa:

g”*k:gn

n+l n+2 2n-1 n+1 2n-1 )
keN

n n-1 n
ey TAE, +ALy .+, € —80<an£o Tag, +aAL, +..8, 48

g”*k:gn

_ n-2 n-1\_
Z 80(a1+a280+...an_180 +ag, )—sof(so).
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In mod similar, a doilea membru inmultim cu €', d treileacu &) s.am.d — in randul a
doileaobtinem &, f (&,).&,f (&,),....e,4 f (€, ) . Pentru fiecare rand efectudm aceste operati,

scoatem factorul comun corespunzator, si matricea noastra va aratain felul urmator:

f (&) fle,) - flen)

T=C,-V, ( €01€11-1 &), 1) gof:(go) Slf:(gl) Snlf:(anl) |
nglf(eo) gl”’lf (g ) nlg ( )
1 1 1
: a a €o € TR -
Sd observam cd detT = f (g,)- f (&) T (804) | vl
2R

=f (&) (&) f(eny)-detV, (gg,8,,....6,, ) (@M scOsfactor comun f (&, ) dincoloanai).

Putem scrie det(Cn)~det(V (Egr €y € nl)) det (C V, (€gr€preenr nl)) det (T )=
=f (&) fle)) - f(eny) detV, (gg.8y,..08, ), adicd

det(C,)- det( (€01€1emiE 1)) == f (&) f (&) - f(epy) A&V, (€081, n8 04 ) s

mpértim egalitateacu detV, (gy,&;,....6,,)#0 (g ¢, pentrui=j,i,jeN =

= detV, (g4,€,,...€,,) # 0)), si obtinem



Revista Electronica Matelnfo.ro ISSN 2065 - 6432 Nr. Aprilie 2010 | www.mateinfo.ro

b) Tn adoua treapta calculdam valoarea determinantului ciclic de ordinul n

n 1+2+..+n 2 --. n
detM—n n- _n+1+...+n—1 1 --- n—1_
2 3 -+ 1 24+3+...+1 3 .- 1
1 2 n
1+2+..4+n= n(n+l)
I n(n+1)1 1 n—
- 2 I
1 3 - 1
n(n+1
(am scos factor comun % din prima coloana).

De aici 0 sa reducem ordinul determinantului de la nla n-1, apoi la n—2 - prima
data scazénd randurile céte doud, Tncepand cu ultimul rénd si continuam pana la primul

(ordinal sereducela n—1), dupa aceasta scadem prima coloana din fiecare.

1 2 3 n-1 n
1 2 n 0o 1 41 -1 4
n(n+1)1 1 n-1 n(n+1) 0 n-1 -1 -1 -1
s - "0+ _n(+1) P - )
2 : 2 :
13 ... 1 0o -1 4 -1 4
0 -1 -1 - n-1 -1
-1 -1 -1 -1 -1 -1 0 O O O
n-1 -1 -1 - -1 -1 n-1 -n -n --- —-n -n
_n(n+1) -1 n-1 -1 ... -1 —1_n(n+1) -1 n O - O O_
2 1 -1 n-1 -1 -1 2 1 0 n 0 0]
-1 -1 - n-1 -1 -1 0 O n O

(n-1)x(n-1) (-1%(M-1)
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-n -n -n - -n -n
n 0 O 0O O
__n(n+1) 0O n O 0 0 __n(n+1)D
2 0O O n 0O O 2
O 0 O n O
(n-2)x(n-2)

D=(-1f (-0 0 n o 0= (1] fpni= (a0t

(n=3)x(n-3)
Atunci detM :_n(n+1)D:_n(n+1) (-1)"n"?= (—1)”+l-n(n+1)-n”‘2,deci
2 2 2
ma N(N+1
detM =(-1) . (n+ )~n”‘2_

Punand laun loc rezultatele din a) si b) , luand in
f(x)=a+ax+..+a, X" +ax"", a =i (asaobtinem gdin enunt), putem scrie:

1 2 ... n

n 1 - n-— n+1)

P=(50)0(6:) - 0(e,,)=cm =T T MLy )

n "2, deci
2
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9(g0)-9(gy) 9 (enq)=(-12) 5 -n""? cetrebuiacalculat.
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La sférsit s2 vedem un rezultat mai general, din care, caz specia, obtinem valoarea

determinantului M din problema precedenta.

Generalizare - fie (an)nZl progresie aritmetica, cu primul membru a si cu ratia r .

Atunci sa socotim valoarea determinantului A Tn functiede &, si r, unde

a 2
a, 2
2, &

8
&
a

&
a

an
a4
&,

&
&

SERRR S

o P

. Metoda o sa fie similara cu ce am vazut mai sus.

SR

o P
'\9.)
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-1 -1 -1 -1 -1
n-1 -1 -1 - -1 -1
al-r n-12 -1 .- -1 -1 o .
=§,r (am scos factor comun r din fiecare coloand) .
-1 -1 n-1 -1 -1
-1 -1 -1 n-1 -1
(n-1)x(n-1)
-1 -1 - -1 -1
n-1 -1 -1 -1 -1
< N . -1 n-1 -1 -1 -1 o
Sa observam ca determinantul a aparut si mai sus,
-1 -1 n-1 -1 -1
-1 -1 - n-1 -1

si
valoarea lui esteegald cu —D =—(-1)"n"?=(-1)""'n"? .

n
2

:(_12)n+ (r-n)"™(2a,+ (n-1)r).

Deci

n+l o

Atunci putem scrie A=S,-r"-(=1)"" n"2 = (2a,+ (n-2)r )-r"*- (-1)

n

a a a a,
a‘n al a2 an—l .
pcfrr Bo& %:2:(—1) (rn)" (28, (n-1)r)
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unde (a,) , este progresie aritmetica, primul membru a, si curatiar .
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Obs.: a) sd observam urmatoarele — daca punem a, =1 si r =1, obtinem determinatul

1 2 ... n
n 1 - n- w1 N(N+1 _
detM =|. . . : =(-1) E (2 )-n”’2 — verificdm rezultatul cu formula

noastra mai generala a =1r =1 obtinem (A, ;)
r=1

il n”‘l(n+1)_

detM = (_12)n+ -(1-n)”1-[2-1+ (n—1)~1J: (1) ——= (1)

=n+1

adica rezultatul obtinut la problemadin enunt.

b) la scaderea randurilor determinantului A am folosit a ,—a, =r si

a,=a,+(n-Yr, neN".
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