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INEGALITATEA IZOPERIMETRICĂ

ROXANA MIHAELA STANCIU 1

1. Introducere
Teorema ce urmeazã îşi propune sã dea rãspuns la urmãtoarea întrebare:
“Dintre toate curbele plane regulate, simple şi închise, având aceeaşi lungime L, care
mãrgineşte domeniul cu aria maximã?”.
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Teorema

Demonstraţie:
Fie t1 şi t2 douã drepte paralele, tangente la curba datã astfel încât toate punctele curbei sã
se gãseascã în regiunea cuprinsã între  t 1 şi t2 .Fie 2r distanţa între cele dou ã drepte şi
C(O,r) un cerc tangent dreptelor t 1 şi t2.
Alegem sistemul de axe carteziene ortogonale cu originea în O şi axã a absciselor
paralela la t1 dusã prin O.
Curba consideratã este:
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Singurul lucru pe care îl mai avem de arãtat este acela cã în (*) avem egalitate dacã şi
numai dacã curba C este un cerc.
Necesitatea:
Presupunem cã curba C este un cerc de razã r, atunci avem:

.r)2(r4S4 222 L ππππ
Suficienţa:
Reciproc sã presupunem cã avem egalitatea:

2S4 Lπ
şi sã demonstrãm cã curba C este un cerc
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Observaţie:Este evident cã aria domeniului plan mãrginit de o curbã închisã şi
convexã având lungimea L, este mai mare decât aria domeniului plan mãrginit de o curbã
închisã neconvexã având lungimea L.Din aceastã cauzã în demonstra ţia teoremei curba C
am considerat-o convexã.
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2. Câteva  observaţii ale ,, inegalităţii  izoperimetrice”

O1. În 1827, Jacob Steiner (1796–1863) a demonstrat pentru prima oară teorema
următoare:

,,Dintre toate figurile plane, convexe, izoperimetrice (adică care au aceeaşi lungime)
aria maximă este realizată de cerc”.

O2. În 1916, Blaschke Wilhelm (1885 -1961) demonstrează următoarea teoremă:
,,Pentru orice curbă plană, închisă, de lungime L şi arie A avem 4  A L 2 .

4 A=L 2  curba este un cerc”.

O3. În 1921, Carleman Torsten (1892 -1949) a demonstrat inegalitatea izoperimetrică
pentru curbe pe suprafeţe minimale.

O4. În 1933, E.F.Beckenbach şi F.Radó demonstrează inegalitatea izoperimetrică pen tru
curbe pe suprafeţe de curbură gaussiană negativă.

3. Consecinţe ale inegalităţii izoperimetrice:

C1. Dintre toate triunghiurile izoperimetrice (care au acelaşi perimetru) aria
maximă o are triunghiul echilateral (Zenodor, sec.2 î.Hr.).

Demonstraţie: Se va ţine cont de următoarea propoziţie:
℗ ,, Dacă factorii unui produs au suma  constantă, atunci produsul lor este maxim

dacă factorii sunt egali”. Avem S = )()()( cpbpapp  , aria triunghiului şi

a+b+c = const.(din ipoteză), p =
2

)( cba 
= const; a, b, c- variabile.

S este maximă ⇔S 2 este maximă ⇔produsul )()()( cpbpap  cu suma

factorilor constantă este maxim ⇒p-a = p-b = p-c ⇒a = b = c (q.e.d.).

C2. Dintre toate patrulaterele inscriptibile, izoperimetrice, aria maximă o are pătratul
(Zenodor).

Demonstraţie: Considerăm patrulaterul inscriptibil de laturi a, b, c, d. Din  ipoteză,
a+b+c+d = const. Aria patrulaterului inscriptibil, este dată de formula: S =

)()()()( dpcpbpap  , unde p =
2

)( dcba 
= const. Avem suma: (p-

a)+(p-b)+(p-c)+(p-d) constantă, şi din propoziţia ℗ ⇒p-a = p-b = p-c = p-d ⇒a=b=c=d
(q.e.d.).
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C3. Un poligon de laturi date, are aria maximă, dacă este inscriptibil. (enunţată de
Christian Huygens (1629-1695) în 1675 şi demonstrată de Gabriel Cramer (1704 -1752)
în 1752).

Demonstraţie: Fie două poligoane P şi P' formate  cu aceleaşi laturi, cu P înscris într -
un cerc şi P' neinscriptibil. Pe laturile poligonului P' purtăm exterior segmen te de cerc,
corespunzătoare laturilor poligonului P. Obţinem astfel o linie curbă (C') izoperimetrică
cu (C). Din inegalitatea izoperimetrică avem Aria (C) > Aria (C') .

Aria (C) = Aria (P) + Aria (segm. de cerc) >Aria (P') + Aria (segm. de cerc)=  Ari a (C')
Deci  Aria (P) > Aria (P') (q.e.d.).

C4. Dintre toate poligoanele izoperimetrice cu acelaşi număr de laturi, poligonul
regulat are aria maximă. (Zenodor)

Demonstraţie: Din consecinţa 3 avem că poligonul de arie maximă este inscriptibil. Pe
de altă parte, acest poligon trebuie să aibă laturile egale. În caz contrar, presupunem
AB  BC şi construim triunghiul isoscel AB'C cu acelaşi perimetru cu ABC. Dar Aria
(AB'C) > Aria (ABC) şi obţinem un polig on izoperimetric de arie mai mare, ceea ce este
contrar ipotezei. Poligonul care extremează aria, are deci toate laturile egale, şi fiind
inscriptibil, este regulat.

C5. Dintre toate poligoanele echivalente (cu aceeaşi arie), de acelaşi număr de laturi,
poligonul regulat are perimetrul minim.

Demonstraţie: Fie P un poligon oarecare, de arie a şi perimetru ℓ, şi P', P" două
poligoane regulate de acelaşi număr de laturi cu P, astfel încât P' este echivalent cu P
(a'=a) şi P" izoperimetric cu P (ℓ"=ℓ).

Deoarece P" este izoperimetric cu P şi P" este regulat, rezultă din C4 a">a.
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aa ⇒a">a' ⇒ℓ">ℓ'. Din ℓ"=ℓ şi ℓ">ℓ'⇒ℓ>ℓ'⇒P' are perimetrul minim (q.e.d.).

Notă: Am optat pentru aceste consecinţe deoarece, pot fi înţelese uşor de elev ii din liceu
şi de cei din clasele terminale din gimnaziu.
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