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INEGALITATEA IZOPERIMETRICA
ROXANA MIHAELA STANCIU®

1. Introducere
Teorema ce urmeaza isi propune sa dea raspuns la urmatoarea ntrebare:

“Dintre toate curbele plane regulate, simple si inchise, avand aceeasi lungime L, care
maérgineste domeniul cu aria maxima?”.

R = multimeanumerelor reale, R? = {(x,,X,)/ % € R x, € R} =
gpatiu vectoria /R.

(x,y) = produsul scalar adoi vectori din R?.

E, = (R?,(...)) = spatiul vectorial euclidian.

Def 1. Fiel c R,interval.Se numeste curba in spatiul E,,,
oaplicatieC” - diferentiabild

c:l > E,,t > c(t) =(x(t),yt) eE,,Vtel.

Def 2.0 curba C: [a,b] - E, senumeste curb regulatd daca
c'(t) = 0Vt e [ab]

Def 3.0 curbd C:[a,b]— E, senumeste curb simpld dacé Vt,, t, [a, b)
cut, #t,,avemc(t,) = c(t,).

Def 4.0 curbi C:[a, b]— E, senumeste curb inchisi daca

c(@ =c(b)si ¢ (a) =c® (b) Vi 0.

Def 5.0 curba C: | — E, este parametrizata canonic, daca
Ic(s)| =L Vsel.

Pentru a stabili prima egalitatedin (1) vomfolosi formulalui Green
j P(X, y)dX + Q(x, y)dy = j j (@ - @)dxdy, unde Psi Q sunt
Imc D 8X ay

functii diferentiabile definite peD.
Dacain formulalui Green luom Q(X, y) = x si P(X, y) = -y atunci obtinem:

S= [[axdy = [[49y'(9) - X (9is= [ X9y (9ds=-| X(9 (oo
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Teorema : Consideram o curba plana regulata, ssmpla si inchisa, avand lungimea
L si fie Saria domeniului

D marginit de curba C.Atunci (*) 4mm < L2,

Semnul egal areloc daca si numai daca curba C este un cerc.

Inegalitatea (*) poarta numele deinegalitat eaizoperimetrica.

Demonstratie:

Fiet; si t; doud drepte paralele, tangente la curba daté astfel Tncét toate punctele curbel s
Se gaseascd in regiunea cuprinsa intre ti si ty .Fie 2r distanta intre cele doud drepte si
C(O,r) un cerc tangent dreptelor t; Si ta.

Alegem sistemul de axe carteziene ortogonale cu originea in O si axd a absciselor
paralelalat; dusaprin O.

Curba considerata este:

C:[0,L] > E,,c(s) = (X(3), Y(9)),|c'(s)| =L Vs e [0, L]

Pe cercul C(O, r) alegem ca parametru pes.

Deci cercul C(O, r) esteimaginea aplicatiei diferentiabile:
C,:[0,L]> E,,c.(9) = (x(9), ¥(9))-

Folosind formula (1) din lemaanterioara, obtinem ca aria cercul ui
estedata de:

Qnr? = Tx(s) y'(s)ds

AriaSadomeniului D marginit deimaginea aplicatiel Ceste:

(3)S=-[x(9¥(9)ds

Din(2)s ()= nr?+S= j[x(s)y’(s) —y(s)X'(s)|ds <

IA

\/[X(S) y'(9) - Y(9)X(9)] ds =

29 + Y29 ]y (9) + X2 (9)]-[x(9)X(9) + y(9)y'(s) P ds =

Il
Ot~ O O

\/rz ~[x(s)x'(s) + y()y'(s) [ ds < 'T\/r_zds =rL,
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Inmultind (6) si (8) obtinem:

r.2L2

2
(r? + S)ymr’s < (nr 2+ S)rL = mr’S<

= (*)4nS < L*(adica tocmai inegalitatea care trebuia stabilita).
Singurul lucru pe care 1l mai avem de arétat este acela ca in (*) avem egalitate daca si
numai dacé curba C este un cerc.
Necesitatea:
Presupunem cé curba C este un cerc de razar, atunci avem:
AnS=4n-mr® = (2mr)® = L2,
Suficienta:
Reciproc sa presupunem cé avem egalitatea:
4nS= L
si s& demonstram ca curba C este un cerc

=

(9) r24nS = L2r2,(9)'24/nr?S = 1L

Din (8) § (6) = (10) 2Var?S <nr? + S<rL = (W) ar2+S=1L
Tinand seama de drumul parcurs pentru stabilirea inegalitat ii (6),
egalitatea (11)

ne arata ca trebuie sa avem :

(12)x( s)x'(s) + y(s)y'(s) = 0,Vse [0, L]

13)x(s)y'(s) - y(s)x'(s) > 0,Vse [0, L]



Revista Electronica Matelnfo.ro ISSN 2065 - 6432 Nr. Aprilie 2010 | www.mateinfo.ro

Deoarece curba C este regulata (12) poatefi scrisa sub forma (12)' X(s) =— y(s) =A(s),unde
y(s)  X(s)

2 :[0,L] - Resteofunctie diferentiabila

X*(s) _ Y'(8) _ X*(9)+Y(9)
yAs)  X*(s)  yE(s)+X*(s)
X(s) =ery'(s)
y(s) = —erx(s)
(13) (ery’*(s) + erx’®(s) > 0) implicae =1

Din (12)' = A%(s) = =r? = (14)A(s) =er, undee =1saue =-1

Din (12)'s (14) = (15){ Tinand seamade (15) conditia

Deci avem y(s) = -rx'(s) = X(s) = — y(s) sidin X2(s) + y'?(s) =1,

o
2
avemyr—gs) +y?%(s)=1=

y'(s)
V- YA(s)

ducela(16) y(s) = rsin(i? +5),S =constanta.din (16) si

1 o
=t—careprinintegrare
r

y(s) =-1xX(s) = X(s) = —Sin(i§ +8)=
= 1A7)x(s) = ircos(i? +§,) +a,a=constanta.

Din (16) si (17) = (18)[x(s) —a[* + y*(s) = r?
Din4nS=L%s (11) = (19)L = 2nr

Din (18) si (19) = curba cautata este cercul cu centrul
in punctul (a,0) s razar, reprezentat de curba

C:[o,L]>E,. c(9) = (ircos(i$+so) +a, rsin(i§+so)).

Observatie:Este evident ci aria domeniului plan marginit de o curbd inchisa si
convexd avand lungimea L, este mai mare decét aria domeniului plan mérginit de o curba
Tnchisa neconvexd avand lungimea L.Din aceasta cauza in demonstratia teoremei curba C
am considerat-o convexa.
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2. Céteva observatii ale ,, inegalitatii izoperimetrice”

@. In 1827, Jacob Steiner (1796-1863) a demonstrat pentru prima oard teorema
urmatoare:

,,Dintre toate figurile plane, convexe, izoperimetrice (adica care au aceeasi lungime)
aria maxima este realizata de cerc”.

[02]. in 1916, Blaschke Wilhelm (1885-1961) demonstreazd urmatoarea teorema:
,Pentru orice curbd pland, inchisi, de lungime L si arie A avem 4 n A< L2,
4n A=L * < curba este un cerc”.

@. Tn 1921, Carleman Torsten (1892-1949) a demonstrat inegalitatea izoperimetrica
pentru curbe pe suprafete minimale.

@. Tn 1933, E.F.Beckenbach si F.Radé demonstreaza inegalitatea izoperimetrica pen tru
curbe pe suprafete de curbura gaussiana negativa.

3. Consecinte ale inegalitatii izoperimetrice:

. Dintre toate triunghiurile izoperimetrice (care au acelasi perimetru) aria
maxima o are triunghiul echilateral (Zenodor, sec.21.Hr.).
Demonstr atie: Se va tine cont de urmatoarea propozitie:

® ,, Daca factorii unui produs au suma constanta, atunci produsul lor este maxim
daca factorii sunt egali”. Avem S = \/p-(p—a)-(p—b)-(p—c), aria triunghiului si
(a+b+c)

a+b+c = const.(din ipoteza), p = = congt; g, b, c- variabile.

S este maximid < S?este maximd <produsul (p-a)-(p-b)-(p—c) cu suma
factorilor constantd este maxim =>p-a=p-b=p-c =>a=b=c(g.ed.).

C2. Dintre toate patrulaterele inscriptibile, izoperimetrice, aria maxima o are patratul
(Zenodor).

Demonstratie: Consideram patrulaterul inscriptibil de laturi a, b, c, d. Din ipoteza,
atb+c+td = const. Aria patrulaterului inscriptibil, este datda de formula: S =
J(p-2a)-(p-b)-(p—0)-(p-d), unde p = w: const. Avem suma (p-
a)+(p-b)+(p-c)+(p-d) constanta, si din propozitia ® =p-a = p-b = p-c = p-d =a=b=c=d
(g.ed.).
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. Un poligon de laturi date, are aria maxima, daca este inscriptibil. (enuntatad de
Christian Huygens (1629-1695) in 1675 si demonstrata de Gabriel Cramer (1704 -1752)
in 1752).

Demonstratie: Fie doua poligoane P si P' formate cu aceleasi laturi, cu P inscris ntr -
un cerc si P' neinscriptibil. Pe laturile poligonului P' purtam exterior segmen te de cerc,
corespunzatoare laturilor poligonului P. Obtinem astfel o linie curba (C') izoperimetrica
cu (C). Din inegalitatea izoperimetrica avem Aria (C) > Aria (C') .

Aria(C) = Aria(P) + Aria(segm. de cerc) >Aria (P) + Aria(segm. de cerc)= Ari a(C')

Deci Aria(P) > Aria(P) (g.ed.).

. Dintre toate poligoanele izoperimetrice cu acelasi numar de laturi, poligonul
regulat are aria maxima. (Zenodor)

Demonstratie: Din consecinta 3 avem ca poligonul de arie maxima este inscriptibil. Pe
de altd parte, acest poligon trebuie si aiba laturile egale. In caz contrar, presupunem
AB = BC si construim triunghiul isoscel AB'C cu acelasi perimetru cu  AABC. Dar Aria
(AB'C) > Aria (ABC) si obtinem un polig on izoperimetric de arie mai mare, ceea ce este
contrar ipotezei. Poligonul care extremeaza aria, are deci toate laturile egale, si fiind
inscriptibil, este regulat.

. Dintre toate poligoanele echivalente (cu aceeasi arie), de acelasi numar de laturi,
poligonul regulat are perimetrul minim.

Demonstratie: Fie P un poligon oarecare, de arie a si perimetru €, si P', P" doua
poligoane regulate de acelasi numar de laturi cu P, astfel incét P' este echivalent cu P
(a'=a) si P" izoperimetric cu P (£"=8).

Deoarece P" esteizoperimetric cu P si P" este regulat, rezulta din a'>a.

a'>a . . : .

{  =>a'>a =>£">L'. Din £"=L si £">¢'=£>L'=>P" are perimetrul minim (g.e.d.).
a=a
Notd: Am optat pentru aceste consecinte deoarece, pot fi intelese usor de elev ii din liceu
si de cei din clasele terminale din gimnaziu.
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