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Numere de tip Fibonacci
de Florin Antohe

Numim şir Fibonacci ş irul   1nnF definit prin 121  FF şi 11   nnn FFF pentru 2n .

Acest şir de numere a fost introdus în anul 1228 de către matematicianul italian Leonardo
Fibonacci pornind de la studiul înmulţirii iepurilor de casă .
Ţinând cont că ecuaţia caracteristică ataşată ş irului lui Fibonacci este 012  xx cu rădăcinile
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Următorul rezultat conţine o serie d e proprietăţi interesante ale ş irului   .1nnF

Propoziţie :

(i) Pentru orice 2, nm are loc egalitatea 11   nmnmnm FFFFF ;

(ii) Pentru orice 1n avem   ;1, 1 nn FF

(iii) Dacă nm | , atunci nm FF | ;

(iv) Dacă 5n si nF este prim , atunci şi n este prim.

Demonstraţie :

(i) Se face inducţie matematică după m (sau n).
(ii) Presupunem prin reducere la absurd că există 1m astfel încât   1, 1  dFF mm şi îl alegem
pe m minim cu această proprietate. Cum 11   mmm FFF deducem că 1| mFd şi atunci

  1,1  dFF mm , contrazicând minimalitatea lui m.

(iii) Să presupunem că nm | , adică mkn  cu 1k . Cum  nn
n xxF 12
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(deoarece din 121  xx şi 121 xx deducem că  tt xx 21 Z pentru orice .1t ), de unde
concluzia.
(iv) Să presupunem prin absurd că n nu este prim ; atunci ktn  cu 3k şi din (i) deducem că

nk FF | ( cu 2kF ) contrazicând faptul că nF este prim.
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Corolar :

(i) Pentru orice 1, kn avem   1,1  nnk FF

(ii) Pentru orice 1, nm avem    ;, ,nmnm FFF 

(iii) Dacă 1, nm şi   1, nm , atunci mnnm FFF | .

Demonstraţie :

(i) Fie   1,1  dFF nnk . Cum 11   nknknk FFF , nFd | si nkn FF | , deducem că nkFd | şi deci :

  1,1  dFF nknk ceea ce este absurd ( conform cu (ii) din propoziţ ia de mai sus)

(ii) Fie ),( nmd  . Dacă mn  atunci scriind algoritmul lui Euclid :

11 rmqn  , 221 rqrm  , 3321 rqrr  ,..., 11   iii qrr , atunci ird  . Ţinând cont de
propoziţia de mai sus avem :
         

111111111
,,,,, 111 rmrmqmrmqrmqmrmqmnm FFFFFFFFFFFFFF   .

Însă    
211

,, rrrm FFFF  deci         drrrrrrmnm FFFFFFFFFF
iii
  ,...,,, 1211

.

(iii) Din   1, nm şi (ii) deducem că   1, 1  FFF nm . Din propoziţia de mai sus deducem că

mnm FF | si mnn FF | , iar cum   1, nm FF deducem că mnnm FFF | .

Teorema 1.

Fie 2p un număr prim.

(i) Dacă 15  kp , atunci 1| pFp ;

(ii) Dacă 25  kp , atunci 1| pFp ;

Demonstraţie :

(i) Cum pentru 2p , 23 F , putem presupune 2p şi 5p .

Cum     
 

nn

nnF 5151
52

1 deducem că ...552 25311 
nnnn

n CCCF

Pentru n=p , cum k
pCp | pentru 11  pk şi 12 1 p (mod p), deducem că 2

1

5
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p
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mod p şi deci 1pF (mod p).

Din cele de mai sus deducem imediat că 2
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Din legea reciprocităţii pă tratice a lui Gauss avem :   11
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(mod p) , de unde deducem că 1
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În primul caz deducem că 15 2
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01111   ppp FFF (mod p) , iar în cazul al doilea 0512 2

1
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pF (mod p) şi atunci:

01 pF (mod p).

Teorema 2 (Zeckendorf).

Orice număr natural 1n se reprezintă în mod unic ca sumă de termeni distincţi şi neconsecutivi
ai şirului lui Fibonacci:




 
m

j
jji iiFn

j
1

1 2,

Demonstraţie :

Se verifică imediat că proprietatea din enunş este adev arată pentru 4Fn  =3.

Să presupunem că ea este adevarată pentru toate numerele naturale până la kF , 4k şi să o
demonstrăm pentru numărul n astfel încâ t 1 kk FnF . Dacă 1 kFn totul este clar. În caz

contrar, )( kk FnFn  si 11   kkkk FFFFn , deci conform ipotezei de inducţ ie :

.2,2,... 111
  kiiiFFFn jjiik r

Deducem că
riik FFFn  ...

1
. Unicitatea reprezentării din enunş rezultă tot prin inducţie,

observând că dacă 1 kk FnF atunci kF apare obligatoriu în reprezentarea lui n. Într-adevăr, o
sumă de numere Fibonacci

ikF cu 21  ii kk , i=1,...,r-1 şi 2rk este cel mult

    1...... 131112 1111111
  kkkkkkk FFFFFFF .

Deducem că dacă kFn  atunci aceasta este reprezentarea unică a lui n, iar dacă 1 nk FnF

atunci reprezentarea lui n îl conţ ine obligatoriu pe kF şi 1 kk FFn . În continuare folosim

reprezentarea unică a lui kFn  .
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Aplicaţii :

 Să se arate că şirul   1nnF de numere Fibonacci verifică relaţ iile:
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4. 1
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2 2  nnnn FFFF ;

5. 1
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
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7. 022 2
1

2
2
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3

2   nnnn FFFF

Rezolvare :

1. Demonstrăm relaţia prin inducţ ie :

Evident avem :
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2. Din definiţia şirului   1nnF avem :
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nnn FFF

FFF

FFF

FFF

F









 12

234

123

012

1

.....................

1

Prin adunare deducem : nn FFFF  ...1 212 .

3. Avem de arătat că :
1... 122642  nn FFFFF

Demonstrăm prin inducţie relaţ ia.
Verificarea propoziţiei :
P(1) : 132  FF ceea ce este evident.

Presupunem P(n) : 1... 122642  nn FFFFF propoziţie adevărată.
Dar P(n)P(n+1)
P(n+1) : 1... 32222642   nnn FFFFFF

Rămâne să arătăm că :
11 322212   nnn FFF ceea ce este evident , deci P(n) propoziţie adevărată , de unde rezultă

că P(n) este adevărată .

4. Arătăm relaţia prin calcul direct.

Avem de arătat că 1
2

2 2  nnnn FFFF

Folosim faptul că :  nn
nF  

5

1
unde .1 

Deci :  nn
nF 22

2
5

1
  ;  nnnn

nF 222 2
5

1
  ;   11

1 5

2
2 

  nnnn
nn FF 

Deci relaţia devine :

      112222

5

2
2

5

1

5

1   nnnnnnnnnn 

      12122222 225   nnnnnnnnnn 
Deoarece .1  rămâne să arătăm că :

    nnnn 2222 225115   , care este adevărată .

5. Arătăm şi această relaţie tot prin calcul direct.

 nn
nF  

5

1

 nn
nF 22

2
5

1
  ;  221122

1
2 2

5

1 
  nnnn

nF 
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 221122
1

2 2
5

1 
  nnnn

nF 

Deci avem de arătat că :

  2222222222 225   nnnnnnnnnn 

nnnn 2
2

22
2

222 11
55 





 















 

Efectuând calculele obţinem că : ;5
1

2
2 


 5

1
2

2 




6. Vom demonstra relaţia prin inducţie matematică .
Avem de demonstrat că : nnn FFFFFFF 2

2
2123221 ...   .

P(2) : 96214
2

433221  FFFFFFF , deci P(2) propoziţie adevărată .

Presupunem că propoziţia P(n) este adevărată .
P(n)P(n+1)
P(n+1) : 22

2
22121222123221 ...   nnnnnnn FFFFFFFFFFF

Rămâne să arătăm că : 22
2

22121222
2

  nnnnnn FFFFFF

    22
2

12222221222222121222   nnnnnnnnnnnnn FFFFFFFFFFFFF , deci P(n) este

propoziţie adevărată , ceea ce ne asigură că relaţ ia 



 

12

1

2
21

n

k
nkk FFF este adevărată.

 Produsul a opt numere naturale consecutive nu poate fi pă trat perfect.

Rezolvare :

Fie P=         4321123  nnnnnnnn , .4n

Dacă  6,5,4n prin calcul direct rezultă că P nu este pă trat perfect . Pentru 7n avem :

P=          1551136545233
22222222  nnnnnnnnnnnn

Utilizând faptul că :       2222 111 baabba  rezultă că :

       222222 1551325513  nnnnPnnnn , adică P este cuprins între
două pătrate perfecte consecutive , deci nu poate fi pă trat perfect.
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