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Numere detip Fibonacci
deFlorin Antohe

Numim sir Fibonacci sirul (F,)_, definitprin F, =F, =1si F,, =F, +F,, pentru n> 2.
Acest sir de numere a fost introdus in anul 1228 de catre matematicianul italian Leonardo
Fibonacci pornind de la studiul Tnmultirii iepurilor de casa .

Tinand cont cé ecuatia caracteristici atasata s irului lui Fibonacci este x* — x—1= Ocu radacinile

X, =1_T VS si X, :1+T '5, deducem imediat ci pentru orice n>1 :
1 1 n n

Fo=—(x"—x" :—[1+\/5 —[1-+/5 }
\/g( 2 X:L ) 2n /5 ( ) ( )

Urmatorul rezultat contine o serie d e proprietati interesante ale sirului (Fn)

n>1"
Propozitie:

(i) Pentru orice mn> 2 areloc egalitatea F,,., = F, ,F, +F
(i) Pentru orice n>1 avem (F,,F.,)=1

(iif) Daca m|n, atunci F |F,;
(iv) Daca n>5 s F,este prim, atunci si n este prim.

Foa

m

Demonstratie:

(i) Se face inductie matematica dupa m (sau n).
(ii) Presupunem prin reducere la absurd ca existd m> lastfel incat (F,,,F,.,)=d >1 si Tl alegem

m? 7 m+l

pe m minim cu aceasta proprietate. Cum F,_,=F_ +F,, deducem ca d|F,, si atunci

(F.,,F,)>d>1, contrazicand minimalitatealui m.

m-1

(iii) Sa presupunem cd m|n , adici n=mk cu k>1. Cum Fn:%(xz”—xln) Si

1

F o= —(xzm - xlm) avem :

V5
F, X =X (xm)k—(xm)k
2% 1 _\% ) le(k—l) +le(k—2)X2m - sz(k—l) _ [le(k—l) N sz(k—l)]_l_

m m m m

Fm X =% X =%
+ [xlm(k’z) X"+ x,"x,"? ]+ ..eZ

(decarece din X, + X, =1 si XX, =—1 deducem ci x' +x,' €Z pentru orice t >1.), de unde
concluzia.

(iv) Sa presupunem prin absurd c& n nu este prim ; atunci n=kt cu k>3 si din (i) deducem ca
F.F,(cu F, >2) contrazicand faptul ca F,este prim.
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Corolar :

(i) Pentru orice n,k >1 avem (F,_,,F,)=1
(if) Pentru orice mn>1avem (F,,F,)=F, .

m?’ n

(iii) Dacd m,n>1si (mn)=1, aunci F,F, |F,,
Demonstratie:

(i) Fie (F,,,F,)=d>1.Cum F,,=F, +F,,, d|F, s F,|F,,deducemca d|F, si deci:
(F,.,F..)>d >1ceeaceeste absurd ( conform cu (ii) din propozitia de mai sus)
(il) Fie d =(m,n). Daca n> m atunci scriind algoritmul lui Euclid :

n=mg,+r, , M=rd,+r,, L =r0;+r,., r,=rd,, aunci d=r. Tindnd cont de
propozitiade mai sus avem :
(F F,)-

(FoFo) = (Fo Fog )= (Fis Fo o P+ P Foa)= (Fi Fo 1 F, )

insa (F,,F, )=(F,.F, ) deci (F,.F,)= (Fm,F,) (F..F, )= (F._.F )=F =F,.
(iii) Din (m,n)=1si (i) deducem ca (F,,F,)=F, =1. Din propozitia de mai sus deducem ci
F.|F.,s F, |F, iarcum (F_,F )=1deducemca F F, |F,,

Teorema 1.

Fie p>2un numar prim.
(i) Daca p=5k+1,atunci p|F,; ;
(i) Daca p=5k+2,aunci p|F,, ;

Demonstratie:

(i) Cumpentru p=2, F; =2, putem presupune p = 2si p#5.
Cum F, 2 \/_|:(1+ \/_) ( \/g)n}deducem cd 2™'F =C!+C35+C’5% +

E_
Pentrun=p, cum p| C:‘, pentru 1< k < p—1si 2°* =1(mod p), deducem ca F, =52 (mod p).
p-1

Atunci 52 = [%} mod p si deci F, = +1(mod p).

p-1 p-1

Din cele de mai sus deducem imediat cd 2°F , =C;,, + C§+15 E =1+52 (modp) , deci :

p-1

2F,, =1+52 (modp).
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Din legea reciprocitatii patratice a lui Gauss avem : (%J(Ej =(-1) 22 =1, deci (E] = (Ej
Y

5-1
adica : (E] = (Bj , adica (E] = p 2 (mod p) , de unde deducem ca (E] = (Bj =1 daca:
p S p p 5

p=5k+ls (Ej:(ﬁjz—l dacd p=5k+2.
p 5
Pl Pt
n primul caz deducem c& F, =52 =1(modp), 2F,, =1+5? =2(modp), F,., =1(mod p),

p-1

F,.=F,,-F,=1-1=0(mod p) , iar in cazul a doilea 2F , =1+ 52 =0 (mod p) si atunci:
F,., =0(mod p).

Teorema 2 (Zeckendorf).

Orice numar natural n>1 se reprezinta in mod unic ca suma de termeni distincti si neconsecutivi
ai sirului lui Fibonacci:
m
n:ZFiJ,lj —i,>2
j=1

Demonstratie:

Se verifica imediat ca proprietatea din enuns este adev arata pentru n < F, =3.
Sa presupunem ca ea este adevarata pentru toate numerele naturale pana la F,, k>4si sa o
demonstram pentru numarul n astfel incat F, <n<F,,. Dacd n=F,, totul este clar. In caz
contrar, n=F,+(n-F,) s n-F, <F_,, —F =F,_,, deci conform ipotezei de inductie:

n-F =F +.+F i, <i;-2i <k-2
Deducem ca n=F, + F +..+F . Unicitatea reprezentarii din enuns rezulta tot prin inductie,
observand ci dacd F, <n<F, , atunci F, apare obligatoriu Tn reprezentarea lui n. Tntr-adevar, o
suma de numere Fibonacci F, cu k;,; <k —2,i=1,...,r-1si k > 2 este cel mult
Fo +Feot=(Fen—Fa)t (Fa—Fa)+=F -1
Deducem cd daca n=F, atunci aceasta este reprezentarea unica a lui n, iar daca F, <n<F_,
atunci reprezentarea lui n 1l contine obligatoriu pe F, si n—F, <F,,. In continuare folosim
reprezentarea unica alui n—F, .
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Aplicatii :

o Sasearate casirul (F,) , denumere Fibonacci verifici relatiile:

1|(1445) (1-+45)
SV (SN

2. F+F+..+F =F,,-1

=

3. z FZk = F2n+1 -1
k=1
4. F,, + F =2FF... ;

5. Fpy=F%u—F%;
2n-1

6. > FFi=F, 2
k=1

7. F 2n+3 -2F 2n+2 -2F 2n+1 + Fnz =0

Rezolvare:

1. Demonstram relatia prin inductie:

Evidentavem: F, = \/_KH\/_] ( \/_]1] .

Fien>1ai. F, = HIJ”/_J ( ] } Atunci F,,=F,+F ,
- [(uﬁ] 1+f 1] { ” 1 fj“]
nl 2 2

E - 1+\/_ 1+2\/_+5 — n 1 2\/__'_5 1 1445 n+l 1- B il
n+1_\/§ > 2 2 _E . [

2. Din definitia sirului (F,), ., avem:

n>1
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F=1
F,=F +F,
F,=F,+F
F,=F,+F,
l:n+2 = l:n+1 + l:n

Prinadunarededucem : F, ., =1+F +F, +..+ F,.

3. Avem de aratat ca :

F,+F+F+..+F,=F,,-1

Demonstram prin inductie relatia

Verificarea propozitiei :

P(1) : F, = F; —1 ceeace este evident.

Presupunem P(n) : F, + F, + Fs +...+ F,, = F,,,, —1 propozitie adevarata.
Dar P(n) = P(n+1)

P(n+l): F,+F, +F,+..+F, +F, ., =F, ;-1

Ramane sa aratam ca :

F,..—1+F,., =F,.; —1 ceeace este evident , deci P(n) propozitie adevarata , de unde rezulta
ca P(n) este adevarata.

4. Aratam relatia prin calcul direct.
Avem de aratat ca F, +F > =2F F

n' n+l
Folosim faptul ca : F, :%(oc”—ﬁ”) unde o + B =1.
%(OLZn_BZn); FHZZ%((in—ZOLan+an) : 2FnFn+1:§( n_BnX(xm-l_Bml)
Deci relatiadevine :
%(OLZn_BZn)_l_%(aZn_2anﬁn+B2n):§(an_ananJrl_BnJrl)
\/g(OLZn_BZn)_l_OLZn_Zaan_{_BZn =2[0~2n+1_[3'(aB)n_a'(aB)n+B2n+l]

Deoarece o + 3 =1. raméane sa aratam ca :
(\/§+1)-0L 2y (1— \/5) B2 =20 -0.°" +2B - P>, care este adevarata.

Deci: F,, =

5. Ardtdm si aceasta relatie tot prin calcul direct.

1 n _ n
Fy —E(Oﬂ B")
F, :%(azn B Zn) N =CI :%(OL 2m2 _ g mig i +an+2)
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F2,.,— %(a -2 _ oy gl g 2n—2)

Deci avem de aratat ca :
\/g(OLZn_BZn):a2n+2+2aan+B2n+2_a2n—2_2aan_B2n—2
\/gazn_\/gﬁzn=(a2_i2)a2n+(l32_i2]_l32n
a p
Efectuénd calculele obtinem ca : o —izzx/g; B2 —Bizx/g
o

2
6. Vom demonstra relatia prin inductie matematica .
Avem dedemonstrat cd: F,F, + F,F, +...+ F, ,F, = F .
P(2): FF, +F,F,+F,F, =F? < 1+2+6=9, deci P(2) propozitie adevarata.
Presupunem cé propozitia P(n) este adevarata .
P(n) = P(n+1)
P(n+1): FF, +F,F,+..+F, F, +F, For + FoniFonis = F 2202
Rédmane sa aratdm ca : F2zn + F, Fy i + Fyr yForp = F 2202
an(an + F2n+1)+ FoniaFanie = FanFonia + FoniiFonin = F2n+2(F2n + F2n+l) =F 22“+2’ deci P(n) este

2n-1
propozitie adevarata , ceea ce ne asigura ca relatia Z F.F., =F,  esteadevarati.
k=1

e Produsul aopt numere naturale consecutive nu poate fi patrat perfect.
Rezolvare:
FieP=(n-3)n-2)n-n(n+1(n+2)n+3)n+4), n> 4.
Daca n e {4,5,6} prin calcul direct rezultd ci P nu este patrat perfect . Pentru n> 7avem:
P=(n? - 3n)n? ~3n+ 2)(n? + 5n+ 4(n? + 50+ 6)= |(n? ~3n+1) ~1|(n? + 5.+ 5 -1
Utilizand faptul ci : (a” -1)b® —1)= (ab—1)? - (a—b)? rezultii ca :

[(n2 ~3n+1)n* +5n+5)- 2]2 <P< [(n2 ~3n+1)n* +5n+ 5)—1]2 , adicd P este cuprins intre
doua patrate perfecte consecutive , deci nu poate fi patrat perfect.
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