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ASUPRA DREPTEI LUI DROZ - FARNY
Corneliu Manescu-Avram

Tn 1899, Arnold Droz-Farny (1865-1912), un profesor elvetian de matematica si stiinte, a
publicat fara demonstratie urmatoarea

Teorema 1. Doua drepte perpendiculare duse prin ortocentrul unui triunghi intercepteaza cate
un segment pe fiecare latura a triunghiului. Mijloacele celor trei segmente sunt coliniare.

Numerosi autori s-au ocupat de aceasta problema (a se vedea bibliografia) si (4) contine, din
nou!, fara demonstratie urmatoarea generalizare, a carei demonstratie face obiectul prezentei
note:

Teorema 2. Se considera triunghiul ABC cu ortocentrul H. O hiperbola echilatera cu centrul in
H intersecteaza dreapta BC in A; si Ay, dreapta CA Tn By si B, si dreapta AB Tn C; si C,. Sa se
demonstreze ca punctele P, Q si R, mijloacele segmentelor [A1Az], [B1B:] si [C1Cy], respectiv,
sunt coliniare.

Demonstratie : Presupunem ca asimptotele hiperbolei raman fixe si triunghiul se roteste n
jurul ortocentrului. Se alege un si stem complex de coordonate cu originea O in central cercului
circumscris triunghiului ABC, asimptotele hiperbolel echilatere paralele cu axareal a si axa
imaginara si varfurile triunghiului pe cercul unitate. Rezultd ca A(a) , B(b), C(c) si H(h), cu a, b,

c,heC,|al= |b| = |c| =1sih=a+ b+ c. Dupa transformarea z— — z + h (o translatie
urmata de simetria fata de un punct), asimptotele devin axe de coordonate si coordonatele

punctelor sunt A(b + c), B(c + @), C(a + b) si H(0). Nu este necesar sa rotim triunghiul in jurul
ortocentrului, deoarece varfurile au fost alese arbitrar .

Tn coordonate carteziene, ecuatia unei hiperbole echilatere est e xy = m, cu m o constanta reala
nenula, astfel ca hiperbola are in coordonate complexe ecuatia

z2—Z?=n,cune C —R. (1)
Dreapta BC are ecuatia
B bc
zZ+bcz = a+b+c+ o 2

Din (1) si (2) obtinem, prin eliminarealui Z, ¢cuatia de gradul al doilea

(b2c?=1)2% + z(a +b +c +2) a+b+c+E)2—b2c2n:
+2{ —)z- | - 0, 3)
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ale cdrei solutii sunt a; si a,, coordonatele punctelor A; si A, respectiv. Rezulté ca p, coordonata

punctului P este

b
aj+a, — atbtct=

P= T T TiTpee2 ()
si putem obtine asemanator, g si r, coordonatele punctelort Q si R respectiv.
Punctele P, Q, R sunt coliniare daca si numai daca se anuleaza urmatorul determinant
p p1
A=|q q 1] =0 (5)
rr 1

Avand n vedere forma particulara a coordonatelor p, g, r, putem scrie determinantul A ca o suma
de patru determinanti

A=|a+b+c|?M + abc(a+ b+ )bz + a?b*c?(ab+ bc+ ca)bs +a?b?c*hy,  (6)

unde
1 —b?c? 1 1 -1
|1-p2c2  1-Dp2c2 | 1-b2¢c2  1-b2¢2 1|
1 —c?a? 1 -1
b= |1—c2a2 1-c2q? 1| D27 1770202 1-c2q? 1|’
1 —a2p2 1 -1 1
1—a2p?2 1-a2p? 1 1-a?b? 1-a?b?
1 -1 1 1 -1 1
a?(1-b2%c2) a?(1-b2c?) | a?(1-b%c?) 1-b2c2 |
1 -1 1 1 -1 1
B3 = |p2(1-c2q2) b2(1-c2a?) |’L\4: b2(1-c%a?) 1-c2a2 |
1 -1 1 1 -1 1
c?(1-a2b?) c?(1-a?b?) c?2(1-a%b?) 1-a?b?

Suma primelor doué coloane este egald cu a treia c oloand n A1 Si este egald cu 0 Tn Az si As,
astfel ca A1= A2= A3= 0. Calcule directe (e simplu!) aratd ca 24+= 0.

Tnlocuim aceste vaori in (6) si obtinem (5), ceea ce incheie demonstratia T eoremei 2.

Pentru n = 0 hiperbola degenereaza in doua drepte perpendiculare (asimptotele &) si obtinem o
demonstratie a Teoremei 1, deoarece punctele P, Q, R sunt aceleasi.
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