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ASUPRA  DREPTEI  LUI DROZ – FARNY

Corneliu Mănescu-Avram

În 1899, Arnold Droz-Farny (1865-1912), un profesor elveţian de matematică şi ştiinţe, a
publicat fără demonstraţie următoarea

Teorema 1. Două drepte perpendiculare duse prin ortocentrul unui triunghi interceptează câte
un segment pe fiecare latură a triunghiului. Mijloacele celor trei segmente sunt coliniare.

Numeroşi autori s-au ocupat de această problemă (a se vedea bibliografia) şi (4) conţine, din
nou!, fără demonstraţie următoarea generalizare, a cărei demonstraţie face obiectul prezentei
note :

Teorema 2. Se consideră triunghiul ABC cu ortocentrul H. O hiperbolă echilateră cu centrul în
H intersectează dreapta BC în A1 şi A2, dreapta CA în B1 şi B2 şi dreapta AB în C1 şi C2. Să se
demonstreze că punctele P, Q şi R, mijloacele segmentelor [A1A2], [B1B2] şi [C1C2], respectiv,
sunt coliniare.

Demonstraţie : Presupunem că asimptotele hiperbolei rămân fixe şi triunghiul se roteşte în
jurul ortocentrului. Se alege un si stem complex de coordonate cu originea O în central cercului
circumscris triunghiului ABC, asimptotele hiperbolei echilatere paralele cu axa real ă şi axa
imaginară şi vârfurile triunghiului pe cercul unitate. Rezultă că A(a) , B(b), C(c) şi H(h), cu a, b,

c, h  , | | | | | | = 1 şi h = a + b + c. După transformarea z z + h (o translaţie

urmată de simetria faţă de un punct ), asimptotele devin axe de coordonate şi coordonatele
punctelor sunt A(b + c), B(c + a), C(a + b) şi H(0). Nu este necesar să rotim triunghiul în jurul
ortocentrului, deoarece vârfurile au fost alese arbitrar .

În coordonate carteziene, ecuaţia unei hiperbole echilatere est e xy = m, cu m o constantă reală
nenulă, astfel că hiperbola are în coordonate complexe ecuaţia

= n, cu n   .                                                   (1)

Dreapta BC are ecuaţia

z + bc = a + b + c + .                                                    (2)

Din (1) şi (2) obţinem, prin eliminarea lui , ecuaţia de gradul al doilea1 + 2 z – 0, (3)
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ale cărei soluţii sunt a1 şi a2, coordonatele punctelor A1 şi A2 respectiv. Rezultă că p, coordonata
punctului P este

p = = (4)

şi putem obţine asemănător , q şi r, coordonatele punctelort Q şi R respectiv.

Punctele P, Q, R sunt coliniare dacă şi numai dacă se anulează următorul determinant

∆ =
111 0. (5)

Având în vedere forma particulară a coordonatelor p, q, r, putem scrie determinantul ∆ ca o sumă
de patru determinanţi∆ = | | ∆ + abc ∆ + ∆ + ∆ , (6)

unde

∆ =

111 , ∆ =

111 ,

∆ =

111 , ∆ =

111 .

Suma primelor două coloane este egală cu a treia c oloană în ∆ şi este egală cu 0 în ∆ şi ∆ ,
astfel că ∆ ∆ ∆ 0. Calcule directe (e simplu!) arată că ∆ 0.

Înlocuim aceste valori în (6) şi obţinem (5), ceea ce încheie demonstraţia T eoremei 2.

Pentru n = 0 hiperbola degenerează în două drepte perpendiculare (asimptotele ei ) şi obţinem o
demonstraţie a Teoremei 1, deoarece punctele P, Q, R sunt aceleaşi.
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