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Elemente de geometria triunghiului Tn coordonate
baricentrice
(egalitati si inegalitati Tn triunghi).

ROXANA MIHAELA STANCIU!

Articolul vine usor in completarea programei scolare din liceu si are scopul de a
pune n evidentd noi metode de rezolvare a problemelor de geometrie si de a largi
orizontul matematic al elevilor.In cele ce urmeaza, voi enun ta sase teoreme importante i
voi demonstra numeroase aplicatii ale acestor teoreme referitoare la unele egalit &i si
inegalitati in triunghi.

Teorema 1.Se considerd un triunghi fix ABC si notdm BC=a,CA=b,AB=c,S=Aria(ABC).
Atunci pentru orice M € E; (unde, E; este planul euclidian)existd si este unic tripletul
ordonat (x,y,2) € R®x+y+z=1 astfel ncét

XMA+ yMB+ zMC =0
si reciproc,pentru orice triplet ordonat (x,y,z) € R®x+y+z=1 exista si este unic un punct
M € E; astfel incét

XMA+ yMB+zMC =0
si Tn acest caz vom spune cé punctul M are coordonatele baricentrice (x,y,z) in raport cu
triunghiul ABC si vom nota M(X,y,z).Pentru orice X € E; avem

XXA+ yXB+zXC =XM
(demonstratie in [1]pag.66).
Exemple de coordonate baricentrice pentru céteva puncte remarcabile intr -un triunghi:
1.1.A(1,0,0),B(0,1,0),C(0,0,1);

1.2G lil — centrul de greutate;
333

1.3 i,i,i —centrul cercului inscrisC(l,r);
2p 2p 2p

1.4.|a£ a b ¢ )—
2(p-a) 2(p-2a) 2(p-a)
centrul cercului exinscrisC(l ,,r,);

1.5.N( P-a p—b’ p—cj_ punctul lui Nage! ;
p p p
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1.G_F((p—b)uo—c» (p-c)(p-a) (p—a)(p—b)]_

r(4R+r) ' r(d4R+r) ' r(4R+r)
punctul [ui Gergone;
1.7.H (ctgBetgc, ctgCctgA, ctgActgB) — ortocentrul;
R?sin2A R?sin2B R?sin2C

1.8.0( , )—
2S 2S 2S
centrul cercului circumscrisC(O, R);
2 2 2
190 (—2 b S

a?+b*+c® a’+b*+c® a’+b*+c?
punctul [ui Lemoine.

Teorema 2.Puterea punctuluiM(x,y,z) €E, fatd de cercul C(O,R),circumscris
triunghiului ABC este dat de relatia:

p. (M) = —(yza® + 2b? + xyc?);OM 2 = R? — p_(M ).
(demonstratie in [1] pag.68).
Aplicatii ale teoremei 2:

2 2 2 2 2 2
a‘+b“+c a-+b +c° .
-  OG?’=R*-=——— " g,

21.p.(G) =- 9 9
a® +b%+c? <9R?;

demonstratie:se aplica teorema2 si 1.2.
2.2.p.(1)=-2Rr,01*=R*-2Rr,si,R>2r;

demonstratie:rezultd imediat din teorema2 si 1.3.
2.3.p,(1,)=—2Rr,,0l > = R*+2Rr;

demonstratie:folosim teorema2 si 1.4.

2.4.p,(N)=-4r(R-r),ON =R-2r;

demonstratie:utilizam teorema 2 si 1.5.

2.5.p,(H) =—-8R? cos Acos B cosC,OH * = R*(1- 8cos Acos B cosC),

si,cosAcosBcosCs%,iar

OH? =9R? —(a® +b? + c2),deoarece,0? - 30G.
demonstratie:se aplicd teorema 2 si 1.7.

2.6.p. (') =-r(R+ r)[ 2p j;

4R+
demonstratie:se foloseste teorema 2 si 1.6.
abc 2 { abc )2 .
27.p,(L)=-3 ——— | ,OL°=R" -3 ———— | , 4,
Po(L) a2+b2+czj a’+b®+c?

a’+b%+c? > 4SV3:
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demonstratie:rezultd imediat din teorema 2 si 1.9.
Teorema 3.a)Pentru M(x,y,z) €E, existarelatia:
XMA? + yMB? + zZMC? = —p_(M)

b)Pentru orice X €E, existarelatia:
XXA? + yXB? + ZXC? = XM 2 — p_(M), s
XXA? + yXB? + ZXC? > yza® + zxb® + xyc?.
(demonstratie in [1] pag.69)
Aplicatii ale teoremei 3 :

2 2 2
3.1M =G = XA? 4 XB? + XC? = 3XG? +$vx cE,;
GA?+GB2+GC2 = & TR T C.
3 1
a®+b®+c?

XA? + XB? + XC? ZTVX eE,,

cu egalitate pentruX = G.

32M =1 = aXA? + bXB? + cXC? = 2pXI ? + abc, VX € E,;
alA* +bIB® +cIC? = abc;

aXA® + bXB? + cXC? > abc, VX € E,,

cu egalitate pentruxX =1.

3.3M =1, = bXB? +cXC? + abc = aXA? + 2(p-a) Xl >, VX € E,;
X =1,=bl,B*+cl,C*+abc=al,A*;bXB* + cXC? + abc > aXA’
cu egalitate pentruX = 1.

3.4.DacaM (x, Y, z) € E,,atuncivVX € E,avem:

yza® + zxb® + xyc? < xXA? + yXB® + ZXC? < XM ? + R?,

Cu egalitatein stan ga, pentruX = M

s egalitatein dreapta, pentruM = O.

Deexemplu, pentruM =1 =

abc < axXA? + bXB? + ¢XC? < 2p(XI % + R?).

3.5.Daca, X =M = xMA? + yMB? + zZMC? =

=yza’ + zxb* + xyc* = R*-OM ? 5,

xMA? + yMB? + zZMC? < R?, cu egalitate pentruM = O;

3.6.Daca, X = A= MA? = p_(M) + zb® + yc?,deunde, rezulta :
MA? + MB? + MC? =3p_(M) + (y + 2)a* + (z+ X)b* + (x+ y)c?.
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k=12

Teorema 4.Daci M« (X Y, Z) € By,
este daté de relatia:

B (yl - yz)(z1 - Zz)az + (21 - 22)(X1 - Xz)b2 + .

+(X1—X2)(y1—y2)02
(demonstratie in [1] pag.70).
Aplicatii ale teoremei 4:
Utilizand coordonatele baricentrice (vezi exemplele date)si teorema 4 obtinem
urmétoarele relatii:
a’+b%+c?

,atunci distanta intre punctele M 1,M,

Mle2 =

410G* =R* - :4.20H % = R*(1-8cos AcosB cosC) =

9R?-(a?+b*+c?) =

a’ +b? +c? =8R?(1+ cos Acos B cosC), deunderezulta,

a®+b% +c” = 8R?* < AABCeste, dreptunghic

43012 =R?*-2Rr;HN =20I;

44NI? =9Gl* = p> +5r* —~16Rr =

p? +5r% >16Rr;45.HI? = 4R(R+r1) +3r* — p> <4R(R+1r) +3r?;

2
46T17 = rzll(fR—*@rJ ]: V3 < AR+1;
_+_

2
g2 = ASRRT)
p°—r°—-4Rr
4
48GI'* =———|p?(4R* +8Rr —5r?) —r(4R+ 1)’ |=
(2R-T1)(2R+5r)p* > r(4R+r)*;

_2p*(2R-r)

49.HI? = 4R?|1 .
R(4R+1)

}: 2p?(2R-r) < R(4R+r)?.

Teoremas. Daca M(X Yo 2) € Eo k=12

. 1
OM,OM, = R? —5[(3/122 +Y,2)8% + (2% + 2,%)b7 + (XY, + % ,)¢?)

(demonstratie in [1] pag.71.).

Aplicatii ale teoremei 5:

Folosind aceasta teorema obtinem egalitéti si inegalit&ti importante printre care cele ce
urmeaza:

,atunci avem:
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5.1.0GOM = R? —é[(y+ 2)a’ + (z+ x)b? + (x+ y)cz]

5.1.1.0GOA= R? —%(bz +C?);0G L OA < b+ ¢ = 6R%, 8,17 + €7 < 6

< m(AOG) < 90°

5.1.2.0GOl = R —%(p2 +12-2Rr),s,2R@R+1) > p?+1? < m(I0G) < 90°,iar,
2R(3R+r) = p?+r’ < a=b=c,s5au,0l LOG;
5.1.3.&07\1:(R+r)2—%2,g,sz§(R+r)@ m(NOG) < 90°,iar,
p=ﬁ(R+r)<:> a=b=c,sau,ON L OG;

5.2010M = R(R+T) —%(XbC+ yca + zab);

5.2.1.01ON = R? + 5Rr —%(p2 +12),5,2R(R+5r) > p* +r2

< m(ION) <90°,iar,
2R(R+5r) = p®>+r? < a=b=c,sau,0l L ON;

5.2.20l0A=R?+Rr —%bc,si,aRz (b+c)r < m(AOI) <90°,iar,

aR=(b+c)r @ a=b=c,sau,0A L Ol.
Teoremab.

Daca

M (% Vi Z) € E, .k = 1,2,avem:

BIMLIM, = 4R+ ~[(2 + 2)ab+ (% + X )oc + (3, + v )ea] -

1 2 2 2
—5[(y122 +Y,2)a + (2% + ZX)D7 + (Y, + %,Y,)¢}
(demonstratie in [1],pag.73)
BYGMLGM, = 2(a7 +b7 + &)~ <[(x + x)a’ + (3, + Y6 + (3 + 2)c"]-

- %[(ylzz T Y,2)8% + (2% + ZX)D7 + (Y, + %¥,)¢?
(demonstratie in [1],pag.74)

c)MM, MM, = p.(M) +%{[y(z1 +2)+ 2V + Vo) - (V12 + Y,2) 8% + ..}

(demonstratie in [1],pag.75)

Observatie.Cu ajutorul acestor relatii remarcabile se pot determina ,in particular,produse
scalare,distante,egalit&i si inegalitati utilizand puncte din multimea:
{A,B,C,0,G,H,I,I_,1,,1,N,T,L}

a’'b?
asociata unui triunghi ABC. (Exercitiu!).

Mai fac observatia ca particularizéri si unele extinderi ale coordonatelor baricentrice
sunt abordate in lucrérile [2] , [3] si articolele [4] , [5] .Un fapt care motiveaza studiul
coordonatelor baricentrice este legdtura acestora cu calculul vectorial recent (relativ)
introdus Tn programele scolare IX-XII .
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Nota:Problemele rezolvate aici s-au vrut cdt mai elegante;ele au fost alese dintre cele
date la diferite concursuri sau publicate in diverse alte cér ti sau reviste.
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