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O metoda de calcul al primitivelor

de Marian Teler, Profesor Costesti, Judetul Arges
si Marin lonescu, Profesor Pitesti, Judetul Arges

Tn manualul de analiza matematica pentru clasa a Xl11-a, capitolul ,,Integrarea prin parti”,
sunt propuse o serie de exercitii care necesita aplicarea de doua sau mai multe ori a formulei de
integrare prin parti.

Vazand rezultatele, observam ca la anumite tipuri de functii se obtin anumite tipuri de
primitive.

Propunem in continuare rezolvarea unor probleme de calcul a primitivelor prin metoda
coeficientilor nedeterminati.

1. Fie f:R— R f(x)=P(Xe*,PecRX].
Existd o primitivda F: R— R, f(x) = Q(x)e*, unde Q e R X], grad(Q) = grad(P)
Din relatia F = f, obtinem Q +Q=P
Exemple:
la Fie f :R—> R, f(X)=(x*-x+1)e*. S se determine a,b,c e R astfel Tncét
functia F : R— R,F(x) = (x® + ax® + bx+ c)e* sa fie o primitiva a functiei f.
Solutie:
Din Q +Q=P, rezultd x* + (a+3)x* + (b+2a)x+b+c=x*-x+L(V)xeR
Identificand coeficientii, obtinem sistemul:

a+3=0 a=-3
b+2a=-1, {b=5 si F(x):(x3—3x2+5x—4)eX
b+c=1 c=-4

1.b. Generalizare:
Fie f:R>R f(X)=(x"+ax""+..+a,)e", a,a,,.a, €R.
Sé se determine b;,b,,..b, € R, astfel incét functia
F:R—> RF(X)=(Xx"+bx"" +...+b,)e*sa fie o primitiva a functiei f.
Solutie:
Luand b, =1, din Q +Q =P, obtinem b, =a, —(n—k+1)p, ,, ke {L,2,...,n}
2. Fie f:(0,0)—> R, f(x) =x"In*x, n,ke N".Sasedetermine by,b,,.b, R, astfel incat

n+1

functia F :(0,50) = R F(x) = > 1(Ink x+b, In** x+...+b,) sa fie o primitiva a functiei f.
n+
Solutie:
Din F'(x) = f(x),(V)x e (0,), obtinem (considerand b, =1),

k—i+1 .
b = , 2.,k
' n+1 et |

Exemplu: Fie f :(0,00)— R, f(x) = x®In? x. Sa se determine a,b € R astfel Incét

4
functia F : (O,oo) —->RF(X)= XZ(Inz x+alnx+b) sa fie o primitiva a functiei f.

. : . 1 1 X, 1 1
Din F'(x) = f(x),(V)x e (0,0), obtinem a_—E,b_g,F(x)_Z(ln x—§x+§j
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3. Fie f:R—> R, f(x)=(asinx+bcosx)e*,a,be R.
Sa se determine m,n € R, astfel incat functia F : R — R,F(X) = (msinx+ ncosx)e*
Solutie:

m_a+b
m-n=a 2
m+n=b’ G_-a+h

2

Din F'(x) = f(x),(V)x e R, obtinem: {

Exemplu:

Fie f :R—> R, f(X) = (sinx—cosx)e”.

Sd se determine m,n € R, astfel Incét functia F : R —> R,F(x) = (msinx+ ncosx)e* sa fie o
primitiva a functiei f.

Solutie: Avem a=1b=-1, rezultd m=0,n=-1, F(X)=(-cosx)e*

4. Fie f :R> R, f(X) = P(X)sinx+ Q(x)cosx,P,Q € R{ X].

Existd R,Se R[X], max(gradR, gradS)< max(gradP, gradQ), astfel incét functia
F:R—> R F(X)=R(X)sinx+ S(x)cosx sa fie o primitiva a functiei f.

R-S=P

R+S =Q

Exemplu: Fie f : R— R, f(X) = (x* — x+1)sin x. S& se determine a,b,c,m,n, p € R, astfel
ncat functia F : R— R, F(X) = (ax® + bx+c)sinx+ (mx® + nx+ p)cosx s fie o primitiva a
functiei f.

Solutie: Din F'(x) = f(x),(V)x e R, obtinem: {

m=1 a=0
b+2m=0 |b=2
Solutie: Din F'(x) = f(x),(V)x e R, obtinem: b-p=1 : c=-1
a=0 m=-1
2a-n=1 n=1
c+n=0 p=1

F(x) = (2x=1)sin x+ (= x? + x+1)cosx
5. Fie f :R— R, f(x) = e*[P(x)sinx+Q(x)cosx),P,Q € R X] . Existd R,Se R[X],
max(gradR, gradS) < max(gradP, gradQ), astfel incét
F :R— R F(x) = e*[R(x)sin x+ S(x) cosx] s& fie o primitiva a functiei .
Exemplu: Fie f : R— R, f(X) = xe* sinx. Sa se determine a,b,m,n e R astfel Tncét
functia F : R— R,F(x) = €*[(ax +b)sin x + (mx+ n)cosx] sa fie o primitiva a functiei f.

1
a=—
a-m=1 2
a+m=0 b=0
Solutie: Din F'(x) = f(x),(V)x e R, obtinem: , 1,
b+n+m=0 m:—E
b-n+a=0 1
n==
2

F(X) = %ex[xsin X+ (~ x+1)cosx]
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6. Flef:l >R f(x)= asinx+bcosx ,a,b,mneR,iar | uninterval de numere reale astfel

msSin X+ NCOS X

incdt asinx+bcosx#0,(V)xel . Existd a,B € R astfel incét f(x)=a +B%, unde
u(x
u(x) = msinx+ ncosx. Atunci, functia F: 1 > R F(X) =ax+ 3 In|u(x)| este o primitiva a

functiei f.
Exemplu: Fie £ 11 - R, f(x) = o X—C05X :[ T ’Tj_

SiNX—CoSX
Obtinem: f(x) =2+ ) , u(x) =sinx—cosx si F:l1 — R F(x)=2x+Insinx—cosx

u(x)
Observatii:

= Exemplele rezolvate fac parte din exercitiile propuse in manualele alternative de Analiza
matematica pentru clasa a XllI-a, capitolul ,,Integrarea prin parti”, sau au fost propuse la
concursuri scolare si Tn Gazeta matematica,

= Cititorul poate sa aplice metoda expusa si la alte exemple si poate obtine si generalizari, ca
de exemplu pentru f :(0,0) > R, f(x) = x* In* x,a e R—{~1},k e N" sau
f :R— R, f(x) = (asinax+bcosax)e™, a,b,a,p € R

= Sepot elabora programe pe calculator pentru rezolvarea unor probleme de calcul a
primitivelor, ca de exemplu:

1.b. Generdizare:
Fie f:R>R f(x)=(Xx"+ax"" +..+a,)e*, a,a,,..a, € R. Sa se determine

b,,b,,..b, € R, astfel incat functia F : R — R,F(X) = (X" +b,x"" +...+ b )e*sa fie 0
primitiva a functiei f.
2.Fie f:(0,0) > R, f(x)=x"In"x, n,ke N".Sisedetermine b,b,,.b, R, astfel

n+1

fncat functia F : (0,00) > R, F(X) =~ (In“ x+ b, IN“* x + ... + by ) s& fie o primitivd a

n+1
functiei f.
Obtinem urmaétoarele programe Pascal pentru determinarea coeficientilor :
b,b,,..b,, (1.b), b,b,,..b., (2)
Program Primitive; Program Primitive;
uses crt; uses crt;
var n,i:integer; var n,k,i:integer;
a,b:array[0..100] of integer; b:array[0..100] of redl;
begin begin
ClrScr; ClrScer;
write(*n=");read(n); write(‘n=");read(n); write(‘k=");read(k);
fori:=1tondo b[0]:=1
begin fori:=1tok do
write(‘a[*,i,”]=");read(a[i]); begin
end. b[i]:=-(k-i+1)*b[i-1]/(n+1);
b[0]:=0; write(“b[*,i,]=",b[i],” );
fori:=1tondo end;
begin readin;readin;
b[i]:=q[i]-(n-i+1)*b[i-1]; end.
write(*b[*,i,]=",b[1],” °);
end;

readin;readIn;
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end.

= Se pot calcula primitive utilizand softul interactiv Maple.
Exemple:
1 Int(x"2-4*x+3, X) =i nt (x"2-4*x+3, X);

x2—4x+3dx=:1)’x3—2x2+3x

2. Int((x*3*In(x)"2,x))=collect((int(x*3*In(x)"2,x),X));
Jx3In(x)zdx=(iln(x)2—éln(x)+312j X4
3. Int((x"2-x+1)*sin(x),x)=collect(int((x"2-
x+1) *sin(x), x), cos(x));
(3% = x+ 1) sin(x) dx = (—x*+ 1 + x) cos(X) + 2 sin(x) X — sin(x)

4. Int(x*In(x),x)=collect(int(x*lIn(x),Xx),X);

fxln(x) dx = [; In(x) —}J X2

5. Int(sin(x)"3*cos(x)”"2,x)=int(sin(x)"3*cos(x)”"2,X);
Jsin(x)3 cos(x)? dx:fZSLsin(x)2 cos(x)‘°’—125cos(x)3
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