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NOTA MATEMATICA

ASUPRA UNOR PROBLEME DE CONCURS (1)
Corneliu Manescu-Avram

1. Tntr-un triunghi isoscel de bazi a si laturd egala cu b, unghiul de la varf este egal cu 20°.
Demonstrati ca a® + b* = 3ab®.

(14 — 20.09.2009, Nicolae Nica)

3
Proprietatea se pastreaza daca unghiul de la varf are masura de 100°, deoarece . 100° =
1
=150° si sin 150° = sin 30° = 2 (demonstratia este aceeasi).

2. Tn paraelipipedul dreptunghic ABCDA'B'C’'D' cuAB = a, BC=b, BB' = ¢, fie G centrul de
greutate a triunghiului AE'C si M un punct pe dreapta BG astfel incat MA = MEB' = MC. Daca
a® + b? + ¢* > ab + bc + ac, si se calculeze distanta de la punctul M laplanul (4B'C).

(8 — 14.03.2010, Biro Istvan)

Problema poate fi pusa intr-un cadru mai general :

Se considera in spatiul euclidian n - dimensional R" punctele O(0, 0, ..., 0), Ay(ay, 0, ..., 0),

A0, &, ..., 0), ..., An(0, O, ..., a,), astfel incat cel putin doud dintre numerelereade |a,l, |asl, ...,
la, | sunt distincte, centrul de greutate G a sistemului de puncte materiale A, Ay, ..., An i M un
punct pe dreapta OG adgtfel incdt MA; = MA; = ... = MA,. S se calculeze distanta de la punctul M
la hiperplanul care trece prin punctele Ag, Az, ..., An.
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Solutie : Centrul de greutate are coordonatele G( . @) dreapta (OG) si hiperplanul
n

mn mn

(A1A2 ... Ay) au ecudtiile
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FieM (X1, X, ..., Xn) punctul cdutat si t valoarea comuna arapoartelor din (1). Avem
M T OG daci si numai dac X = ast, X2 = at, ..., X, = ant (3)

si MA; = MA; = ... = MA, daca si numai daca
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(xy —a)*+xi+..+x
(4)

Se reduc termenii asemenea in (4), se inlocuiesc X1, Xy, ..., X, din (3) si se obtin egalitatile

(1-2t)ai=(1—2)a3=.. =(1— 2t)aZ.

Cel putin doua dintre numerele |a, |, la,l, ..., la, | sunt distincte, asadar 1 — 2t = O si

a [
M (_11_21__”@)_
2 2 2

Se deduce ca distanta de la punctul M la hiperplanul (AsA; ... A,) este egala cu

|ﬂ+ﬂ+ +ﬂ _-1_|

2a; 2ap 2ap (n-2)lajas..ay|
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unde G'ﬂ_l(xl, Xo, ..., Xn) =X X2 ... Xp1 +F X1 X2 oo Xp2Xpn + ... + XoX3 ... Xpeded n — 1-lea
polinom simetric fundamental.

3. Seconsider poligonul regulat A;A; ... Azn, N T N, Tnscrisin cercul derazi R. Si se arate ca
daca AjA,_1 — AlAn_3+ AlA -5 =R, auncin=7.
(12 — 18.04.2010, Corneliu Manescu - Avram)
Daca egalitatea din enunt se inlocuieste cu AjAn—1 — A4, 5 + ... + (= 1) 4,4, .0 =R
atunci n = 2k + 1. Tntr-adevér, diagonala 4,4, ., este diametru, deci 4,4,,_; = 2Rcos X,

b
A4, 5 =2Rc0S 2X, ..., A4, 524 = 2RCOS kX, unde x = n Se obtine ecuatia

2[cosx — cos 2X + ... + ( — 1)*cos kx] = 1.

Se inmulteste egalitatea cu sin X, se transforma produsele in sume, se reduc termenii asemeneasi

K[
se ohtine ecuatiasin (k + 1)x = sin kx, cu solutia convenabila x = 2ki1’ decin=2k+ 1.

4. Sa se arate ca in orice triunghi are loc dubla inegalitate

Ty + Ty + 1
a b C
B ZR+rz= ifrrnr.

(19 — 25.04.2010, Nicolae Nica)
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Prima inegalitate se demonstreaza simplu, folosind inegalitatea lui Euler, o demonstratie
directd acelei de-adouainegalitati este ceva mai dificila (a se vedea solutia autorului
problemei). Ceilalti rezolvitori au preferat insa 0 demonstatie indirecta, care presupune

E'ETRET
considerarea unei valori intermediare : p (Octavian Mustafa, Slvia Musatoiu, Olah

. _ 3 [(aR+r)2r S
Csaba), i/ (4R%+ 4Rr + 3r%)r (Birolstvan), — (Corneliu Ménescu-Avram).

Aceste valori intermediare pot fi puse in ordine astfel :

Tn orice triunghi sunt adevarate inegalititile

z . ettt 3[27R%r z
J3(RZ=FRr+r3) = 2 = R+rz= ” = 3(4R*+ 4Rr + 31%)r =

- 3 (4R +?‘]2'.r‘

—3 — = {mhn = 3r.

Este suficient sa demonstram prima, a patrasi a cincea inegalitate, intrucat celelalte au fost
demonstrate de rezolvitori. Folosind egalitatear, + 1, + 1, = 4R+ r si substitutiaR = xr, X = 2

(Euler), dupa efectuarea calculelor se obtin inegalitatile

270¢ — x+1) = (4x+ 1)2, 4(x+ 13 =274, 27 = 4(4¢ + 4x + 3),
echivalente respectiv cu

Xx—2)(11x—-13) =0, (x—2)*(4x+1) =0, (xX—2)(1lx+6)=0,
care sunt adevarate pentru x = 2.

5. Tn sistemul cartezian de coordonate xOy se considerd punctele Ay(y/, 0) si B, in primul

cadran astfel Tncat triunghiul ABrAq+1, N T N, este echilateral. Si se arate ¢ punctele By,

nT N, sunt situate pe o hiperbola.

(10 — 16.05.2010, Corneliu Manescu - Avram)

Mai general, are loc :
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Fie (a,)nTy+ Unsir de numere reale pozitive si punctele An(,/a,, 0), n T ¥ . In conditiile din

problema precedenta, urmatoarele afirmatii sunt echivalente

a) sirul (a, JnTy €ste 0 progresie aritmetica ;

b) punctele B, n T ¥, sunt situate pe o hiperbol3 echilaterd ale cirei asimptote sunt axele de
coordonate..

Demonstratie: a) P b)

Fier ratiaprogresiei si By(Xn, yn), N T ¥ . Avem

et O (3= fE)
1230

- ’ n

2

de unde se deduce

V3 3 —s
Xﬂyﬂ:?{a’n+l - a,)=—, nl¥,

—_ 3
asadar toate punctele B,, n 1 ¥, se afla pe hiperbola echilaterd cu ecuatia xy = %r .
b) = a)

Dacd punctele B, n T ¥, se afld pe hiperbolaxy = const., atunci a_y; — a, =const., n T ¥,

deci sirul (a, )n 7y este o progresie aritmetica.
6. a) Si searate ci pentru oricex T j existd un triunghi ABC avand lungimile laturilor
C=AB=+v2x2—-2x+3 b=AC=+2x2+2x+ 3, a=BC=+38x2+10.

b) Ariatriunghiului ABC este un numar irational care nu depinde de x.

(17 — 23.05.2010, luliana Trasca)
Seimpart toate lungimile la+/2 si se obtine, mai general

a) Dacim,nT i, m10, n¥ < 4n, atunci pentruoricex T j exista un triunghi ABC avand

lungimile laturilor
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C=vVx2—mx4+n, b=vxi4+mx+n, a=vaxi4+4n—m?.

b) Ariatriunghiului ABC nu depinde de x ; daci m, n T & si 4n — n nu este patratul unui nUM&r

rational, atunci aria este un numar irational.
Demonstratia este simpla :

a) Seobserva ca functiile de gradul doi in x de sub radical iau numai valori strict pozitive,
deoarece au discriminantul strict negativ si coeficientul lui X% pozitiv. Se calculeazd 165" =
= n(4n — n?) > 0, deci triunghiul exista. Acest triunghi poate fi construit efectiv : varfurile lui

- Jan—mZ Jan—mZ
2.0)8(x T5) o —x - )

sunt punctele A( . (Cantemir lliescu).

b) S= ——— nudepindedex ; daci m, n T & si 4n — n? nu este pétratul unui nUMAar
rational, atunci v4n — m? T &, deci ST @.

7. Se considera patratul ABCD de laturd a si E T (AB) un punct mobil. Daci M este intersectia
bisectoarei interioare unghiului ED'C cu perpendiculara din E pe DC, sa se determine aria

suprafetei cuprinse intre locul geometric al punctului M si dreptele AD, DC, BC.

(21 — 27.06.2010, Cantemir lliescu)

Daci punctul E descrie graficul functiei y = f (x), undef: [0, a] ® j , atunci punctul M

xfxZ+ f2(x) —x°

descrie graficul functieig: [0,a] ® j,g(X) = , lar aria suprafetei cuprinse

Fx)
intre dreptele x = 0, X = a, axa Ox si graficul functiel g este Aa = _ru'“ g(x)dx.
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