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  NOTĂ MATEMATICĂ 

 ASUPRA UNOR PROBLEME DE CONCURS (II) 

 Corneliu Mănescu-Avram 

 1.  Într-un triunghi isoscel de bază a şi latură egală cu b, unghiul de la vârf este egal cu 20°. 
Demonstraţi că  

 (14  20.09.2009, Nicolae Nica) 

 Proprietatea se păstrează dacă unghiul de la vârf are măsura de 100°, deoarece    100° =       

= 150° şi sin 150° = sin 30° =   (demonstraţia este aceeaşi). 

 2.  În paralelipipedul dreptunghic  cu AB = a, BC = b,  = c, fie G centrul de 

greutate al triunghiului  şi M  un punct pe dreapta BG astfel încât MA =  = MC. Dacă 

 > ab + bc + ac, să se calculeze distanţa de la punctul M la planul  

       

 Problema poate fi pusă într-un cadru mai general : 

 Se consideră în spaţiul euclidian n  dimensional Rn punctele O(0, 0, ..., 0), A1(a1, 0, ..., 0), 

A2(0, a2, ..., 0), ..., An(0, 0, ..., an), astfel încât cel puţin două dintre numerele reale  , ..., 

 sunt distincte, centrul de greutate G al sistemului de puncte materiale A1, A2, ..., An şi M un 

punct pe dreapta OG astfel încât MA1 = MA2 = ... = MAn. Să se calculeze distanţa de la punctul M 
la hiperplanul care trece prin punctele A1, A2, ..., An.  

Soluţie : Centrul de greutate are coordonatele G , dreapta (OG) şi hiperplanul 

(A1A2 ... An) au ecuaţiile 

   (OG) :    =   =  ...  =   (1),       (A1A2 ... An) :     +   +  ...  +   = 1.  (2) 

 Fie M (x1, x2, ..., xn) punctul căutat şi t  valoarea comună a rapoartelor din (1). Avem 

 M Î OG dacă şi numai dacă x1 = a1t,  x2 = a2t, ..., xn = ant (3) 

şi MA1 = MA2 = ... = MAn dacă şi numai dacă  
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  +  + ... +  =  +  + ... +  = ... =  +  + ... + .  

(4) 

Se reduc termenii asemenea în (4), se înlocuiesc x1, x2, ..., xn din (3) şi se obţin egalităţile 

 (1  2t)  = (1  2t)  = ...  = (1  2t) . 

Cel puţin două dintre numerele  sunt distincte, aşadar 1  2t = 0 şi                      

M . 

 Se deduce că distanţa de la punctul M la hiperplanul (A1A2 ... An) este egală cu 

   =   , 

unde (X1, X2, ... , Xn) = X1X2 ... Xn-1 + X1X2 ... Xn-2Xn + ... + X2X3 ... Xn este al n  1-lea 

polinom simetric fundamental. 

 3.  Se consideră poligonul regulat A1A2 ... A2n, n Î N*, înscris în cercul de rază R. Să se arate că 

dacă A1An – 1  A1An – 3 + A1An – 5 = R, atunci n = 7. 

 (12  18.04.2010,  Corneliu Mănescu - Avram) 

 Dacă egalitatea din enunţ se înlocuieşte cu A1An – 1   + ... +  = R, 

atunci n = 2k + 1. Într-adevăr, diagonala  este diametru, deci  = 2Rcos x,     

 = 2Rcos 2x, ...,  = 2Rcos kx, unde x =   . Se obţine ecuaţia  

 2[cos x  cos 2x + ... + (  1)kcos kx] = 1. 

Se înmulţeşte egalitatea cu sin x, se transformă produsele în sume, se reduc termenii asemenea şi 

se obţine ecuaţia sin (k + 1)x = sin kx, cu soluţia convenabilă x =   , deci n = 2k + 1. 

 4.  Să se arate că în orice triunghi are loc dubla inegalitate 

        . 

 (19  25.04.2010, Nicolae Nica) 
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 Prima inegalitate se demonstrează simplu, folosind inegalitatea lui Euler, o demonstraţie 
directă a celei de-a doua inegalitaţi este ceva mai dificilă (a se vedea soluţia autorului 
problemei). Ceilalţi rezolvitori au preferat însă o demonstaţie indirectă, care presupune 

considerarea unei valori intermediare :   (Octavian Mustafa, Silvia Muşătoiu, Olah 

Csaba),  (Biro Istvan),    (Corneliu Mănescu-Avram). 

Aceste valori intermediare pot fi puse în ordine astfel : 

 În orice triunghi sunt adevărate inegalităţile  

     R + r      

    3r. 

 Este suficient să demonstrăm prima, a patra şi a cincea inegalitate, întrucât celelalte au fost 
demonstrate de rezolvitori. Folosind egalitatea  = 4R + r şi substituţia R = xr, x  2 

(Euler), după efectuarea calculelor se obţin inegalităţile 

   27(x2  x + 1)  ,   4   27x2,   27x2  4(4x2 + 4x + 3), 

echivalente respectiv cu 

 (x  2)(11x  13)  0,      (x  2)(11x + 6)  0, 

care sunt adevărate pentru x  2. 

 5.  În sistemul cartezian de coordonate xOy se consideră punctele An( ) şi Bn în primul 

cadran astfel încât triunghiul AnBnAn + 1, n Î N*, este echilateral. Să se arate că punctele Bn,  

n Î N*, sunt situate pe o hiperbolă.  

 (10  16.05.2010,  Corneliu Mănescu - Avram) 

 Mai general, are loc : 
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 Fie n Î ¥* un şir de numere reale pozitive şi punctele An( ), n Î ¥*. În condiţiile din 

problema precedentă, următoarele afirmaţii sunt echivalente 

a) şirul n Î ¥* este o progresie aritmetică ; 

b) punctele Bn, n Î ¥*, sunt situate pe o hiperbolă echilateră ale cărei asimptote sunt axele de 

coordonate.. 

Demonstraţie : a) Þ b) 

 Fie r raţia progresiei şi Bn(xn, yn), n Î ¥*. Avem 

   xn =   ,  yn =   , 

de unde se deduce 

   xnyn =   =   ,    n Î ¥*, 

aşadar toate punctele , n Î ¥*, se află pe hiperbola echilateră cu ecuaţia xy =   . 

b)  a) 

 Dacă punctele Bn, n Î ¥*, se află pe hiperbola xy = const., atunci  = const., n Î ¥*, 

deci şirul n Î ¥* este o progresie aritmetică. 

 6.  a) Să se arate că pentru orice x Î ¡ există un triunghi ABC având lungimile laturilor  

 c = AB =  b = AC = ,  a = BC =  

 b) Aria triunghiului ABC este un număr iraţional care nu depinde de x. 

    (17  23.05.2010, Iuliana Traşcă) 

 Se împart toate lungimile la  şi se obţine, mai general 

a) Dacă m, n Î ¡, m ¹ 0, m2 < 4n, atunci pentru orice x Î ¡ există un triunghi ABC având 

lungimile laturilor 
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    c =  ,     b =  ,     a =  . 

b) Aria triunghiului ABC nu depinde de x ; dacă m, n Î ¤ şi 4n  m2 nu este pătratul unui număr 

raţional, atunci aria este un număr iraţional. 

 Demonstraţia este simplă : 

a) Se observă că funcţiile de gradul doi în x de sub radical iau numai valori strict pozitive, 
deoarece au discriminantul strict negativ şi coeficientul lui x2 pozitiv. Se calculează 16S2 = 
= m2(4n  m2) > 0, deci triunghiul există. Acest triunghi poate fi construit efectiv : vârfurile lui 

sunt punctele A , B ,  C  (Cantemir Iliescu). 

b) S =    nu depinde de x ; dacă m, n Î ¤ şi 4n  m2 nu este pătratul unui număr 

raţional, atunci  Ï ¤, deci S Ï ¤. 

 7. Se consideră pătratul ABCD de latură a şi E Î (AB) un punct mobil. Dacă M este intersecţia 
bisectoarei interioare unghiului  cu perpendiculara din E pe DC, să se determine aria 

suprafeţei cuprinse între locul geometric al punctului M şi dreptele AD, DC, BC. 

 (21  27.06.2010, Cantemir Iliescu)                                        

 Dacă punctul E descrie graficul funcţiei y = f (x), unde f : [0, a] ® ¡*, atunci punctul M 

descrie graficul funcţiei g : [0, a] ® ¡, g (x) =    , iar aria suprafeţei cuprinse 

între dreptele x = 0, x = a, axa Ox şi graficul funcţiei g este Aa =  . 
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