Partea intreaga a unui numar real
Cateva proprietati cu mare aplicabilitate in probleme
pentru concursuri

Definitia 1.
Functia f :R—> Z, f(x)= [X] se numeste functia parte intreagd.
o [x] este cel mai mare numar intreg mai mic sau egal cu numirul real X . De aici,

avem ca
[X]<x<[x]+L(V)xeR.

Exemple:
[7]=7:[-1]=-1;[0]=0;[5.8]=5; [-3,]]=—4.

Definitia 2.
Functia f :R— [O,l), f(x)= {X} se numeste functia parte fractionara.

o {X}=x-[x[(V)xeR;0<{x}<l.

Exemple:
{7}=0;{-1}=0;{0}=0;{5.8}=0,8; {~3,1}=09.

Oricare ar fi x numadr real,

x = [x]+{x}

Proprietati ale functiei parte intreagd

Proprietatea 1. f(x+y)>f(X)+ f(y); (V)X, yeR

Altfel scris: [x+ y]>[x]+[y] (¥)x,y € R.

Proprietatea 2. f[[X]j = f(xj’ (V)n eZ’, (V)X eR
n n

Altfel scris: {[iﬂ _ m (Whez', (V)xeR.

Proprietatea3. 1 (x %j _ t(2x)- f(x), (VxR

Altfel scris: [x + ﬂ =[2x]-[x] (¥)x e R (identitatea Iui

Hermite).



Demonstratse.

Fie xe R= x=[x]+{x}; [x]e Z, {x} €[0,1).

Distingem doua cazuri: OS{X}<%;%S{X}<1.

. 1.os{x}<%:>%s{x}+%<1(1)§10s2{x}<1(2).
A = Wb |2 s <K 6
vem: |:X+§:|—|:X + 11X +Ej|:>|:x+5j|— X (),

px]= B+ 20} 2 bx]= 20 o)
Din (3) deducem: {x +_} o-[x] 2 {x %} _[ox]-[x].
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Xj<i=>1< {x}+;<1— (5)si 1<2{x}<2 (6).

} { ﬂlii[Hﬂ:[x]ﬂzz[x]_[x]ﬂ(7);
Dx]= X+ 22 [x] = [2x]=2[x]+1(_—7;[x+ﬂ=[2x]—[x].

Agadar [HJ x]-[x], (xR

2
Avem: [X +

N |~

Proprietatea 4.

f(x)+ f[x+1j+ f(x+ij+...+ f(x+n_1): t(), (V)xeR, (Vnez’

n n

Altfel scris: [X]+[X+H+[x+ﬂ+ +[X+”nl} [ (¥)xeR, (Vnez'

Problema 1

. X X
S3 se rezolve ecuatia: ===
’ 5 10

Rezolyare:
Notez % =y= [2y]—[y]: 2.

1
Aplic identitatea lui Hermite $i obtin {y + 5:| =2



23y+l<3:>4£2y+1<6:3£2y<5:§£y<§:§si<§
2 2 2 2 10 2
= x € [15,25)
Problema 2

Sa se rezolve sistemul:
X]+{y}=12
x+y]=33
Din prima ecuatie {y}— 0,2 = 1— [x]. Dar [x] €Z, {y}€[0,1)=1-[x] €Z si
[x]leZ, = [x] =1, {y} =0,2
Din a doua ecuatie {x} = 0,3 si [j)] =3=> x=1,3;y=3,2

Problema 3
Si se calculeze suma [n+l}+[n+2}{n+4}rm+ n+2" +.  ,heN,.
2 4 8 2k
(O.I.M.-Anglia)
Rezolyare:

A%mS=B+ﬂ+[ ! s
s L S B S b2 e
o B ML

=S =|n].
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