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1. Probleme de maxim $i minim

Marin Chirciu®

Art 3888

Articolul dezvolta probleme de maximum si de minimum din revistele de specialitate recente.

Aplicatial.
Ifx,y >0, x*+y*=4then find Min of

P=x+2y.
Rin Huynh, Vietnam
Solutie.

Avem P? :(x+2y)2 = X2 +4xy +4y’ :(4—y2)+4xy+4y2 =4+4xy+3y°* >4,

DinP?>4rezultici P >2.
Deducem ca MinP = 2 pentru (X, y) = (2, O) .
Problema se poate dezvolta.
Leth >1fixed. Ifx,y >0, x* + y* = A”then find Min of
P=x+A1y.
Marin Chirciu
Solutie.

Avem P? = (x+4y)" = x* 4+ 2Axy + A%y =(A°-y*)+ 2y + A%y* = A2+ 2Axy + (A7 -1)y* 2 A7

DinP?>A\2rezulta caP > \.

Deducem cd MinP=A4, pentru(x,y)=(%,0).

Aplicatia2.
Ifx,y,z>0,x*+y®+2* =3then find Min of

3 3 3

X y z
= + + :
3y+1 3z+1 3x+1

Hoanghai Nguyen, Vietnam

1 Profesor, Colegiul National ,,Zinca Golescu”, Pitesti
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Solutie.
Cu substitu;ia(x3, y?, 23) =(a,b,c) problema se reformuleaza:
Ifa,b,c>0,a+b+c=23then find Min of

a b C
= + + :
3¥b+1 33c+1 3%a+1

Lema

Ifa,b,c > 0then

a 5a ab
33b il 16

Solutie.
Cu inegalitatea mediilor avemb+1+1>3%b-1-1=3%b,

a a

cu egalitate pentrub=1= ——>——, (2).
| P 3¥%b+1 b+3 @
Obtinem a +a(b+3)AM;M2 a(b+3) _ E,
b+3 16 b+3 16 2
. b+3

cu egalitate pentru a =a( il )<:>b:l, 2).
b+3 16
a a _a a(hb+3) 5a-ab

_>__
33%b+1 b+3 2 16

Din(1) si 2) = , Cu egalitate pentrub=1.

Folosind Lema obtinem:

a lema_ 5g— ab 5 S0s 5 11 2
_Zs%u 22 16 Zab TS §(Za) N
=£.3_i.32:§
16 48 4

Deducem ca min P =2 pentru (a,b,c) =(L11) & (x¥,2) =(L11).

Problema se poate dezvolta.

LetA > Ofixed. Ifx,y,z >0, x>+ y*+z* =3then find Min of

3 3 3

X y z
= + + .
Ay+1 Az+1 Ax+1

Marin Chirciu
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Solutie.

Cu substitu;ia(xs, y?, 23) =(a,b,c) problema se reformuleaza:

LetA > Ofixed. Ifa,b,c >0, a+b+c=3then find Min of

a b c
= + + .
Ab+1 A3c+1 adfa+1

Pentru) = Oobtinem P = a+b+c =3. In continuare luam A > 0.

Lema

Ifa,b,c,A > 0then

a (42+3)a—Aab
2 2
ARb+1 3(a+1)

Solutie.

Cu inegalitatea mediilor avemb+1+1>3%b-1-1=3%b,

. a 3a
cu egalitate pentrub=1= /1%+12 /1(b+2)+3’ (D).
Obtinem:
33 +3a(,1(b+ AM>GM 5 (ﬂ,(b+2)2+3) _ 2a |
A(b+2)+3 9(A+1)’ A( b+2 9(A+1) A+1
2)+
cu egalitate pentru 3a((b+2)+3) S M=k <, (2).

A(0+2)+3 9(A+1)’

Din(l)§i(2) > —2& >__B__ 28 _33(/1(b+2)2+3):(4l+3)a—2/1ab.
A3b +1 A(b+2)+3  A+1 9(1+1) 3(A+1)

Folosind Lema obtinem:

Lema (4/”t+3)a—}tab 4/L+3

_zz\/_+1 2 3(A+1)’ 22 3(1+1) 2.
(W3 2 1 a2:(4z+3)_ A 1, 443 A
_3(zb+1)2Z 3(2+1) 3(Z ) 3(2+1) ’ 3(2+1)° 3 ’ (A+1)° (2+1)
3243 3
C(a+1)] A+L

(11l) < (xy,2)=(111).

Deducem ci minP = 8 pentru(a,b,c)
A+1
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Aplicatia3.

Determine
. x>+2023
min————,XeR.
Jx%+2022
Neculai Stanciu, Buzau
Solutie.

X2 +2022 2022 2022 x2+2022) 2022

2 AGM
g XC+2028 2021 pr—n {\/x +2022 1 J 2021 [

2 x>
. \/«/x 2022 1 _200 e 2021 s

2022 [x2+2022 2022 202 ® 2022 202

2023

2022

2
Deducem ca min X +2023 = 2023 pentrux=0.

JX2+2022 2022

Problema se poate dezvolta.

Leta>0,b>0,A >1fixed. Determine

2
rnirlax +bx+A+1 XE(0,00).

Jax? +bx+ 4
Marin Chirciu
Solutie.
,‘, AGM
ObtlnemE—aX +bx+/1+1 A 1\/M+ ax” +bx+ + 1 >
Jax2 +bx+ A A A Jax2 +bx+ A

AGM ,‘/ 2 _ ax?+bx=0
/1 1x/ax +bx+i+2\/ x J;beJri- ! =i/11\/ax2+bx+}t+2\/% >

Jax? +bx+ A
ot peo ) — 1J_ \f 2+l

2
Deducem ca min ax +A+l = A+l pentrux=0.
N

Jax2 + 4

Aplicatia4.
Ifx,y,z>0,xyz =1then find Max of
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1 1 1

P= + + :
XC+y+4 YV +7P+4 P4+xP+4

Quan Nguyen, Vietnam
Solutie.
Lema

If X,y >0then
X +y +4>2(x+y+1).

X2+y2+422(x+ y+1) P (x_1)2+(y—1)2 >0, cu egalitate pentrux =y =1.

p_ Z Lemal 1 (;)l
2+y+4 24 x+y+1 2

Am folosit(1): (x,y,z)=(a’b%,c*),xyz=1=>abc=1.

X+y+l=a’+b’ +1=(a+b)(a2 +b* —ab)+1(a+b)(2ab—ab)+1=(a+b)ab+abc =

<y 1 _a+b+c 1

ab b = = =
(a+b+c :Z ab(a+b+c) abc(a+b+c) abc

x+y+1

Deducem ca MaXP:% pentru(a,b,c)=(111) < (x,v,2)=(111).

Problema se poate dezvolta.

Ifx,y,z >0, xyz = A’then find Max of

1 1 1
T Xt YR AR i Y2+ 22 +447 TR A
Marin Chirciu
Solutie.
Lema
If X,y >0then

X2+ Y2 +427 2 20(X+ Y+ A).

X2+ Y2 4427 2 2A(x+y+2) < (x=1) +(y—2) 20, cu egalitate pentrux =y = .

Lema ] 1 ®1.1_1
P=———> <=
X4y +4ﬂ,2 22 x+y+/1 22 22

Am folosit(1): (x,y,z)=(a%b%,c®), xyz=2>=abc=2.
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X+ y+/1:a3+b3+/1:(a+b)(a2+b2—ab)+/12(a+b)(2ab—ab)+l:(a+b)ab+abc:

=ab(a+b+c) = >’

<z 1 _ a+b+c _ 1 :1
ab(a+b+c) abc(a+b+c) abc 2

x+y+ﬂ

Deducem ca MaxP—— pentru(a b, C) :(\/_ \/_ \/_) (X, Y, Z) :(k,K,X).

Aplicatia$.

Ifa,b,c >0,a+b+c=3abc then find Max of

1 1 1
= + + .
l+a+2bc 1+b+2ca 1+c+2ab

Bui Xuan Truong, Vietnam

Solutie
Lema

Ifa,b,c>0,a+b+c=3abcthen
1 1( 1 1
— <=+ =42
1+a+2bc 16(abc bc J

1 1 AGM 1 1/1 1 1 1( 1 1 j
= < :_4/ = 414l =
l1+a+2bc l1+a+bc+bc ~ 4%41-a-bc-bc 4\abc be 4 4\ abc bc

:i(i+i+ZJ , CU egalitate pentru1:a=bc§ii:i:

16\ abc bc abc bc
Lema @)
P=Y_—— _Zi(i+i+2j=i(i+ i+6J 13,3463
1+a+2bc 16\ abc bc 16\ abc bc 161 4’

unde (1) rezulta din abc >1,(vezi a+b+c =3abc si inegalitatea mediilor) si Zb_lc =

Deducem ci MaxPZ% pentru(a,b,c)=(111).

Problema se poate dezvolta.
Ifa,b,c>0,a+b+c=3abcandneN"then find Max of

S SR S
1+a+nbc 1+b+nca 1+c+nab’

Marin Chirciu

Solutie
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Lema

Ifa,b,c>0,a+b+c=23abcthen

1 1 [ 1 n-1 j
< 5 + +2 1.
1+a+nbc (n+2) abc bc

AGM
1 B 1 ¢ 1 _ 1 J 1.1, _.i.l.lz

l+a+nbc l+a+bc+..+bc = (n+2),,fl-a-bc-..-bc (n+2)"Fabc bc " be
— — —_——

n n

1 1 1 1 1 1 1 n-1
+—+..+—+1+1 (= 5 + +2],
“h+2 n+2|abc be - bc (n+2)

cu egalitate pentrul=a=bcsi I
abc bc

Lema

_ _ @)
P= z Z ( 1 +1 1+2j: 1 2( 1 +1 l+2}s
1+a+nbc n+2 abc bc (n+2) abc bc

O 1 (3. 1a.e) 3(0+2)_ 3
_(n+2)2(1 (n-1)-3 GJ (n+2)2 n+2’

unde (1) rezulta din abc >1,(vezi a+b+c =3abc si inegalitatea mediilor) si Zb_lc =

Deducem ci MaxP= ng pentru(a,b,c)=(111).

Aplicatia6.
Ifa,b,c >0, abc =1then find Max of

a
T= a+tb'+c bicral cral+bt
Hoanghai Nguyen, Vietnam
Solutie
Lema
Ifa,b,c>0,abc =1then
a a’
a+b*+c’ = a’+b*+c?
a a’ce @ a’bc o

a+b*+c* a’bc+b*+c? _azbc+bc(b2+c2)_ a?+b%+c?’
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unde (1) < b*+c*> bc(b2 +cz) IS (b—c)(b3 —03) >0, evident deoarece facorii

(b—c)si (b3 —~ C3) au acelasi semn, cu egalitate pentrub=c.

Lema

T=) e S iTad 2+b2+c

Deducem ca MaxP=1 pentru(a,b,c)=(111).

a+b4+c

Problema se poate dezvolta.

Ifa,b,c >0, abc =1andn e N then find Max of

a" b" c"
a"+b™ +c™ b +c™+a™ c"+a™?+hb™?
Marin Chirciu
Solutie
Lema
Ifa,b,c>0,abc=1andn e Nthen
a" a"

a"+b™2+c™? T a"+bh"+c"

a" a"bc ) a"bc B a"

" +bn+2+cn+2 - aan_{_anrZ_+_Cn+2 = aan+bC(bn+Cn) - a"+b"+c" ’

unde (1) < b"™*+c™ = be(b"+¢") < (b—c)(b™ —c™*) 20, evident deoarece facorii

(b—c)si (b”+1 - C”*l) au acelasi semn, cu egalitate pentrub =c.

Lema a”

Sy

a"+b"+c

T=2 G g g

Deducem ca MaxP=1 pentru(a,b,c)=(111).

a" +b”*2+c

Aplicatia7.
Ifa,b,c >0, abc =1then find Min of

a b c 9
P==+S+—S5+—F7"7—.
b* ¢* a* 2(a+b+c)

Hoanghai Nguyen, Vietnam

Solutie
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Cu substitutia (a,b,c) = (1 , ll} problema se reformuleaza:

X'y z

Ifx,y,z2>0, xyz =1then find Min of

2 2 2
P:y—+y—+y—+ J .
X X X 2(xy+yz+zx)
2 2 2 ergstrom 2
p=Y 2 X, S i gzt (x+y+2) + S =
Xy 7 2(xy+yz+x) X+y+z  2(xy+yz+2x)
2t )
=X+Y+2Z+ (xy V22 S§SZX+ 9 - _t+%zg,
+yz+
2 (%)

unde (1) t+22T7>% o287 -9t7+27>0 < (t-3)°(2t+3)>0.

Deducem ca MinP=% pentru(a,b,c)=(111).

Problema se poate dezvolta.

Let0 <A <8fixed. Ifa,b,c >0, abc =1then find Min of

a b ¢ A
P:—2+—2 - .
b ¢ a° a+b+c

Marin Chirciu
Solutie
o 111 -
Cu substitutia (a,b,c) =| =,—,— |problema se reformuleaza:
X'y z

Ifx,y,z2>0, xyz =1then find Min of

2 2 2

P:y_+y_+y_+—7» .

X X X Xy+yz+zX

2
P=y_2+z_2+x_2+#8erg§rom(x+y+z)+ by _
X Yy 7 Xy+yz+ix X+Yy+2Z  Xy+YyzZ+2X
SOS > ox=t o
=X+y+Z+———m— 2 Xto—— = A - t+ fi_?»>3+%
Xy + YZ + ZX 1
5(2%)
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unde (1) t+%23+% <3 —(A+9)P+M >0 < (t-3)[ 2" +(9-1)t+27-61 |0, care

rezulta din: t>3,(vezit=X+y+2z2> 3§fxy =3) si conditia din ipoteza 0 <A <8,

care asiguré[th +(9-A)t+27— 6%] >0.
Deducem ci MinP=3+ % pentru(a,b,c)=(111).

Aplicatia8.
Ifx,y,z>0,xyz =1then find Min of

1 1 1
Pt ot
X+y'+1 y'+722+1 77+x°+1
Hoanghai Nguyen, Vietnam
Solutie
Lema.
Ifx,y,z>0,xyz=1
! > z .
C+y 4l x+y+z
SOS
! Xyz > Xyz __ L , Cu egalitate pentrux=y.

x3+y3+1: Xy exyz  xy(X+y)Exyz  x+y+z

P= %Lezmaz z__ 1.

Deducem ¢ MinP=1pentru(X, y,z)=(1,11).
Aplicatia9.
Ifa,b,c >0,a+b+c=1then find Min of

a b C
=ttt —.
9b“+1 9¢c°+1 9a°+1

Hoanghai Nguyen, Vietnam

Solutie

Lema.

Ifa,b > 0then
ZL > a—§ab.
9 +1 2

10
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a Oab® s 9ab’ 3
—=a-——— > a-— =a——ab,
9b° +1 9b° +1 6b 2

cu egalitate pentru9b” +1=6b < (3b —1)2 =0< b= % .

Lema 1

_29b2+1 Z(a—gabj:Za—EZamea—— —(Za) :1——-12:5.
j.

Let) > Ofixed. Ifa,b,c>0,a+b+c = —then find Min of

Wl

OOII—‘
Wl

Deducem ci MlnP—— pentru(a,b,c)= (

Problema se poate dezvolta.

NAY
__a b L C
Ab%2+1 Ac?+1 ra’+1
Marin Chirciu
Solutie
Lema.
Ifa,b,A >0 then
? _a—ﬂab.
Ab°+1 2
2 sos 2
—? =a- Mztb > a- rab —a—ﬂab,
Ab?+1 Ab?+1 2/Ab 2
cu egalitate pentru Ab® +1=2Ab < (\/Xb—l)2 =0<=b _%
q Lema sos «/_1
P= > a——ab a—— ab> ) a——=() a) =
S T e L) Fa- Tyt va- Ll
:i_ﬂz(i]:i
o2 3l 2
3 1 1 1
Deducem cid Min P=——=pentru(a,b,c)=| ——=,—,— |.
27 Penru(a.bre) (x Jr XJ

Aplicatial0.
Ifx,y,z>0,x*+y*+z°® =8then find Min of

11
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2 2
Acy XY
Xy (X+Y)
Hoanghai Nguyen, Vietnam
Solutie
Lema
Ifx,y,z>0then
X2 +y? J1 o1
xy(x+y) T2 X3+
(x+y)2
2 2 ¢cs T4 SOs
Avem =Y 72 2 3:1- 1 zl-ﬁ cu egalitate pentrux =y
xy(x+y)  xy(x+y) 2 xy(x+y) 2 X+y

2 2 ema ema
Aey Xty MPel 1 1 Lo Mpl 9
Xy (x+y) 2

Deducem cd Min A= 3% pentru (x, Y, z) = (i i’iJ _

Remarca.
Problema se poate dezvolta.

LetA > Ofixed. Ifx,y,z>0, xy + yz + zx =1then find Min of

X2+ Ly’
xy(x+7yy)2 '
Marin Chirciu
Solutie
Lema

Ifx,y,z>0andA >0then

X2 + Ay’ J 101
xy(x+ay)" A+l xy’

(x+7uy)2
X+hy' O pe1 1

1
xy(x+ay).  xy(x+ry) A+l xy

SOS

Avem > i
A+

£
1 xy

12
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. x+1y)’ .
Am folosit (1): x* +1y* > % < L(x—y)" >0, cu egalitate pentru x = y saud =0.
+
_Z X2 +Ay? Le>ma 1 1 1 ics 1 9 1 9 9
Xy x+ky T4l xy Tl xy A+l ny A+l 1 A+l
Deducem ci MinA=i pentru(x,y,z)= iii .
A+1 3 V3 V3

Aplicatiall.
If x, y > 0 ,then find Min of

M =(3+§j(3+§j(x+ y).

Amir Sofi, Kosovo
Solutie
Lema

Folosind inegalitatea mediilor obtinem:

M - (3+ j{3+ jx+y >2\/3i \/37_2( 9%,

cu egalitate pentru3—ﬁ 3=— X=Yy < X= y_
X y 3
.. 4 4
Deducem ca min M=96 pentru(X,y)= 33/

Problema se poate dezvolta.

Let a,b > 0fixed. If x, y > 0,then find Min of

M =(a+§j{a+%}(x+y).

Marin Chirciu
Solutie
Lema

Folosind inegalitatea mediilor obtinem:

b b b b
M=|a+— a zzf -—-2/ 2.2 [xy =8ab,
(a+xj(a+yj(x+y) a . a y Xy =8a

13
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cu egalitate pentrua = 9
X

b b
Ja=—,X=y < X=y=—
y a

Deducem cd min M=8ab pentru(x, y) = (E,Ej )
a a
Aplicatial2.
Ifa,b>0,a+b=21then find Min of
1 1
= + )
1+3ab+a® 1+3ab+b?

Hoanghai Nguyen, Vietnam

Solutie
I S S (1+1)° - 4 B
~1+3ab+a’® 1+3ab+b? (1+3ab+a2)+(1+3ab+b2) - 2+6ab+a’+b?
= 4 AG>M 4 = 2 — 2 =l
2+4ab+(a+b)2 B 2+(a+b)2+(a+b)2 1+(a+b)2 1+22

Deducem ca MinP=1pentru(a,b) = (% %j
Remarca.
Problema se poate dezvolta.

LetA >1fixed. Ifa,b >0, a+b =1then find Min of

_ 1 N 1 .
1+rab+a® 1+Xiab+b?
Marin Chirciu
Solutie
I S SR (1+1)° - 4 -
“1+xab+a’ 1+rab+b? (1+xab+a2)+(l+xab+b2) C2+20ab+a’+b’
4 AGM 4 4 8

= = = :
2+;(x—1)(a+b)2+(a+b)2 2+;(x—1)12+12 S

" 2+2(A-1)ab+(a+b)

Deducem ci MinP=i pentru(a,b) = 11 .
A+5 22

Aplicatial3.

14


http://www.mateinfo.ro/

REVISTA ELECTRONICA MATEINFO.RO ISSN 2065-6432 - SEPTEMBRIE 2022 www.mateinfo.ro

Ifa,b>0,a+b=«/§then find Min of

41
a’+b? ab’

Pham Van Tuyen, Vietnam

Solutie

Folosind inegalitatea mediilor obtinem:

2 2 2 2 2
P=L+i= (a+b) +(a+b) =2(1+ 2ab )+a +b +1=2(1+%j+t+1=
a

a’+b*> ab a’+b? 2ab 24+b? 2ab
=t+%+322/t-%+3:2\/§+3,
2 . a’+b® . . -
cuegalltatepentrut_? = 2ah §|a+b:«/§<:>ab:«/§—1 §1a+b=\/§,adlca
a

(ab)=(1v2-1),(ab)=(v2-11).
Deducem cid MinP=3+ 2\/5 pentru (a, b) = (l,«/i—l) ,(a,b) = («/5—1,1) )
Problema se poate dezvolta.

LetA > Ofixed. Ifa,b >0, a+b:\/§then find Min of

6 1

a’+b? ab’

Marin Chirciu

Solutie

Folosind inegalitatea mediilor obtinem:

6 1 6(a+b)’ (a+b) ( 2ab j a’+b’
=———t+t—= vt :31+2 > |+
a’+b? ab 2(a +b ) 2ab a’+b 2ab

:t+%+422 /t-%+4:2\/§+4,

3 a’+b’
t

+1=3(1+%}+t+1:

o33

[t §ia+b:\/§<:>ab:T

cu egalitate pentrut = sia+b= J3, adica

(300 Le-208) Lo+ 2-18) | (20) - E(z2-5) Lo-12:48) .

15
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Deducem ca MinP=4+2+/3 pentru (a,b) = (\/_(2 2+ «/_) \/_(2+\/§ \/_)j
(@0~ E(r - 8) (22 5) .

Aplicatial4.

fabc>0. 2+ 2+ © _1then find Max of
bc ca ab
a b C

= 3 += .
a“+bc b°+ca c°+ab

Hoanghai Nguyen, Vietnam
Solutie
Lema

Ifa,b,c>0then

a 1(1+l)
a’+bc” 4\b c¢)

a AM;GM a B 1 _1 11AM<GM1(E+EJ
a®+bc ~ 2Ja?.bc  24bc 2\bc b c)

cu egalitate pentrua® =bcsib=c, adicia=b=c.

_ tema_ 1(1 1 _1 1_1Zab50512a2_1
e R

4\b c a 2abc 2 abc 2°

Deducem ci MaxPz% pentru(a,b,c)=(3,33).

Problema se poate dezvolta.

a’ b? c?
Ifa,b,c>0, St 55t 2=1thenfind Max of
b’c® c“a° ab

a b C

= + + .
a®+2bcbc  b®+2cavca ¢ +2abyab

Marin Chirciu

Solutie

Lema

16
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Ifa,b,c>0then

L<1(i+ij
a®+2bcvbec ~ 60 ¢2)
a AM -GM

& M a __ 1t _1 AM;GME.E(i+i)_E(i+ij
a®+2bcbe  33/a®.-bevbe bebe 3 3ve 3 2(b* ¢?) 6lb® c?)

cu egalitate pentrua® = bcﬁgi b=c,adicaa=b=c.

A

a
p-S__ & o vi[ 2 _ <z
za%ZchE Z6 b ¢ a? 2 a%h’c?® = 2a%ic?

_1
2

Deducem ci MaXP:% pentru (a, b, C) = (\/5 \/§ \/§) .

Aplicatials.
Ifx,y >0, X+y+4xy =4x* +4y*then find Max of
P=20(x"+y°)—6(x"+y’)+2022.

Vinh Duy, Vietnam

Solutie

Lema
IfX,y >0, Xx+y+4xy =4x"+4y*then

3 3

X°+y :%(x+y)2,

X+y<1.

3

1 1 1
X4y =(x+ y)(xz—xy+ yz):z(x+ y)(4x2—4xy+4y2):z(x+y).(x+ y):z(x+y)2.
X+ Y +4xy =4x2 +4y? < X+ y+4xy =4(x+y) —8xy <= x+y=4(x+y) —12xy.

2
Folosind xy < (xzy)

si X+y=4(x+ y)2—12xyob;inem: (x+ y)2 <X+y < x+y<l,
1 2
P=20(x3+y3)—6(x2+y2)+2022:20~z(x+y) —6(x*+y*)+2022=
(x+y)’
=5(x+ y)2—6(x2+y2)+2022:—(x+ y)2+12xy+2022$—(x+ y)2+12-Ty+2022:
= 2(x+y) +2022<2.1+2022 = 2024.

17
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Deducem ca Max P=2024 pentru(x,y) = (— —) :

Problema se poate dezvolta.
Letn >0, >0fixed. Ifx,y >0, X+ y+nxy = nx* + ny“then find Max of
P=m(x+y°)-(A+1)(x*+y*)+1.

Marin Chirciu

Solutie

Lema

IfX,y >0, X+ y-+nxy =nx*+ny*then

X+y<1.

3

1 1 1
X+ Yy =(x+ y)(xz—xy+ yz):H(x+y)(nx2—nxy+ny2):ﬁ(x+ y)-(x+ y):ﬁ(x+y)

2

X+ Y +nxy =2 +ny? < x+y+nxy =n(x+y)* —2nxy < x+y=4(x+y)’ —3nxy.

2
Folosind xy < (xzy) si X+y=4(x+ y)2—3nxyob;inem: (16-3n)(x+ y)2 <4(x+y) <

X+y<

cu egalitate pentrux =y = 2
16-3n’ n’

1 2
P:nk@@+yﬁ-(k+1ﬂx?+¢)+x=nx;#x+y)-{x+1xx?+f)+x=

2
=A(x+ y)2 —(k+l)(x2+ y2)+k:—(x+ y)2+12xy+k§—(x+ y)%lZ-@HL:

4 2
=2 fia<2. A
(x+y) + (16—3n) +

2
Deducem ca Max P=2- (ﬁ) +X pentru(X,y)

3

Aplicatialé.

Ifa,b,c>0,a’+b?+c® =3then find Max of
a
p=Y_° .
Za2+2b+3

18
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Tranh Linh, Vietnam

Solutie

Lema
Ifa,b > 0then
a < a
a’+2b+3" 2(a+b+1)

Avema’ +2b+3>2(a+b+1) < (a-1)" >0, cu egalitate pentrua=1.

a - a
a’+2b+3" 2(a+b+1)

Rezulta

a (1)1 1
P= < == ==
Za2+2b+3 Z2(a+b+1 Za+b+1 2 2

Z b+1 > 2, care rezulta din inegalitatea lui Bergstrom:

a
unde (1
()©2a+ a+b+1

<
b+1

b+1 b+1) C>5 (Z(b+1))2 (Za+3)2
Za+b+1_Z b+1)(a+b+1) > (b+1)(a+b+1) Za +Zab+32a+3

_Za2+22ab+62a+9_3+22ab+62a+9_22ab+62a+12_
B > a’+> ab+3) a+3 - 3+) ab+3> a+3 B > ab+3) a+6 -

Deducem ci Max P=% pentru(a,b,c)=(111).

Problema se poate dezvolta.

Let > Ofixed. Ifa,b,c >0, a® +b?+c? = 302 then find Max of

P=2 2+2xb+x(x+2)
Marin Chirciu

Solutie
Lema
Ifa,b>0then
a < a
a’+2 b+ (A+2) " 2a(a+b+1)

Avema’+2 b+ (AL +2)>2A(a+b+1) < (a—?»)2 >0, cu egalitate pentrua=AX.

19
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®
a 1 a 91 1

<y ... ¢ = .
Z 2+2kb+x(k+2) Z2k(a+b+1) 2 “~a+b+1 2A )

b+1 DR . . )

unde (1) < Z b+1 <le ), ] > 2, care rezultd din inegalitatea lui Bergstrom:
2 2
5 b+l (b1 = (X(b+D) (Xa+3)

a+b+1_Z b+1 a+b+1) S(b+1)(a+b+1) Y a’+> ab+3> a+3

_Y>a’+2) ab+6) a+9 3+2) ab+6) a+9 2> ab+6) a+12
- Ya’+>ab+3) a+3 3+ ab+3> a+3 Y ab+3) a+6

Deducem ca Max PZ% pentru(a,b,c)=(A,A,1).

Aplicatial7.
Ifa,b>0,a+b+3ab=1then find Max of

p_ba0 o p
a+b
Doan Movic, Vietnam

Solutie
Lema
Ifa,b>0,a+b+3ab=1then

ab 1

a+b 6

AGM

Dina+b+3ab=1=a+b=1-3ab > 1—%(a+b) :>a+b21—%(a+b)2<:>

<:>3(a+b)2+4(a+b)—420<:>(a+b+2)(3(a+b)—2)20:>a+b2§,(1)
: 1

cu egalitate pentrua=b = 3

a+b 3a+b 3 a+b _3

ab 1 3ab 11-a-b 1(1—1js
a+b

o4

Lema @ 2
p_g- a2 . 1—(a +b2)<1—1(a b)’ < 1—1(3j I
a+th 6 2 2\3) "9

1
3

20
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Deducem ci MaxPZg pentru(a,b)= (% , %j

Problema se poate dezvolta.
LetA > Ofixed. Ifa,b>0,a+b+iab= % then find Max of

_2)ab

P a’-b?.
a+b
Marin Chirciu
Solutie
Lema
3

Ifa,b>0,a+b+kab=xthen

@ 1

a+b 2\

AGM
Dina+b+iab=> = a+b=2—nab > §—&(a+b)2:>a+b2§—&(a+b)z<:>
A A A 4 A4

= xz(a+b)2+4x(a+b)—1220<:> [a+b+§)(a+b—%)20 :>a+b2%, (1)

cu egalitate pentrua=b :% .

3
ab _1 2ab _E.fa_b_E(E.L_lj&(é&_l)_i
a+b XA a+b A a+b Ala a+b ) aln 2 2

Lema cs ) 2
P2 ® g < 2x-i—(a2+b2)31—1(a+b)231—1 2 =1—%.
a+b 2\ 2 2\ 1 A
Deducem ca Maxle—i2 pentru (a, b) = l,l )
A A A

Aplicatial8.

Ifx,y,z >0,1+1+1=J§then find Min of
X 'y z

2 2 2 2 2 2
P:\/Zx +y +\/2y +z +\/22 + X .
Xy yz ZX

Ha Quoc Cuong, Vietnam

21
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Solutie
Lema.

If X,y > 0then

215y

Xy X y)

2 2
—“ZXXery 2%(%+§j©3(2x +y) (2x+y)2<:>(x—y)220

o ZJZX +y2 Lema \/_( jzﬁzgzﬁzézﬁ.ﬁzgl

Deducem ca MinP=3pentru(x, y,z) = (J§ 3, J§) :

Problema se poate dezvolta.

LetA >Ofixed. Ifx,y,z>0 ,1+1+l:\/X+1then find Min of
Xy z

2 2 2 2 2 2
P:\/kx +y +\/’ky +2 +\/XZ X
Xy yz X

Marin Chirciu
Solutie
Pentru = Oobtinem P =1. Tn continuare vom lua’i > 0.
Lema.

If x,y,A > 0then

Q/XX2+y2 1 (1 XJ

Xy _Jk+l y)

Ayt 1 (1+x] (A+2) (W +y?) = (Ax+y)" < A(x=y) 20,

Xy JA+1 y

evident cu egalitate pentrux =y.

b\,X +y2 Lema
P=2 =2

iy AT -

=A+1.

Deducem cd MinP=A+1pentru(x,y,z)= (\/k +1,VA+1,A +l) .

22


http://www.mateinfo.ro/

REVISTA ELECTRONICA MATEINFO.RO ISSN 2065-6432 - SEPTEMBRIE 2022 www.mateinfo.ro

Aplicatial9.
Ifx,y >0, x+y=1then find Min of

P= X + y
J1- %2 \/1— y’
Pham Van Tuyen, Vietnam
Solutie
Lema.
If0 < x <1then
X S 8x—-1 .
J1-x2 343
. . . X 1
Folosim Tangent Line Method pentru functia f :(0,1) >R f (x)= X =2
1-x

Ecuatia tangentei in punctul X, :%este y—f(%)="T"(X%)(x=%).

Avem f’(x)=ﬁ, f’(%):%, f(lj:%

. . 1 1 8 1 8x -1
Ecuatia tangentei in punctul X, = > estey ——==—F+| X—=— | &S Y=—F.

3 33U 2 33
Aratam ca:

X 8x1

()\/1x x/_

Daca8x—1>0, prin ridicare la patrat inegalitatea este echivalenta cu:

. Daca8x —1<0inegalitatea este evidenta.

X &1 x2 (8x 1y’

J1-x2 N I 27

& 27 2(8x-1) (1-X) &
< 64x* ~16x° ~36X° +16x 1> 0 <> (2x—1)° (16x* +12x—1) > 0 ,adevarata pentru x > % ,

. 1
cu egalitate pentru x = >

p__ X,y '8x-1 8y- 1_8(x+y)-2 _81-2_ 2

iy 3B 3B 3B 3B B

23
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Deducem cd MinP= 2 pentru(x,y)= (1 , lj .

J3 2'2

Problema se poate dezvolta.

Ifx,y,z>0,x+ y+z:gthen find Min of

X y Z
P= + + .
J1- %2 \/1— y2 1-72
Marin Chirciu
Solutie
Lema.
If0 < x <1then
X > 8x-1 .

J1-x2 343

Folosim Tangent Line Method pentru functia f :(0,1) >R f(x)= X_in X, :%
1-x

Ecuatia tangentei in punctul X, :%este y—F(%)="T"(X%)(x=%).

Avem f’(x):ﬁ, f’(%):%, f(%j:%

Ecuatia tangentei in punctul X, = % este y _ L = i(X —lj S y= 8 _1.

J3 33U 2 33

Aratam ca:

X 8x—-1 - . . . <
> . Daca8x —1<0inegalitatea este evidenta.

Flx)= J1I-x2 33

Daca8x—1>0, prin ridicare la patrat inegalitatea este echivalenta cu:

X 8x-1 NG >(8x—1)2

> = > < 27x2>(8x-1) (1-¥%) =
-2 33 T 1-% ( ) ( )

& 64x" —16X° 36X’ +16x—1> 0 <> (2x—-1)" (16x* +12x~1) > 0,adevarata pentru X > % ,

. 1
cu egalitate pentru x = >

24
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3
8-°-3
. y 2 'ge8x—1 8y-1 82-1 8(x+y+2)-3 "5 ° o

X iy 7 3B 3B B 3B 33

11}
'2'2)

P

N~

Deducem ci MinP=+/3 pentru (xy,2)= (

Aplicatia20.
Ifa,b>0,a+b=2then find Max of

P=aJ4+b? +b4+a®.

Tran Nam, Vietnam

Solutie
Lema
If x > 0then
9+ x?
Ja+x2 < .
245
2
Avem+/4+x? < 92J:/)é < 2B4+x2 <9+ X = 20(4+ xz)s(9+ x2)2 =N

S -2 +120 < (x2 —1)2 >0, evident cu egalitate pentrux =1.

ema 2 2 . )
P =av4+h? +b\4+a? LS a9+b +b9_"a :9(a+b)+ab(a+b):9 2+ab-2 _
25 25 25 25
a+b)2 22
9+~ Q94—
=9+abAG<M 4 _ 4_£=2\/§.

NN N N
Deducem ci MaxP=2+/5 pentru (a,b)=(11).
Problema se poate dezvolta.

Ifa,b>0,a®+b®+c?® =3then find Max of

P=av4+b? +by4+c? +cy4+a’.
Marin Chirciu
Solutie
Lema

If x> 0then

25
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9+x°
VA+x2 < .
245
2
Avem/4+x2 < gzt/)é o 24+ <9+ X = 20(4+x2)s(9+x2)2 =

o x -2 +120 < (x° —1)2 >0, evident cu egalitate pentrux =1.

Lema 2 2
P=ay4+b? +by4+c? +cd+a? < 230 9+C d+a

25 P2 o
_9(a+b+c)+ab®+bc®+ca® _9(a+b+c)+a’+b’+c’ _9-3+3 30 _3f5
2.5 N 25 = o5 25 '

Deducem ci MaxP= 3\/5 pentru (a, b, C) = (1,1,1) )

Aplicatia21.
Ifa,b,c > 0then find Min of

+1
b+c

Pham Van Tuyen, Vietnam

Solutie

AGM
Avem P = Z:a +1 atl) +1
+C \’

unde (1) < [](a*+1)=](b+c), care rezultd din (a’ +1)(1+b2) (a+b)

cu egalitate pentru ab =1si analoagele.

Deducem cd MinP=3 pentru(a,b,c)=(111).

Aplicatia22.
Ifx,y,z>0,xy+ yz+ zx > 3then find Min of

Hoanghai Nguyen, Vietnam

Solutie

26
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X X3 3

P:Z\/y2+3 :Z\/y2+xy+yz+zx :Z\/(y+x)(y+z) ZZ(y+x)+(y+z) N

2

3

3 3 2
Ly X e, (0 (50 (S0esme e

X+2y+1 3D (x+2y+z) 34> x 6 6 2
Problema se poate dezvolta.

Ifx,y,z>0,xy+yz+2x>3,andn e N"then find Min of

2n+1

PZ\/yT

Marin Chirciu
Solutie
X2n+1 X2n+1 X2n+1 x2n+l
P = = = Z =
Z\/y2+3 Z\/y2+xy+yz+zx Z\/(y+x)(y+z) Z(Y+X)+(Y+Z)

2

e, (207 (207 (2 e

X+2y+z 3" (x+2y+z) 34> x 2.3 2.3

2 X 32n—l =

Deducem ca minP=% pentru(x,y,z)=(111).

Aplicatia23.

Ifa,b,c>0,a?+b?+c? <abcthen find max of

a b c
2 2 + 2 )
a“+bc b°+ca c°+ab

Hoanghai Nguyen, Vietnam

Solutie
a AGM 1 1 1AGM1 1 1 1 1Lema1
M = < < e P
St Ly PIEHEYEE
Lema

Ifa,b,c>0,a®+b*+c? <abcthen

27
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1 11
—+—+-—<1.
a b c

b ¢ / b ¢ 2.
Cu inegalitatea mediilor avem: —+—> 2, |—-— =—si analoagele.
ca ab ca ab a

Adunand cele trei inegalitati rezulta: a, b + & 1 + 1 + 1 .
bc ca ab a b ¢
2
Obtinem — 1 + 1+1 <i+£+ ¢ m_l.

a b c¢c bc ca ab abc
Deducem ci maxMZ% pentru (a, b, C) = (3, 3, 3) )

Problema se poate dezvolta.
Let) > Ofixed. Ifa,b,c >0,a” +b*+c? < abc then find max of

_b+Ac c+Aa a+Aib
a’+bc b*+ca c’+ab’

Marin Chirciu
Solutie
b+Ac AGM b+kc b+Xc |1 1AM1 ~b+Ac(1l 1
< —_—— S J— + =
Za > +bc Z Z a b c 4Z a (b cj

:%((Ml)Z:%ZbZMCJ i((x 1)Zl+(x+1)za—;j“ma2pm

abc

Lema-+Ipoteza 1

< 4((x+1) 1+ (A+1)1) ="+

Lema

Ifa,b,c>0,a?+b?+c? <abcthen

b ¢ / b ¢ 2.
Cu inegalitatea mediilor avem: —+—>2, [—-— =—si analoagele.
ca ab caab a

. e .. a b
Adunand cele trei inegalitati rezulta: e +—+

c_1 1
— >4+
c ca ab a C

1
b

28
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Ob;inem1+l+—3—+—+— - .
a b c bc ca ab abc

Deducem ci maxM= % pentru(a,b,c)=(333).

Aplicatia24.
Ifx,y>0,2x+3y < 2then find Min of

4 4

T axE+9y? i Xy
Hoanghai Nguyen, Vietnam
Solutie
Lema

Ifx,y>0,2x+3y<2then
Xy <—.
Y 6

AGM
2>2x+3y > 2,/2x-3y :>222,/2x-3y:>xys%,cu egalitate pentrux:%,y:%.

4 4 4 4 26 1 1 26 ©S
A= et T ot o= ot S—
4x°+9y° xy 4x°+9y 12xy  3xy 4x°+9y° 12xy ) 3xy
< g 11
Deducem ci MinA=56 pentru(X, y) = (E : 5] :

Problema se poate dezvolta.

Leta,b,k>0,ab2%fixed. Ifx,y >0, ax+by < 2then find Min of

A 1
A=t
ax“+by" xy
Marin Chirciu
Solutie
Lema
Ifa,b,x,y>0then
xy<i
<5
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AGM
2>ax+by > 2,/ax-by :>2>2,/ -by :>xy<—b cu egalitate pentrux_é y:%.

A_

N ( A 2ab—xj_[ A A J 2ab-1.
. -

— +
a’x +b2y2 xy a’x*+b’y* | 2abxy 2abxy a’x* +b’y* 2abxy ) 2abxy

s a(1+1) 2ab-A 4L 2ab-Almd4)  2ab—\ 2ab—2
S N IV + = z T 2 5+ 1 =A+ =
a‘x“+b°y”+2abxy 2abxy (ax+by) 2abxy 2 2ab-—b 2
a

_ 2ab+A
"B

Deducem ca MinA= 2ab2+7» pentru(x,y)= [l tl)j :
a

Aplicatia25
Ifx,y >0, x+y=1then find Min of

Van Luan Nguyen, Vietnam

Solutie
SOS
A:£+232: 1+3 +232:1+3 1+212 >
Xy X4y 2Xy 2xy ) X°+y°  2xy 2Xy X°+y

2
S;S 2 43 1 N 1 CSZ 43 (1%) 2:2+3.L2=2+3-ﬂ=14.
(x+y) 2xy X +y2) 1 2xy+xX+y (x+y) 1

Deducem ca MinA=14pentru(Xx,y)= (; ;j

Problema se poate dezvolta.

Let2n >k > Ofixed. Ifx,y >0, x+ y =1then find Min of

Marin Chirciu

Solutie

n k 2n— k k k 2n—k 1 1 S0s
A=—+ t——= +k +t—— |2
Xy x°+vy? 2Xy 2xy X“+y 2Xy 2Xy X +Yy

30
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2
sgSZ(Zn—IZ)Jrk( 1 N 21 ZJCZSZ(zn_k)JFk' (1"&) 2:2(2n_k)+k. 4 ’
(x+y) 2xy  X*+y 1 2Xy +X°+Y (x+y)

:2(2n—k)+k~%=4n+2k.

Deducem ca MinA=4n+2k pentru(x,y) = (% , %) .

Aplicatia26.
Ifx,y,z2>0,xyz =1then find max of

I S SR
XC+2y3+3 v 4+272°+3 Z2+2x3+3

Pham Van Tuyen, Vietnam
Solutie
Cu substitutia(xs, y?, 23) = (az,bz, CZ) si xyz =1lavemabc =1.
Problema se reformuleaza:
Ifa,b,c >0, abc =1then find max of

1 1 1
- + + .
a’+2b*+3 b*+2c?+3 c*+2a*+3

Lema

Ifa,b,c>0,abc =1then

a’+2b’+3>2(ab+b+1).

Avema’ +2b” +3>2(ab+b+1) < (a—b)’ +(b-1)° >0, cu egalitate pentrua=b =1.
Folosind Lema obtinem:

1 Lema 1 1 1
I:)_Za2+2b2+3 SE ab+b+1 2
Deducem o maxP=Z pentru (a,b,¢) =(11) & (x ¥,2) =(11.1).

Problema se poate dezvolta.

Letne N’ fixed. Ifx,y,z >0, xyz =1then find max of
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1 1 1

P= + + .
X"+2y"+3 y"+2z"+3 z"+2x"+3

Marin Chirciu
Solutie
Cu substitutia(x”, y", Z") = (az,bz,cz) sixyz =1avemabc =1.
Problema se reformuleaza:
Ifa,b,c >0, abc =1then find max of

1 1 1
- + + .
a’+2b*+3 b*+2c*+3 c*+2a*+3

Lema

Ifa,b,c>0,abc =1then

a’+2b’+3>2(ab+b+1).

Avema’ +2b” +3>2(ab+b+1) < (a—b)’ +(b-1)° >0, cu egalitate pentrua=b =1.

Folosind Lema obtinem:

Lema 1 1

_Z 2+2b2+3 2~ab+b+1

1
2
Deducem ca maxP=— pentru(a,0,) = (111) & (x ,2) =(L11).

Aplicatia27.
Ifx,y >0, x+y<1then find max of

P=1+4x° +.I+ 4y’ +4JX +4\fy .

Pham Van Tuyen, Vietnam

Solutie
Lema

Ifx,y>0,x+y<1then

\/;+\/§£%a/6+8xy.

AGM

(\/_+\/—) —X+y+2\/_ x+y+2J_ < X+y+2- (xy+ j<1+2xy+%=g+2xy.
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Rezultd ca/x + y < g+2xy =%a/6+8xy , CU egalitate pentru x + y =1si xy :% =

<:>x—y—1
5

Folosind Lema obtinem:

Lema CBS

P=v1+4x2 +\1+4y? +4/x+4Jy < J1+4x* +\1+4y? +4,6+8xy <

< [T 2)(1rax v Lray 6+ 8xy) = (B(B+4(x +y* +20y)) =

\/6(8+4 (x+y ) ,} 8+412 =612 =642

Deducem ci maxP=6+/2 pentru(x,y)= (; ;j

Aplicatia28.
Ifa,b>0, a+b=2then Min-Max of

P=+a?+2b++/b’+2a+2/4+ab

Pham Van Tuyen, Vietnam
Solutie

Avema®+2b=a’+(a+b)b=a’+ab+b?=(a+b) —ab=4-ab.
Analogh? +2a=b?+(a+b)a=b?+ab+a’=(a+b)’ —ab=4-ab.

a+b)2

Noténdab:tavemogt:abs( =1.

Problema se reformuleaza:

If0 <t <1then Min-Max of

p = 2(\A=T + A7),

Consideram functia f :[0,1] —-R,f (X) =4—X+J4+X

-1

Avem f'(x)= +
() 2J4—x  2J4+x

,cuf'(x)=0< x=0.

Din tabelul de variatie al functiei avem f (0)=4, f (1) = J3+46, f '(x)<0,vxe[01] =
= fl,vxe[01].
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Obtinem cd~/3++/5 < f (x)<4 vxe[0,1], deci2(J§+J§)§ P<8.
Revenind la problema din enunt deducem ci min P = 2(\/§ +5 ) pentru(a,b)=(11)si
max P =8pentru(a,b)=(2,0) ,(a,b)=(0,2).

Remarca

LetA > Ofixed. Ifa,b>0, a+b=Athen Min-Max of

P=+a2+\b +b?+ra+2yJA?+ab
Marin Chirciu

Solutie

Avema’+ib=a’+(a+b)b=a’+ab+b’ =(a+b)2—ab=x2—ab.

Analogb? +ra=b*+(a+b)a=b?+ab+a’=(a+b) —ab=2>-ab.

Noténdab:tavem0£t=abs( 2 =I.

Problema se reformuleaza:

2

Ifo<t s%then Min-Max of

P=2(Jx2—t+Jx2+t).

2

Consideram functia f :{0,%} —R,f (x) = \/)f —X +\/k2 +X.

-1 1

Avem f'(x)= 2\A2 —x ! 2402 +x

,cuf'(x)=0< x=0.

Din tabelul de variatie al functiei avem f (O) =2\, f (1) = %(\E ﬁ) , f’(x) <0,Vxe [O,l] =

= fl,vxe[01].

Obtinem ca%(\/@r VB)< f(x)<2n vxe[0,1], decir(V3+B)<P<4n.

Revenind la problema din enunt deducem caminP = k(\/g +5 ) pentru(a,b)= (% , %j si

max P =4 pentru(a,b)=(2,0) ,(a,b)=(0,A).

Aplicatia29.
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Ifa,b,c >0, a+b+c=3then find Min of
P=abc+(a-1)° +(b-1)" +(c-1).
Biswajt Ghosh

Solutie

Principiul lui Dirichlet:

Din trei numere pozitive a,b,c exista cel putin doud numere care sunt situate de aceeasi parte a
lui 1. Fie b,c numerele, deci(b—1)(c—1)>0.

Folosind principiul lui Dirichlet obtinem:

P=abc+(a—1)° +(b—1)° +(c-1)" =abc+a® —2a+1+(b-1)" +(c-1) =
=a(bc+a-2)+1+(b-1)"+(c-1)" =a(bc+3-b-c—2)+1+(b-1)" +(c-1) =
=a(bc—b—c+1)+1+(b-1)"+(c-1)’ =a(b-1)(c-1)+(b-1)" +(c—1)" +1>1.
Deducem cd: min P =1pentru(a,b,c)=(1,11).

Problema se poate dezvolta.

LetA > Ofixed. Ifa,b,c >0, a+b+c=3then find Min of
P= abc+(a—1)2 Jr/‘t(b—l)2 +(c—1)2 )
Marin Chirciu

Solutie

Folosind principiul lui Dirichlet obtinem:

P=abc+(a-1)"+A(b-1)° +A(c-1)" =abc+a®~2a+1+A(b-1)"+A(c-1)’ =
= a(bc+a—2)+1+/1(b—1)2 +/1(C—1)2 =a(bc+3-b—c—-2)+1+ /I(b—l)2 Jrﬂb(c—l)2 =

=a(bc—b—c+1)+1+A(b-1)"+ A(c-1)* =a(b-1)(c-1)+ A(b—1)" + A(c-1)* +1>1.

Deducem cd: min P =1pentru(a,b,c)=(1,11).

Aplicatia30.
Ifa,b,c >0, a+b+c=1then find Min of

M =27(a2+b2+c2)+108abc.

Pham Van Tuyen, Vietnam
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Solutie
Lema

Ifa,b,c >0, a+b+c=1then
9abc >4 bc-1.
Folosind inegalitatea lui Schura®+b° +¢® +3abc > > ‘bc(b+c) sub forma echivalenta:

abc > [ J(b+c—a)obtinem

a+b+c=1

abc>] J(b+c-a) < achH(l—Za)<:>abcz42bc—22a—8abc+l<:>

< 9abc>4) bc—2-1+1<> 9abc >4 be—1, cu egalitate pentrua=b=c =1.
M =27(a2+b2+c2)+108abchaZ7(a2+b2+c2)+108-42+c_1=

—27(a" +b%+c?)+12- (43 be-1) =27(( Y a)’ - 23 be |+ 483 bo-12-
=27(1-2)"bc)+48% bc—12 =15—62bc(21)13 ,

unde (1) <>15-6 bc>13 <123 be < (a+b+c) 23 bc < Y (b-c)>0.

Rezulti ciM = 27(a2 +b% + cz)+108abc >13, cu egalitate pentrua=b=c=1.

Letngfixed. Ifa,b,c >0, a+b+c=1then find Min of

Deducem cd: min M =13pentru(a,b,c)

Wl

Wk
Wl

Problema se poate dezvolta.

M =ﬂ(a2+b2+c2)+abc.

Marin Chirciu

Solutie
Lema

Ifa,b,c >0, a+b+c=1then
9abc242bc—1.

Folosind inegalitatea lui Schura®+b° +¢® +3abc > > bc(b+c) sub forma echivalenti:
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abc > [ J(b+c—a)obtinem

abc>] J(b+c-a) a+g=l abc>] J(1-2a) < abc> 4% bc—2) a-8abc+1 <
< 9abc>4) bc—2-1+1<> 9abc >4 be—1, cu egalitate pentrua=b=c =1.
M :)p(a2 +b? +c2)+abcLezma/1(a2 +b? +c2)+42+c_1 =

:ﬂ,(az+b2+c2)+%~(4Zbc—1):ﬂ((Za)z—ZZbc)+g'Zbc—%=

4 1 4 1
_/1(1—2Zbc)+§.2bc—§_z—zszc+§-Zbc—§_

@)
:ﬂ—é+(g—22j2bc2 9/;;1 1> 3Zbc P

unde (1) < ﬂ—%—i—(g—ZﬂijC > 9)2“;1 < (181L-4)>3(181-4)> be

RSN (a+b+c)2 >3% e < Y (b—c)=0.

Rezulti ciM = /1(a2 +b? +c"’)+abc > A+l , cu egalitate pentrua=b=c =1.

)

Deducem ca: minM = M+l

pentru(a,b,c) =(

Wl

Wl

Wl

Aplicatia3l.
Ifa,b,c>0,a+b+c=2022 then find Max value of

bc
Pl
Hoang Le, Vietnam
Solutie
Lema

Ifa,b,c > 0then

bc 1( bc bc j
<-— + .
a+2022 4\a+b a+c
bc AcM bc bc CSbc( 1 1 j 1( bc bcj
<— == + .

< = < +
a+2022  a+(a+b+c) (a+b)+(a+c) 4\a+b a+c a+b a+c

4
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Lema
a+2022 4 a+b a+c) 4 b+c b+c) 4 4 2

Deducem cid max P = 10% Ipentru(a,b,c)= (

2022 2022 2022)
3 ' 3 3 )

Problema se poate dezvolta.

LetA > Ofixed. Ifa,b,c >0, a+b+c=Athen find Max value of

_« bc
a+l
Marin Chirciu
Solutie
Lema
Ifa,b,c, A > 0then
bc ( bc bc j
— <= +—.
a+A 4\a+b a+c
bc AGM bc bc cs bc( 1 1 ) ( bc bcj
< = < +— +— .
a+A1 a+(a+b+c) (a+b)+(a+c) 4\a+b a+c a+b a+c

bc Lemal bc bc 1 1 A
P= —_—t—|== =—Ya=—-A==—.
Za+/1 (a+b a+cj Z(bjtc b+cj 4Z 4 4
Deducem ci max P = 4 1pentru(a,b,c)= [&,&,&j .

4 333

Aplicatia32.

Ifa,b,c>0,a?+b*+c? =abcthen find Max value of

p_ Zb+c_

+bc

Nguyen Thuong, Vietnam
Solutie
Lema
Ifa,b,c >0then
b+c _ b® +¢?
a’+bc 2abc
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a®+bc ~ 2a?.pc 2avbc ~ 4dabc ~ 2abc

2
AGM AGM (h+¢) ¢s ph? 4 2
b+c b+c b+c p ( ) <b +

,CU egalitate pentrub =c.

b+c tmab’+c? 23 a’
P= < =1, cu egalitate pentrua=b=c=1.
z a’+bc z 2abc 2abc 9 P

Deducem ci max P =1pentru(a,b,c)=(1,11).

Aplicatia33.

Ifa,b,c>0,a+b+c=23then find the maximum value of

P=+/3a+bc ++3b+ca++/3c+ab—a?—b?—c?.
Hoanghai Nguyen, Vietnam
Solutie
Lema

Ifa,b,c>0,a+b+c=3then

zx/3a+bc < ZZa.
3a+bc = a+b+c a+bc = a+b a+c AGM a+b a+c =2>» a.
2N

Folosind Lemasi Y a*> %(Za)2 obtinem:

Lema Lema Ipoteza 1

P=Ba+bc-Ya’ < 25 a-Ya® < 2Za——(za)2 = 2328 =6-3=3.

Deducem ca max P =3pentru(a,b,c)=(1,11).

Problema se poate dezvolta.

LetA > Ofixed. Ifa,b,c >0, a+b+c=Athen find the maximum value of

P=+Aa+c++Ab+ca+Ac+ab—a?—b?>—c?.
Marin Chirciu
Solutie
Lema

Ifa,b,c,A>0,a+b+c=Athen

> JAa+bc<Ja+1) a.
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> Jaa+be = Z\/a+b+c )a+bc = Z«/a+b a+c AiM (a+h)+ (a+c):22a

2

Folosind Lemasi Y a°> %(Za)z obtinem:

Py JTarbe-Ya £ VAtiya-Yat T VIriya-3(Xa) =

| poteza

\/zTA—— A% = (Jm—%l).

Deducem cimax P = x(\/x +1—%k) pentru(a,b,c)= (% %%) .

Aplicatia34.

Ifx,y,z>0 ,1+£+1 = 6then find the maximum value of
Xy z
1 1 1
= + + .
3X+y 3y+z 3z+X

Hoanghai Nguyen, Vietnam
Solutie
Lema

Ifa,b > 0then
1 1/1 1
— <=+
+b 4(a bj

> __4 , CU egalitate pentrua=>b.
a b a+b a+b

DY ¥ e E DI bt j

2x+(x+Y) 2X  X+Y

X+ y
Lemal

101 1) 11 (1111 1 1 11 3
DX PR LR 6%

2X8 T4

Letd > 2fixed. If x,y,z>0 ,l+i+l = 6then find the maximum value of
X y z

Deducem cd max P = g pentru(x,y,z)= (%

|\.>||—\
I\JIH

Problema se poate dezvolta.
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1 1 1

:3\/§+\ﬁ+3 YN NN E

Hoanghai Nguyen, Vietnam
Solutie
Lema

Ifa,b > 0then
1 11 1
<D Z4=
a+b 4(a bj

105 (1+1)°

1+_ =i, cu egalitate pentrua=b.
a b a+b a+b

Lema

1

o TR g R R

1
RN N RPN Y
Lemal

1
vl (J’ J’J A e T e e
:_Z\/TCBS1 /BZ1 1\/_——3\/_—£ cu egalitate pentru x = y—z—%

Deducem cd maxQ = ¥ pentru(x,y,z) =( J .
Aplicatia35.
Ifa,b,c >0,a+b+c=3then find the minimum value of
1 9
P= + —(\/5+\/5+\/E).

a’+b*+c®> ab+bc+ca

N |~
N~
N |-

Hoanghai Nguyen, Vietnam

Solutie

P= 1 + J (\/5+ b+\/_) (

a’+b’*+c? ab+bc+ca

Y a? Zbc Zbc} > be (Z\/_)

cs (1+1+]_) sgs 9 CcBS
s s S () e ey (2

CBS a+b+c=3
> _ 0 )Z—W = 30 —3- _——3_% cu egalitate pentrua=b=c=1.

(a+b+c
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Deducem ci minP = %pentru(a, b,c)=(111).

Problema se poate dezvolta.

LetA >2,n>0fixed. Ifa,b,c >0,a+b+c=23then find the minimum value of

po_ %t 2 -n(Va+vb+c).

a’+b*+c®> ab+bc+ca

Solutie
1 A 1
F):a2+b2+cz+ab+bc+ca (J§+J_+J_) [Z Zbc Zbcj Zbc (z\/_)

S (1+1+1) (A2 08 9 (h_2).
Za +Zbc+2bc > be n(Z\/a)_(a+b+c)2 (*-2)

CBS a+b+c=3
23}”—+32—nﬂ/3(a+b+c) = 37”+3 n+/3- _LH—3 :%—3n+%.

(a+b+c)

()=

(a+b+c

Deducem ca minP = %—Bn +% pentru(a,b,c)=(111).

Aplicatia36.
Ifa,b>0,a+b=2then find the minimum value of

P =t ——(Ja+b).

a+b?  ab

Hoanghai Nguyen, Vietnam

Solutie
P=ﬁ+%_(ﬁ+‘/§)=(azib2+2;bj 2ab -(Ya+b)2
Csailbi)zab 2ab ~(Vas J_) (a+b) g'(ajb) (\/E“L\/_)SOS

T 18 Z—WMZB \/__——Z—g cu egalitate pentrua=b =1.

(a+b)
Deducem ci minP = g pentru(a,b)=(11).
Problema se poate dezvolta.

LetA > % .n>0fixed. Ifa,b >0,a+b=2then find the minimum value of
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Marin Chirciu
Solutie
1 A 1 2N — 1

P:—

aZ+b’ ab (\/aﬂ/_) ( 2 +p? 2abj 2ab (J_ J_)
s (1+1)° - 21 4 505
> . — b)>

a0 +2ab 2ab (\/5+\/_) (a +b) 2 (a+b) n(J5+J_)
T2 2ar b)a+b24x+2 \/—_4“2 70 S

(a+b) 2 2

Deducem ca minP =A—2n+ % pentru(a,b)=(11).
Aplicatia37.
If X, y,z >0 then find the minimum value of

X* +y? +12°
+7 2022(xy+ yz+2x)

P=2019% ;

Biswajt Ghosh
Solutie

Folosind inegalitatea lui Nesbitt si ZX2 > Z yZ obtinem:

2 2 2 Nesbi
p=20193 X Xty +z " s019.34 L
y+1z 2022(xy +YZ +2X) 2 2022

Deducem ca minP = 2019.§+L, pentrux=y=z.
2 2022

Problema se poate dezvolta.

A>0,n,k > 0fixed. If x,y,z > 0 then find the minimum value of

B Z X +y2+7°

y+kz k(xy+yz+2x)

Marin Chirciu
Solutie

Folosind inegalitatea lui Nesbitt si ZXZ = z yZ obtinem:
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2 2 2 i
X X“+y 4z Nesdit 3 1 3n
P=n) + y > n- Z=

> n +== ey
y+Az  Kk(xy+yz+2zx) A+l k A+l Kk

Deducem ca minP :3—n+1, pentrux=y=z.
A+l Kk

Aplicatia38.

Ifx,y,z>0,x*+y®+z° <3xyzthen find the minmum value of

P=3

X* + yz
Thu Hue, Vietnam

Solutie

P=3

2 AGM

1 1MM1IS1(1 1) 1l
R 2 X (e B u

x* +Vyz x4 -yz E

1ZXy soleX |potezal 3xyZ
2 Xyz 2 Xyz _2 Xyz

3 :
=5 cu egalitate pentrux =y =z =1.

Deducem ciminP = g pentru(x,y,z)=(111).

Problema se poate dezvolta.

Letn e Nfixed. Ifx,y,z >0, x* + y* + 2% < 3xyz then find the minmum value of

X
P=
X*" +yz
Marin Chirciu
Solutie
n AGM 1 AGM]_ 1 l 1
a2 T i

12XysoleX |poteza1 3Xyz
2 xyz 2 xyz 2 Xxyz

3
=5 , CU egalitate pentrux=y =z =1.

Deducem caminP = g pentru(x,y,z)=(111).

Aplicatia39.
Ifa,b>0,a+b=2then find Min-Max of
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P= 2(a2+b2)+4(\/§+\/5).

Pham Van Tuyen, Vietnam
Solutie

Notand x =/ab avem 0 < x = +/ab < a+b

b =27 2.

Problema se reformuleaza.

=1,a’ +b? :(a+b)2—2ab:4—2x2,

If0<x<1,a+b=2then find Min-Max of
P=2v2-Xx* +42+2x .
Consideram functia f :[0,1] >R, f (X) =22—X* +4J2+2x .

. =2X N 4
J2-x2  N2+2x

Din tabelul de variatie al functiei avem

Avem f'(x) ,cuf’(x)=0<:>(x—1)(x+2)2=0<:>x=1.

f(0)=642, f(1)=10, f'(x)=0,vxe[01] = f T,0<x<1.
Deducem ¢ 642 < f (x)<10pentru0<x<1.

Rezultd camin P =62 pentrux =0 < (a,b) =(2,0), (a,b) =(0,2).
max P =10pentrux=1 < (a,b)=(11).

Problema se poate dezvolta.

Ifa,b>0,a+b=1then find Min-Max of
P =+a’+b? +2(\/§+\/5).

Marin Chirciu

Solutie
Notand x = +/ab avem 0 < x=«/££a—;rb:1,a2+b2 :(a+b)2—2ab:1—2x2,

Ja+B =TT2x.

Problema se reformuleaza.

If0<x<1,a+b=2then find Min-Max of

P=+y1-2X% +241+2X.
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Consideram functia f :[0,1] >R, f(x)=v1-2x* +2y1+2x.

. =2X N 2
J1-2x2  N1+2x

Avem f'(x) ,cu f'(x)=0<:>(2x—1)(x+1)2:0<:>x:%.

Din tabelul de variatie al functiei avem

£(0)=3, f(1):¥, (x)20vxe[01] = £ 1,0<x<2.

[EEN

Deducem ca6 < f () <5J2 pentrud< x < =.

N

Rezultd camin P =6pentrux =0 <> (a,b)

5.2

maxPszentrux=% @(a,b)z(—,—j.

(10).(a.b)=(0,).

Aplicatia40.
Ifa,b>0,a’+b?<a+bthen find the maximum value of
S= 2021+(i+ij2022 .
a+l b+l
Pham Van Tuyen, Vietnam
Solutie

Lema

Ifa,b>0,a’+b?<a+bthen

a+h<2.
cs(a+b) a+b) ]

Avema+b2a2+bzzgz>a+b2%:>a+b§2,cu egalitate pentrua=b=1.

2022 s0s 2022 2022 Lema
S=2021+(i+ij < 2021+(a—+1+b—+1j =2021+[a+b+2J <

a+l b+1 4 4

Lema 2022
< 2021+(2%42j =2021+1=2022.

Deducem cd max S =2022pentru(a,b)=(11).
Problema se poate dezvolta.

LetA>0,neN,n>2fixed. Ifa,b>0,a" +b" <a+bthen find the maximum value of
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a b A+l
S=A+| —+—| .
(a+1 b+l}

Marin Chirciu
Solutie

Lema

Ifa,b>0,a"+b"<a+b,neN,n>2then

a+b<2.
cs(a+b)" a+b)" .
Avema+b2a"+b”2( 2n1) a+b2(2%:a+b§2,cu egalitate pentrua=b=1.
A+l o A+l A+l Lema
S=A+ L+Lj <A+ a_+1+b_+1 =A+ a+b+2 <
a+l b+l 4 4 4

Lema A+l
< x+(2%2) A+l

Deducem ca max S =A+1pentru (a, b) = (1,1) .

Aplicatia41.

Ifa,b,c>0,a+b+c=2022 then find the minimum value of

P= Z\/Zaz +ab+2b? .

Pham Van Tuyen, Vietnam
Solutie
Lema

Ifa,b>0then
J2a? +ab + 2b? 2§(a+b)z.
J2a% +ab + 2b? 2§(a+b)2 o (a—b)2 >0, cu egalitate pentrua=b.

P = 22’ +ab+ 20’ Leé"azg(am) :§Z(a+b) zg-ZZx: J5-2022 = RHS .

Egalitatea are loc daca si numai dacia=b=c=674.

Deducem ca min P = 2022\/3 pentru(a,b,c) = (674,674,674).
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Problema se poate dezvolta.

Leti > %fixed. Ifa,b,c >0, a+b+c=1then then find the minimum value of

P= Z\/xaz +ab+Ab?.

Marin Chirciu
Solutie

Lema

Ifa,b>0 andkz%then

Jra® +ab+b? z—“zzﬂ(am).

JAa? +ab+b? > v27£+1(a+b) < (2n-1)(a-b)’ >0,

cu egalitate pentrua=bsaui = % .

P:Z\/ka2+ab+kb2 Lezmaz ‘27;+1(a+b): ‘22+1Z(a+b): “272“+1-22a:
=+20+1-1=RHS.

. . C o 1
Egalitatea are loc daca si numai dacia=b=c= 3

Aplicatia42.

Ifa,b,c > 0,then find the minimum value of
_ a+b+c
\/a(a+3b) +\/b(b+3c)+\/c(c+3a) '

Phan Van Tuyen, Vietnam

Solutie
Lema

Ifa,b,c > 0,then find the minimum value of

a(a+3b)s5a13b.
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a(a+3b)35a+3b & 4.Ja(a+3b) <5a+3b < 16a(a+3b)<(5a+3b)’ < (a-b)’ >0
A__ atb+c tm atb+c _4(a+b+c) 4Za 1

B ala+ - 5a+3b a+ a
> \Ja(a+3b) 3o NE 3b 8da 2

Deducem camin A= % pentrua=b=c.

Problema se poate dezvolta.

LetA > O0fixed. Ifa,b,c > 0,then find the minimum value of

_ a+b+c .
Ja(a+ab)+fb(b+ic) +,/c(c+2a)

Marin Chirciu
Solutie
Pentru) = 0avem A=1. In continuare fieA > 0.
Lema

Ifa,b,c > 0,then find the minimum value of

,/a(a+xb)s%%lnb.

(r+1)a+(a+2b)>2,/(x+1)a-(a+Ab), cu egalitate pentru(A+1)a=(a+Ab) < a=b.

(r+1)a+(a+rb)22,[(h+1)a-(a+1rb) < (A+2)a+ib22,/(h+1)a-(a+1b) <

A+2)a+Ab (A+2)a+1rb
A+l)a- AD S(— Ab) <A—FA——
< J(1+1)a-(a+2b) o < a(a+ib) N
atb+c tm  a+b+c 2Jr+1(a+b+c) 2VA+1da 1
Z\/a a+}\‘b Zw Z( A+2 a+7\,b) 2 A+l Za x/?\.+1

2JA+1

A=

Deducem camin A= pentrua=b=c.

1
JA+1
Aplicatia43.

Ifa,b,c > 0then find the minimum value of

1 1 1 1
a’+b?*+c*> ab bc ca

P=(a+b+c)z(—+—+—+—
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Hai Nguyen Tran, Vietnam

Solutie

p=(2a>{§*z J@"") (Za Zng

1

(e zlaz +Zlab+zab+z7ab]§(za)z[2az+Zgab+zab+z7abJ:

9 9

(2 Zaz+22ab+z7ab}(za)z{(za>z+Z7abJsgs

(Za)z "1 2 |-
g(Za)
Deducem caminP =30pentrua=b=c.

Problema se poate dezvolta.

Leti > %fixed. If a,b,c > 0then find the minimum value of

P:(a+b+c)2(%+i+£+ij
a’+b*+c*> ab bc ca

Marin Chirciu

Solutie

P:(Za)z(§+z J(Za) (Za zgﬁb}
:(Za)z(zlaz+Zlab+zlab+%;sjg(z )Z(Za *+2ab+D ab gleasj
0 e ) o o 5

sgs e 9 N oA -2 (S a) 9 2+3(97»—§) _(Yal. 27k+3_
2 S Ty | )[@a) >4 J () e

3
Deducem caminP =27\ +3pentrua=b=c.
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Aplicatia44.

If X, y,z >0 then find the minimum value of

5=2

2y+22—

Pham Van Tuyen, Vietnam

Solutie

>= Z 2y+22 X \/gz\/3x(2y+22—x)=\/§z\/3x(2y+22_x) =

2X
> 3 ———=4/3 =3,
\/_23x+ (2y+2z-x) J_zz(x+y+z) J_Zx+y+z &
2
cu egalitate pentru3x =(2y+2z—x)si analoagele < x=y=z.
Deducem cimin S =+/3 pentru x = y=z2.
Problema se poate dezvolta.
Ifx,y,z,A >0then
2
S= —_—Fy
Z ky+kz—x x +
Marin Chirciu
Solutie
s=% SNEEHY X SN X &
+ >
xy+xz X (A+1)x(hy +2rz— x) \/(k+1)x(ky+7d—x)
AGM
> A =JA+ JA+1E
12 (A +1) x+(ky+kz X) z x+y+z) i Z“x+y+z

2

= %\/k +1, cu egalitate pentru (A +1)x =(Ay +Az—X)si analoagele <> x =y =z siL =2.

Deducem caminS = %\/k +lpentrux=y=z.

Aplicatia45.

Ifa,b>0,a?+b?=1then find the minimum value of
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Pham Van Tuyen, Vietnam
Solutie
Lema.

Ifa,b>0,a’+b?=1then

11 \/5 \FZ 1 1 a b . a+b—(a’+b?) _ ayp-1
AvemA=—+——| |——,|— | =—+————— +2= +2= +2.
a b b Va a b b a ab ab

Folosind Lema si notand a + b =t obtinem:

2 ab=t2;l
Lema _ _ t<\2
a=tilo \E—\ﬁ maibol oot o 2 5% 2 oo
a b b Va ab t2—1 t+1 J2+1
2
- 1 1
Deducem camInA=2\/§pentru(a,b): —_ .
J2'2

Aplicatia46.
Ifa,b>0,a+2b=1then find the minimum value of

21,3
ab a’+4b*’

Hoanghai Nguyen, Vietnam

Solutie
o . 2 3
Cu substltupa(a, 2b):(x, y) avemx+y=1gl P=—+———.
Xy X +Yy

Problema se reformuleaza.

Ifx,y >0, x+y=1then find the minimum value of

52


http://www.mateinfo.ro/

REVISTA ELECTRONICA MATEINFO.RO ISSN 2065-6432 - SEPTEMBRIE 2022 www.mateinfo.ro

2 3 1 (3. 3 s 2 (L+1)° 2 12
P=—+ > 2 + +— 2 = 2_*_3 2 2~ zt 2=
Xy X4y 2y (2xy X4y ) (x+y) XY (x+y) o (X+Y)
= 14 > =14, cu egalitate pentrux =y =— .

(x+Y)

Deducem ca min P =14 pentru(x, y) = (

)

LetA >Ofixed. Ifa,b>0, a+(x +1)b =1then find the minimum value of

N| -
N |-

Problema se poate dezvolta .

P—i+—3
ab a’+1%p*’
Marin Chirciu
Solutie
Cu substitutia(a,(k+l)b) =(X, y) avemx+y=1si P :_k+1+_22k+]; .
Xy X' +y
Problema se reformuleaza.
LetA > Ofixed. Ifx,y >0, x+ y =1then find the minimum value of
A+l 20+1
P=—"—t——.
Xy X +Yy
cs 1+1)’
Xy X°+y° 2xy 2xy  X°+y (x+Y) 2Xy+ X" +y

__ 2 +4(27L+1):2(4}#3):2(4k+3),cuegalitatepentrux:y=%.

(x+y)2 (x+ y)2 (x+y)

Aplicatia47.

Ifx,y,z>0,x>7,x+y>12 x+y+z=15then find the minimum value of
A=x>+y* +7°.
Pham Van Tuyen, Vietnam

Solutie

Din(x-7)" >0= x* >14x—-49, (1), cu egalitate pentrux =7,

Din(y—5)2 >0=y*>10y-25, (2), cu egalitate pentruy =5.

53


http://www.mateinfo.ro/

REVISTA ELECTRONICA MATEINFO.RO ISSN 2065-6432 - SEPTEMBRIE 2022 www.mateinfo.ro

Din(z—3)2 >0=12°>6z-9, (3), cu egalitate pentruz = 3.

Adunand (1),(2),(3) obtinem:
A=x"+y’+17° > (14x—49)+(10y — 25)+ (62 —9) =14x +10y + 62 —83 =

=6(x+Yy+2)+4(x+y)+4x—83>6-15+4.12+4.7-83=83, cu egalitate pentru
(xy,2)=(7,5,3).
Deducem camin A=83pentru(x,y,z)=(7,5,3).

Problema se poate dezvolta.

LetA > Ofixed. Ifx,y,z>0,x>A+2,Xx+y>2A+3,x+ y+z=3\+3then find the minimum

value of
A=X+y*+7°.
Marin Chirciu
Solutie
Din(x— ) >0=x*>2(A+2)x (X+2)2, (1), cu egalitate pentrux =A+ 2.
Din(y-A-1)"20= y*>2(A+1)y—(r+1)", (1), cu egalitate pentruy = A +1.
Din(z— ) >0=2">21z-2\%, (1), cu egalitate pentruz = A.

Adunand (1),(2),(3) obtinem:
A=X 4y 4272 (2(h+ 2)x=(h+2)° )+ (2(1+1) y~ (A +1)°)+ (22 -27) =
:(27L+4)x+(27b+2)y+2kz—(3%2 +6k+5): 20 (X+Y+2)+2(X+Yy)+2x—
—(31 +6L+5) = 21+ (3N +3)+2: (24 +3)+2- (A +2)—(3A° + 6L +5)=31" + 6L +5,
cu egalitate pentru (X, y,z) =(A+2,A+1L1).

Deducem ca min A=3A%+6A+5pentru(x, y,z) =(A+2A+1L4).

Aplicatia48.
If a,b > 0then find the minimum value of

o ab? +a+b2
a’+b* b* a’

Hoanghai Nguyen, Vietnam
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Solutie

ab® a b’ Xy
PR o T Lot

X
Cu substitutia(a,b*)=(x,y)avemP = — Z
usubsttufia(a,b°) =(x.y) a’+b* b* a X*+y’ y

+

x |<

Problema se reformuleaza:

If a,b > 0then find the minimum value of

2 2
X"+
Xy

2 2 Xy AGM
P= ny 2+1+X= ny 2+X +Yy = t+}=(1+£)+§ > 2 }.£+§.2=§’
X“+y oy X X+y Xy t \t 4) 4 \/t44 2

cu egalitate pentru%:igit:Z & x=y=1.

Deducem caminP = g pentru(x,y)=(11).
Problema se poate dezvolta.

LetA > %fixed. Ifa,b > 0then find the minimum value of

P= ny 2+k[§+lj.
X“+y y X

Marin Chirciu

Solutie

y X Xy X2 +y?
AGM
> 2 }-l+(x-l)-2:1+LX—l)-2:2X+1,
\ft 4 4 4 2

cu egalitate pentru%=%§it=2 < x=y=1.

2,2 X AGM
P=%+x(5+lj=xx P A A xt+}=(1+1]+(x—1jt >
X“+y t

Deducem ciaminP =2 +% pentru(x,y)=(11).

Aplicatia49.

Ifx,y,z>0,xyz >1then find the minimum value of

55


http://www.mateinfo.ro/

REVISTA ELECTRONICA MATEINFO.RO ISSN 2065-6432 - SEPTEMBRIE 2022 www.mateinfo.ro

X*+y+2
Quan Nguyen, Vietnam
Solutie
T N e D)3 (i e
X*+y+2 X +y+z X +y+z X +y+1 x+y+z

X% + 5 ) X“+y+z 2, Ytz y+2 3§/x2-y-z_
2 2

T e T “‘i“”2xz3dxx(y”) -y

2'(y+z)2
4

DY) Jx(y”) DN B YN CITEE) W
3§ x

AGM 24+2X+(y+z2 y+z+1 1
R
1 AGM .

:§Zx—1 > «3/xyz —-1>1-1=0, cu egalitate pentrux=y =z =1.

Deducem ca minH =0pentru(x,y,z)=(111).

Aplicatia5S0.
Ifa,b>0,a(a—1)+b(b—1)=abthen find the minimum value of

a’+2022 b*+2022
F= + :
b a
Pham Van Tuyen, Vietnam

Solutie
Lemal
Ifa,b>0,a(a—1)+b(b—1)=abthen

a+b<4.

2 2
Avem("”Tb)A;M ab=a(a—1)+b(b—1)=a2+b2—a—bczs(a+Tb)—(a+b) .

2
—(a+b)@(a+b)z@@a+bs4.
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Ifa > 0then
a’>32a-48.
Avema®>32a-48,(1)<> a'-32a+48>0 <> (a—2)"(a’+2a+4)>0.

Folosind Lemele de mai sus obtinem:

e Za +2022 ez, (322-48)

2022 AGM
- Al 2232a+blg74:322%+19742% >

2
1 ema
3 32-2+197421 = 64+1974Zlc>_S 64+1974@ _pa+1974. 2T
b b b a+b
Lema?2

> 64+1974- Z =64+1974 =2038, cu egalitate pentrua=b=2.

Deducem ca min F = 2038 pentru (a, b) = (2, 2) )
Problema se poate dezvolta.

LetA >48fixed. Ifa,b>0, a(a—1)+b(b—1) = abthen find the minimum value of

a‘+n b*+r
+ .
b a

F=

Marin Chirciu
Solutie

Lemal

Ifa,b>0,a(a—1)+b(b—1)=abthen

a+b<4.
2 2
Avem 370) S ab:a(a—1)+b(b—1)=a2+b2—a—b§@—(a+b).
2 2 2
Din(a+b) > (aJ;b) —(a+b) <:>(a+b)2@ < a+b<4,
Lema?2
Ifa>0then

a’>32a-48.

Avema®>32a-48,(1)<> a'-32a+48>0 <> (a—2)"(a’+2a+4)>0.
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E_ Za o+ a2 (32a—b48) _zsza? 48_322 (h— 48)ZéAGM
2
AGM 1 168 (Zl) 4 lema2
> 32:2+(A—48)) = =64+(1—48)> =>64+(h—48) =L =64+(A—48)—— >
+( )zb +( )Zb +( ) zb +( ) a+b
Le£a264+(}»—48)~%= 64-+(A—48)=2+16, cu egalitate pentrua=b=2.

Deducem camin F =X +16pentru(a,b)=(2,2).
Aplicatia5S1.
If X, y,z >0 then find the maximum value of

X+1
(x+2)

A=

7

Thu Trang, Vietnam

Solutie

X+1 <

Avem 5 1
(x+2)" 4

< 4(x+1)<(x+2)" < x2 >0, cu egalitate pentrux=0.

Deducem camax A= % pentrux=0.

Remarca.
Problema se poate dezvolta.

LetA > Ofixed. If x,y,z >0 then find the maximum value of

X+ A y+A Z+A\
+ +

Ay ey Ty
Marin Chirciu
Solutie
Lema.
If x>0 ,then
X+A 1
() @
Solutie
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Avem(x;;}t)2 sﬁ RSN 47»(x+k)s(x+2k)2 < x>0, cu egalitate pentrux=0.
X+

X+A tema A 3A
A=S 2T TS
Z(X+27n)2 4 4

Deducem cid max A = % pentru(x,y,z)=(0,0,0).

Aplicatia52.
Ifx,y,z>0 ,\/W+ yz ++/2x = 2020then find the minimal value of

2 2 2

X y z
= + + :
X+y Yy+Z Z+X

Tien Dung, Vietnam
Solutie

Lema.

I1fX,y,2>0,/xy +[yz ++/2x = 2020then

X+Yy+22>2020.

B X2 Cs (ZX)Z _(ZX)Z_]_ Lema 1 B
Q_Zx+y22(x+y)_ 25X —EZX > >-2020=1010.

Deducem caminQ =1010pentru(x,y,z) = (

2020 2020 2020
3 ' 3 ' 3 )

Problema se poate dezvolta.

Letn,A >0,k e N,k > 2fixed. Ifx,y,z>0 ,\/@+\/y_z+«/§:Xthen find minim value of

k k k

X z
= + y + .
NX+Y Ny+z nNzZ+X

Marin Chirciu
Solutie

Lema.

Ifx,y,z>0,\/ﬁ+\/ﬁ+«/§=kthen

X+y+z>\.

SOS

Avem > x > Zﬁ:x, cu egalitate pentrux =y = z :%.
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Q:Z X H0|>der (ZX) (ZX) 1 )(Zx)k—lL;ma 1 ok Akt

nx+y 3“2(nx+y):3k‘2(n+1)2x:3k‘2(n+1 ~ 3(n+1) 3(n+1)
At LA A

Deducem caminQ = ﬁ pentru(x,y,z) :(g,g,gj_

Aplicatia53.

Ifx,y,z>0,xyz =1then find the minimal value of

1 1 1
+ +

A= 2 2 7"
(x+1)" (y+1)" (z+1)

Huyen Dinh, Vietnam

Solutie
Lema
If X,y > 0then

1 N 1 S 1

(x+1)" (y+1)° xy+1

1 1 1 2 2 .
Avem(x+l)2+(y+1)2 zxy+1<:>xy(x—y) +(1-xy) >0, cu egalitate pentrux =y =1.
U S S SN SR SR SR SN SR S
(x+1)" (y+1)° (z+1)°  xy+1 (z+1) wz+z (z+1) z+1 (z+1)

?+z+1 z S8

5 =1- > 21—1
(z+1) (z+1) 4

3
7
Deducem camin A= % pentru(x,y,z)=(111).

Aplicatia54.
Ifx,y,z >0, x*+y*+z* >12then find the minimal value of

6 6 6

X y z
P= + + .
\/y3+1 JE+1 ¢ +1

Hoanghai Nguyen, Vietnam
Solutie

Lema

Ifx,y,z>0,x*+y*+1z° >12then
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x® N 2x°
\/y3+1_y2+2
x® _ x® S x® _ 2x°
A ey ey Gyl ve2
2

cu egalitate pentru(y +1) =(y* -y +1) < y=2.

ey 2 2(Xx)  2(Tx) w2(3y K -12) T

> =

X6
P_Z\/y3+1 = Zy2+2_2(y2+2)_ dx*+6 > x*+6

22(3t-12)° @
— u >64, unde(l) < ZX3 > BZX2 —12, care rezulta din:

t+6

X+ 4823 x*-8=6x" = 2X° +826x" = X’ +423x" = » x°* 23> x*-12,

2
cu egalitate pentrux =2, iar (2) < % >64 < (3t —12)2 >32(t+6) <

< 9t°—104t—48>0 < (t-12)(9%t+4) >0, care rezulta din t =) x* >12.

Problema se poate dezvolta.

Ifx,y,z>0,x*+y*+z° >12then find the minimal value of

6 6 6

X y z
P= + + .
g/3(y3 +1) 3/3(23 +1) g/3(x3 +1)
Marin Chirciu
Solutie
Lema

Ifx,y,z>0,x*+y*+2z° >12then

x® N 3x°
g/3(y3+1)_y2+5'
X6 _ XG . X6 _ 3X6
By By -y sty -y+1) ¥y +5’
3

cu egalitate pentru3=(y+1) :(y2 - y+1) &Sy=2.
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~ x8  Lema_, 3x5 Cs Z(ZXS)Z _2(Zx3)2 (1)2(3Zx2 —12)2 DR
P_23/3(_y3+1) ZZy2+522(y2+5)_2x2+152 >x2+15
XA2(3t-12)° 128
Ctsl5 T 3

unde(l) < sz > BZ:X2 —12, care rezulta din:

C+x+8>3Yx®-x3-8=6x>=2x3+8>6x2 = x3+423x2:>2x3 23ZX2 -12,

cu egalitate pentrux =2,

2(3t-12)° 128

>0 = 3(3t-12)° > 64(t +15) < 27t 280t -528>0 <
t+15 3

iar (2) <

R (t —12)(27t + 44) >0, care rezulta din t = ZXZ >12.
Deducem camin P =64 pentru(x,y,z)=(2,2,2).

Aplicatia5s.

If a,b,c > 0then find the minimal value of

3a 4b 5¢c
+

A= + .
b+c c+a a+b

Anibal Asperphys, Sensei del Algebra 4/2022.
Solutie

Folosind inegalitatea lui Cebyshev pentru tripletele la fel ordonate

(3,4,5)9( a_ b ¢ job‘ginem:
b+c c+a a+b

Chebyshev Nesbitt
A= 3a + 40 + > > 1(3+4+5)( a_, b ;- j > 4-§:6.
b+c c+a a+b b+c c+a a+b 2

Deducem camin A=6pentrua=b=c.
Problema se poate dezvolta.
LetA > Ofixed. Ifa,b,c > 0then find the minimal value of

ra (A+1)b N (L+2)c
b+c c+a a+b

A=

Marin Chirciu
Solutie
Folosind inegalitatea lui Cebyshev pentru tripletele la fel ordonate
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(x,x+1,x+2)§i[ a_ b ¢ jobginem:
b+c c+a a+b
L+1)b A + 2) ¢ Chebyshev Nesbitt
R +( +1) +( +2)c > 1(k+k+1+k+2)( a_, b T j > (k+1)-§.
b+c c+a a+b 3 b+c c+a a+b 2

Deducem camin A= g(k +1)pentrua=b=c.
Aplicatia5é6.
Ifx,y,z>0,x+y+z=2then find the maximum value of

Xy yz zX
P= .
JXY +22 +\/yz+2x +\/zx+2y

Tien Dung, Vietnam
Solutie
Lema

Ifx,y,z>0,x+y+z=2then

e A n )
Jyz+2x  2\x+y x+z

Avem yz+2X =Yz +(X+y+2)X=X>+Xy+yz+2x=(X+Y)(X+2).

Rezulta Yz = yz =Vyz ;AEM yzl(i_kij
yz+2x [(x+y)(x+2) (x+y)(x+2) 2\ x+y x+z)
cu egalitate pentruL = N & y=2.
X+Yy X+2

yz

Lemal
ﬂ/yz+2x x+y X+

Deducem camax P = lpentru X, y, (

Problema se poate dezvolta.

LetA > Ofixed. Ifx,y,z >0, x+ y+z = A then find the maximum value of

Xy yz zX
P= .
JXY+Az ’ JYZ+AxX +sz+ky
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Marin Chirciu
Solutie
Lema

Ifx,y,z>0,x+y+z=2then

)
Jyz+2x  2\x+y x+z

AvVem yz +AX = YZ+(X+Y+2) X=X +Xy+Yyz+2X=(X+Y)(X+2).

Rezulta yz = yz =yz ;AEM yz.l[i_,_ij
Yz [(x+y)(x+2) (x+y)(x+z) = 7 2

Xy X 1 1 A
+ == ) X==-A=—.
J 22 2 2

/—\\
<
+
N

Tly( oy oy | L
\/yz+7»x Z[X+y+x+zj 2Z

)

Deducem camax P = % pentru(x,y,z)= (% %

w|>’

Aplicatia57.
Ifa,b,c>0,a+b+c=1then find Min-Max of

P=+a?+2b” +yb?+2¢? +/c? +2a° .

Pham Van Tuyen, Vietnam

Solutie
MinP.
3
p— Zr +2b2>z (a+2b)’ Za+2b %a ﬁz‘@'
o 111
Deducem ciaminP =+/3 pentru (a, b, C) = (é 3 5)

MaxP.

P= Z\/msgszﬂl(ah/fb)z = Z(a+\/§b) :(1+ \/E)Za =1+/2.

Deducem camaxP =1+ \/E pentru (a, b, C) = (0,1,1) si permutarile sale.

Problema se poate dezvolta.
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LetA > Ofixed. Ifa,b,c >0, a+b+c=1then find Min-Max of

P =+/a+Ab? ++/b% +Ac? ++/c% +1a? .

Marin Chirciu
Solutie
MinP.
a+kb a+ib  (1+1)) a
" Zm>z Z:\/1+7» \/1+_Z
Deducem caminP = \/]Tpentru(abc) (% %,%)

MaxP.

P= zmsgszﬂl(a+ﬁb)z = Z(aﬂﬁb) = (1+ ﬁ)za=1+ﬁ.

Deducem ca max P =1+\/X pentru (a, b, C) = (O,l,l) si permutarile sale.

AplicatiaS8.

Ifa,b,c >0,a+b+c=1then find the minimum value of
2 2 2
p-oopo| &2, O, 1
b ¢ a 3(a +b%+c )
Tran Ha, Vietnam
Solutie
Lema.

Ifa,b,c>0,a+b+c=1then
a’+b’ +¢” 23(a’b+b’c+c’a).
Folosinda+b+c =1 obtinem:
a’+b’ +c” 23(a’b+b’c+c’a) < (a’ +b*+c?)(a+b+c)23(a’h+b’c+c’a) <
oY at+Y ab’+) ah>3)ah < Y a+ > ab’-2) ah>0<

< Y (a’+ab®—2a%)>0 < > a(a’—2ab+b*)=0 < > a(a—b) 2 0.

AvemZ%z:z &’ (;S(%Zzg Le_ma(lzz )2 =3) a%, (1).
3
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L L > =6060> 8’ +-—=— L

3D a 3 a’ 3 a’

=6057za2+(3Za2+3£achs+iGM 6057- (Za) +2/32a Za

=6057- % 12 +21=2019+2=2021, cu egalitate pentru 32 a’ =

Ifn>XA>0fixed. Ifa,b,c >0,a+b+c =1then find the minimum value of

Rezultd P = 2ozoz—+ - > 2020. 3 at =

1
3> a’

Wl

(AJII—‘
Wik

Deducem ca min P = 2021pentru(a,b,c) = (

Problema se poate dezvolta.

a? b* c? A
P=nl—+—+— |+
b ¢ a 3(a +b +c)
Marin Chirciu
Solutie
Lema.

Ifa,b,c>0,a+b+c=1then
a’+b’ +¢” 23(a’h+b’c+c’a).
Folosinda+b+c =1 obtinem:
a’+b’ +c” 23(a’b+b’c+c’a) < (a’ +b*+c?)(a+b+c)23(a’h+b’c+c’a) <
oY al+yap’+) ah=3>abh < Y al+d ab’-2) ah>0<

< Y (a’+ab®—2a%)>0 < > a(a’—2ab+b*)>0 < > a(a—b) 2 0.

AvemZ%2 :Z &l C>S(§22t)) Le_ma(lzz )2 =3 a*, (1).
3

Rezultd P = nZ—+ Z:az_n D+ = Z -=3nY a’+——=— Za

:(3n_3x)2a2+x[32a2+321:a2Jcs+ieM (3n-9) (Za) +2m
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= (3n—3)»)-%-12 +2J1=n—-1+2, cu egalitate pentru 3> a’=

j.

<3)a’=1.

Z 2

Wl

OOII—‘
Wl

Deducem caminP =n—X+2pentru(a,b,c)= (

Aplicatia59.

Ifa,b,c >0, abc =1then find the minimum value of

P=i+b C 9

b? ?+¥+ 2(a+b+c)

Hoanghai Nguyen, Vietnam

Solutie
o 111
Cu substltutla(a,b,c) —,—,— |, problema se reformuleaza.
Xy z

Ifx,y,z >0, xyz =1then find the minimum value of

2 2 X2 9

- J AL :
X Yy z 2(xy+yz+ix)

2
R ) S
i x+y+z+2(xy+yz+zx)Z > x +22xy_zx+22xy2
S, 9 3 "X 9 309
R N M )

(29)

unde (1) <:>t+22—t722§ & 2097 +27>0 <:>(t—3)2(2t+3)20.

Deducem caminP = % pentru(a,b,c)=(111).

Problema se poate dezvolta.
Letn e Nfixed. Ifa,b,c >0, abc =1then find the minimum value of

a" b" c" 9

P= + + + .
bn+1 Cn+l an+l 2(a+b+C)

Marin Chirciu

Solutie
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Cu substitutia(a,b,c) = [E,i lj problema se reformuleazi.
x'y'z

Ifx,y,z>0,xyz =1then find the minimum value of

n+1 n+ N+
P:y +Zl+Xl+ 9 .
X"y " 2(xy+yz+2x)
n+1
p:yl+z 1+X 1+ 9 Rafon(Z) 9 :Zx+LS§S
X"yt " 2(xy+yz+x) (Z) Zny 2y "Xy
SSZXJFQ, 3 zt_EXtJrg-%(Zl)g,
2 (3x) 2 2

unde (1) <:>t+%z% <2 -9t* +27>0 <:>(t—3)2(2t+3)20.

Deducem caminP = % pentru(a,b,c)=(111).

Aplicatia60.

Ifa,b,c >0, abc =1then find the minimum value of

a’ b* c?
= + +
\/1+ bc \/1+ ca \/1+ ab

Pham Van Tuyen, Vietnam

Solutie
a a* a’
AvemP = = = .
2 1+hc Z\/a+abc Z\/a+1
Lema.
Ifa>0then
& s pa-iiat
Ja+l 2 '
2 [ 2 , 2 /
a_ . a+122 a_. a+1:\/Ea,cuegalitatepentru a__ alJr1<:>a=1.
Ja+1 2 Ja+1 Ja+1 2

Lema

Pyt z(f A RNE Y R WCET RN R N NAICYEUES

A(;M\/_Za——z 1 2+ a+1 ﬁza_mz(a_i_?,):ﬁza_ma_%:
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1 9 7 9 7
R e v e

Deducem ciminP = 3 pentru(a,b,c)=(111).

2

Problema se poate dezvolta.

LetA > Ofixed. Ifa,b,c >0, abc =1then find the minimum value of

a b3 c?
P=J +J +J
A+bc A+ca A+ab

Marin Chirciu

Solutie

Avem P =z

a’ / a’ a’
A+bc :Z Aa+abce :Z\/xaﬂ'

Lema.

Ifa>0andA >0then

a’ . 2a ra+l

Ja+l i+l a+l

\/ a® Jra+l  2a

Ma+tl A+l Hrt

a’ . Jra+1

Jra+1 A+l

>2

. 2 +1
cu egalitate pentru & _N)a < a=1.

Ja+l A+l

Lemaz( 2a _\/7\,&+ J \/}Vi_lz _ m_

JA+1l A+l

_z«/kaJr
B 1 1 Sy 2 1 1 (A+1)+(ra+1)
_\/x+1za_x+12\/x+1 (+1)(ra+1) = ﬁza x+1z\/x+1 2 B

1 1

2 1 1
= o ra+h+2 : A 3n+6)=
\/x+1za | 2Jx+12( ath+2)= JA +1Z A+l 2Jx+1( 2.a+31+6)

2 1 A 1 1
_ . At~ (3)+6)=
[‘\/}\.4—1 A+1 2Jx+1jz A+1 2«/7»+1( )

1 1 A 1
_ 2- = L ISa- = .= (3+6)=
Jx+1[ A+l 2) A+1 2\/7L+1( )
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1 3+4 1 1 AGM
= ——————(31+6) >
Jh+1 2(>»+1)Za A+1 2\/x+1( *6)

AM 1 Bh+4
> 33/abc —
Jh+1 2(x+1) x+1 2«/x+

(3+6)=

_ 1 4 o1 1
JA+12(1+1) A+l 20 +1

(3r+6)=

3 _32(r+1) 3
_2(x+1)\/m[(3“4)_(x+2)]_2(x+1)\/x+1_\/x+1'

Deducem caminP =

\/% pentru(a,b,c)=(111).

Aplicatia61.

If x > 0 ,then find the maximum value of

X+1 X+1
Q= —+ —
I2+3 3x%+1
Dan Teo, Vietnam
Solutie
Lema.
If x > 0,then
U +3 4432 +1 < 20X +1.

U 434414382 < \/(1+1)(x2 +3+1+3x2) —2J2x%*+2,

] 1 1
cu egalitate pentru = < x=1.
g P x?+3 1+3x°

X+1 X+1 (X+1)(‘/X +3+43¢° +1) Lema (X +1)- 24/2X° 20,

= +
2 +3 \/3x2+1 U +343x% +1 \/x +3\/3x +1

(x+1)-242x% +2

\/x +3\/3x +1

unde (1) < (x+1)\/2x2+2 <X +3V3¢% +1 <

=N (x+1)2(2x2 +2) s(x2 +3)(3X2 +1) & x4+ 6X° —4x+120 < (x—l)4 >0.

Deducem camaxQ =2 pentrux=1.
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Problema se poate dezvolta.

Let% <A< gfixed. If x > 0 then find the maximum value of

Q- X+1 N X+1
N \/(xz—l)x2+1'

Marin Chirciu
Solutie
Lema.

If x>0 and A >1then

NI —1+\/(x2 ~1) 41002 + 2.

PERT 1 L (1221 < JL2) (3 27 11+ (12 -1)F ) <a2x 2,

1

cu egalitate pentru TR 1+(k2 _1) Z S x=1.
0- x+1 | X+1 :(X+1)(\/X2+7”2 _1+\/(7‘2_1)X2+1) Lena
Va1 (12 -1)x 41 DEant-g -1+

Lema (x+1)-Av2%* +2 W 4

<—,unde (1) <

IENTE —1\/(x2 ~1)xF+1

- (x+1)-}n/2x2+2
I +202 —1\/(7»2 ~1)x2+1

s% & (x+1) MV +2 <4+ 22 -1 (1 -1)x¢ 1 =

[(87& —8-1")x* + (1617 ~16— 40" ) x+ (81 —8—7&)] >0.
Deducem camaxQ = % pentrux =1.

Aplicatia62.

Ifa,b,c>0,a?+b?+c? =1then find the minimum value of
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a’ b? c?
= + + )
1+2bc 1+2ca 1+2ab
Trai Tim Do, Vietnam
Solutie
b a2 AGM a2 a2 1 342 1 ¢s
Z1+2bc Z1+b2+c2 Z2—a2 Z( —azj Z2—a
2
cs 1
a2 g 9 55 9 5,08
> (2-2%) 6-> a 6-1 5 5

Deducem cdmin P = g pentru(a,b,c) :(

oo|'_‘

Problema se poate dezvolta.
LetA > Ofixed. Ifa,b,c >0, a? +b? + c? =1then find the minimum value of

a’ b? c?
= + + )
1+Abc 1+Aca 1+Aab

Marin Chirciu

Solutie
Pentru = Oobtinem P =a® +b® + ¢ =1. In continuare luaim A > 0.

2
2 AGM a2 1 + -

a
_21+Xbczz b? + 2 22+X(l a)__Z e

1+——a
1+ A 5 2

Sy tosefu2p (B e22 e

2 2 A xx2(1+i_azj A

6 212 9 6 22 9 3
=——+4|14+—=|—- 5 =——+|1+ o T
A Ah 3.5 4 A AL 5,0 A+3

A

Deducem camin P = % pentru(a,b,c)= (ii i) :

+ 3’3’3

w

Aplicatia63.

Ifx,y,z>0, 1 + 1 + ! > 2022 then find the minimum value of

X+y Yy+Z Z+X
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p:Z—M_

Xy
Pham Van Tuyen, Vietnam
Solutie
1/3x +y 3x? +y 1 1 1 1 Minkows
P= z Z z\/— — = \/F'FF-FF'FF >

Ipoteza

Minl;wskl (Z—j _22 z{l lJ>42ry > 4.2022=8022.

Deducem ci min P =B088pentru(x, y,z) = (409114 ! 403;14 ! 40314) '

Problema se poate dezvolta.

Letn e Nfixed. Ifx,y,z>0, ! + ! + ! :gthenfindtheminimumvalueof

X+y y+z Z+X

JnxZ +y?
P= Z—Xy :

Marin Chirciu
Solutie
nX + y nX + y 1 1 Minkowski
P= - = —+ A+ 2
N R s i

n

e S T

X+Yy

Ipot
BN s > =3Jn+

Deducem camin P =3yn-+1pentru(x,y,z)=(111).

Aplicatia64.
Ifx,y,2 >0, xy’z* + x°z +y = 3z*then find the maximum value of

Pham Van Tuyen, Vietnam
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Solutie

.. 1 e g . .
Cu substitutia(a,b,c) = (X, y,—j conditia din ipotezd xy’z’ + Xz + Yy = 3z°se scrie:
YA

. z* )
ab? +bc® +ca® =3§i P=——————~devineP :%_
1+2° (X +y*) a*+b*+c
Problema se reformuleaza.

Ifa,b,c >0,ab’+bc®+ca? =3then find the maximum value of

1

P=——— .
a*+b*+c’

a*+b*+b*+1>4%a*-b*-b*-1=4ab?.

Se scriu si celelalte doud inegalitati analoage, se sumeaza si rezultd
3(a4 +b* +c4)+32 4(ab2 +bc? +Ca2) =4.3=12 = S(a4 +b* +c4)+3212 =

< at+b*+c*>3.

1

InfinalP=——————
a*+b*+c*

=
3

Deducem cmax P =~ pentru(a,b,¢) =(L11) & (x,y,2)=(LL1),

Problema se poate dezvolta.

Ifx,y,z2>0,xy"z" +Xx"z"*+y=3z", unden e N, then find the maximum value of

n+2

z

P :1+Zn+2(xn+2 + yn+2)'

Marin Chirciu

Solutie

L. 1 e g . _ .
Cu substltupa(a, b, c) = (x, y,—j conditia din ipotezd xy"z" +x"z"" +y =3z" se scrie:
z

Zn+2 1
1+ Zn+2 (Xn+2 + yn+2) devine P = an+2 T bn+2 T Cn+2 '

ab" +bc" +ca" =3si P=

Problema se reformuleaza.

Ifa,b,c>0,ab"+bc"+ca" =3,unden e N" then find the maximum value of
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1

P = an+2 +bn+2 +Cn+2 '

Cu inegalitatea mediilor obtinem:

a™t+b" +. b +1>(n +2)n+\2/a”+2 ™2 b2 1=(n+2)ab".
- -

n n

Se scriu si celelalte doud inegalitati analoage, se sumeaza si rezulta
(n+1)(a™® +b™*+¢™?)+32(n+2)(ab" +bc" +ca")+3=(n+2)-3 =

(n +1)(an+2 +b"? +c”+2)+32 (n+2)-3<(n +1)(a”+2 +b"? +c"+2) >3(n+1) <

a4+ bh"? 4" >3,

1

In final P = NI

1
+2 <3
3
Deducem camax P = % pentru(a,b,c)=(111) < (x,v,2)=(111).

Aplicatia65.

If X, y,z >0 then find the minimum value of

x 1 [ y 1) z 1
P= +— +— || —+=.
y+z 2N\ z+x 2){x+y 2

Pham Van Tuyen, Vietnam

Solutie
2X+Yy+12 b + ¢ cesaro
AvemP =[] x 1 :H( y ):H( ) > 8abc:8.
y+z 2 [1(y+2) abc abc
Deducem caminP =8pentrua=b=c.
Lema
Ifa>0andA >0then
2 _ —
a’ __ (4r+3)x -1
a+2r+1 4(x+1)
X2
Folosim Tangent Line Method pentru functia f :(0,00) > R f(x)=———1nx, =1.
8 P | ( ) ( ) X+2A+1 %o

Ecuatia tangentei in punctul x, =1este y — f (x;) = f'(X,)(x—=%,).
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X +2x(20+1) ..\ 4r+3 3
(x+20+1)" ()_4(x+1)2’ ()_2(x+1)'

Avem f'(x)=

_ 4r+3
2(A+1)  4(r+1)’

Ecuatia tangentei in punctul X, =1este y —

4).+3 -21-1
=X+ S
4(X+1) 4(k+1)

x? >(4k+3)x—2k—1

Avem > >
X+2A+1 4(A+1)

Folosind Lema obtinem:

Le_maZ\/_Z (4r+3)a—21—1 J_Z( (4r+3)a-22-1)

4(a+1)’ 4(n+1)

_Z 1+kbc

o)X a-3(2 1) e (4.43) 3abe -3(20.+1) _

4(n+1) 4(2+1)"
(41 +3)-3-3(21+1) 6(1+1) 3
= 2\/7\,T :Zm 2~ '
4(r+1)° 4(r+1) YA+l
Deducem ca minP = J}% pentru (a, b,C) = (l,l,l) .

Aplicatia66.
Ifx,y,z>0,X+Yy+2z=xyzthen find the maximum value of

2 1 1

P= + + .
J1+ X2 \/1+ y? J1+ 72

www.mateinfo.ro

< (20 +1)2(x—1)2 >0 , cu egalitate pentrux =1.

Pham Van Tuyen, Vietnam

Solutie
Cu inegalitatea mediilor obtinem:

P:2 1 1 2 1 1

X+Yy+2 X+Yy+2 X+Yy+2

2J<x+y§Ex+z>+J<y+x§?y+z>+J<z+x§¥z+y>=

AGM
:2\/ y ) Z +\/ X ' Z +\/ X ) y p
YV+X Z+X X+y z2+Yy X+Z y+12

\/1+x2+\/1+y2+\/1+22:\/ Xyz 2+\/ Xyz 2+\/ Xyz )
SR 4w PR Ly +7
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ACM [y z X 1 z x 1 vy
< + + +=- + +—- =
Y+X Z+X X+y 4 z+y X+z 4 y+12

_| Y + X +[ z X l 1+1+£=g,cuegalitatepentru:
Y+X X+Yy z+x x+z 4 z+y y+z 4 4
_1
4

y X x _1 2 X _ L<:>y_z,3xy+4xz:yz,3xz+4xy:yz<:>
Y+X X+Y X+y 4 z+Yy X+z y+

&S y=z2=7X.
- 9
Deducem ca maxP:Zpentruy=z=7x.

Problema se poate dezvolta.

Ifx,y,z>0,X+Yy+z=xyzthen find the maximum value of

1 1 1

P= + + :
J1+ %2 J1+ y> 1+72

Solutie

Cu inegalitatea mediilor obtinem:

1 1 1
N J 2 Xyz +X* (X+y+2) X(Xx+Yy)(x+2)
X+y+2Z X+y+z X+y+12
AGM 7 3 .
=) |——— < Z — |==, cu egalitate pentru:
y+x Z+X y+x Z+x) 2
y X z X z _y o xoy=1.
V+X X+Y Z+X X+Z 74y y+z
DeducemcémaxPzgpentrux=y:z=\/§.
Aplicatia67.
Ifa,b,c>0,a+2b+3c>11then
a+b+c+3+i+i>£.
a 2b 4c 4

Pham Van Tuyen, Vietnam

AGM
LHS —a+b+ctoso b (3,33) (9 by fL1 ¢ +1(a+2b+3c) >
a 2b 4 \a 4 2b 2 4c 4) 4
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AGM
> 2\/3-3—a+2 9 b ot taramizey=2 312320, 1y 3T
a 4 2b 2 4c 4 4 2 2 4 4
cuegalltatepentrugzs—a,izg,izg,a+2b+30=11<:>(a,b,c):(2,3,1).
a 4 2b 2 4c 4

Problema se poate dezvolta.

Let) > %fixed. Ifa,b,c>0, a+kb+(2k—1)c = 202 + 2\, —1then find the minimum value of

2
P:g(a+b+c)+2K_1+(2k_l) +%.
A a Ab AC

Marin Chirciu

Solutie

-1 (22-1)° 1
+ +——=
a A A%

2
P=2(a+b
}L(a+ +C)+

1 AGM

+(— izj iz (a+2b+(21-1)c) >

b
a A2 A A a2

27\.127»1 27\,1b c

- _ 2
_p. 2t 52 1+2-—2 ! (202 +20-1)= 100" —2h+1 egalitate pentru:
A A A2\ 4

=[2x—1+(2x—1)aj+[(2x 1

a+xb+(2x—1)c)=

2n-1_(2n-Da (2n-1)
a S
(abc)=(1,2n-11).

bl _C amb+(@-1)c=22+2-1c
W xAC A

2 —
Deducem caminP = w pentru(a,b,c)=(A,2A-11).

Aplicatia68.

Ifx,y >0, x> +y* =2then find the minimum value of

P=x*+y? +—10
X+Yy

Pham Van Tuyen, Vietnam

Solutie

Lema

78


http://www.mateinfo.ro/

REVISTA ELECTRONICA MATEINFO.RO ISSN 2065-6432 - SEPTEMBRIE 2022 www.mateinfo.ro

Ifx,y>0,x*+y*=2then

X+y<2.

3
older
Din: 2=x*+ y3H2 (x+y)
4 4

:>(x+y)3£8:> X+y<2.
Folosind Lema obtinem:

10 CS(x+y)2+ 10 (X+y)2+ 4 . 4 N 2 AGM

P=x*+y*+ > = >
X+Yy 2 X+Yy 2 X+y X+Yy| X+y
AGM (x+y)2 4 4 2 2 AGM 2
> 33 . . + =3-2+—— > 6+—-=7.
2 X+Y X+Yy X+Vy X+Yy 2

Deducem ca min P =7 pentru (X, y) = (1,1) .
Problema se poate dezvolta.

LetA>4n,neN fixed. Ifx,y >0, x™ + y™ = 2then find the minimum value of

P=x"+y”+L.
X+Yy
Marin Chirciu
Solutie
Lema
Ifx,y>0,x" +y™ =2andn e Nthen
X+y<2.

oY) (xy)”
Din: 2=x""+y™ > *—r— =2>>—~— = (x+y) <2™ = x+y<2.

2" 2"

cs (x " X n _ A AGM

P=x"+y"+ 2( +}1/) + L ( +}1/) + 4 + 4 ..+ 4 +7¥ an >

X+Yy 2" X+Yy 2" X+y X+Yy X+y | X+y
AGM X : _ _4p Lema
> (n+1) ( J;_)l/) 4 4 4 +}L 4n=(n+1)-2+}L 4n >

M2 X+Yy X+Y X+Yy X+Yy X+Yy

_onspp AN _At4

2 2
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Deducem caminP = # pentru(x,y)=(11).

Aplicatia69.

Ifa,b,c >0, ab+bc+ca+abc =4then find the minimum value of

P=Ja+vb+c.
Pham Van Tuyen, Vietnam

Solutie

Deconditiondm relatia ab +bc +ca+abc = 4 cu substitutia(a,b,c) = ( 2x 2y 2 j

Y4Z Z+X X+Yy )
Problema se reformuleaza.

If X, y,z >0 then find the minimum value of

\/y+z Z+X \/x+y

2X x\/i AGM x«/f 2\/§x

Avem: = > = , cu egalitate dacaXx=Yy+zsaux=0.
y+12 \/x(y+z) Xx+(y+z) x+y+z

Obtinem P = Z 2x Lemaz 2\/_)( =2 ZZ

y+1z X+Yy+2

=2J§-1=2J§.

Egalitatea are loc daca si numai dacia=b=c=1.

Aplicatia70.

Ifa,b,c >0,a+b+c=1then find the minimum value of

P=+a2+ab+b?++b2+bc+c? ++/c*+ca+a> .

Pham Van Tuyen, Vietnam

Lema
Ifa,b > 0then

\/a2+ab+b22§(a+b).
Avem+/a?+ab+b? > a+b < at+ab+b?> Z(a+b)2<:>(a—b)220.
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Py Er e Y L art)- Lo a- - 1B.

Let|k| < 2fixed. Ifa,b,c >0,a+b+c =1 then find the minimum value of

OOIH

1
'3’

OOII—‘

Deducem ci min P =+/3 pentru (a,b,c)= (

Problema se poate dezvolta.

P=+/a?+rab+b? ++b? +Abc+c? +/c? +Aca+a? .
Marin Chirciu

Lema

Ifa,b>0 and|A| < 2then

Ja?+rab+b? > “7”2+2 (a+b).

Avem+/a’ +rab+b? > ‘k+ (a+b) < a’+rab+b? > Gk (a+b)
< (2-1)(a-b)’ >0

Egalitatea are loc daca si numai dacia=Dbsaui =2.

Folosind Lema obtinem:

P=> a*+xab+b’ Lezmaz ‘}”2+2(a+b): (A+2 2> a=\r+2-1=JA+2.

)

N

Deducem ca min P =+/A+2 pentru(a,b,c) =(

ooIH
Wl
Wl
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2. In legituri cu problemele 1X.15-18
din RMM, nr. 28-spring edition 2021-paper variant

de Gheorghe Ghita, Buzau

Pornind de la problemele 1X.15-18 din RMM, nr. 28-spring edition 2021-paper variant ,
articolul prezinta o generalizare a lor, precum si alte inegalitati de acelasi tip in triunghi.
Vom utiliza urmatoarele inegalitafi(cu notatiile uzuale in triunghi):

P .
(H) — Holder:a; > 0,b; > 0,p>1,0<r<p—1,i=Tn=yr 4> _Eaw"

i
bl = nPT-1(Tby"

.. n 9% o Ck= ak)z
(B) — Bergstrom: a4, ay,...,an = 0;x1,%x5,...,%, > 0, Yj_—= = T5——;
Xk Yk=1%k

(G) - Gerretsen: 16Rr — 512 < p? < 4R? + 4Rr + 3r?; (M)-Mitrinovic: 3v3r <p <

3\/2§R (E) - Euler: R = 2r; (P) — Panaitopol: m, < % :(D) — Doucet: 4R + r = pV/3;

Al) Dacax € R,m,k = 0,m+ k = 2 atunci in AABC are loc inegalitatea:

am pm cm (Zp)m_l

- + + - = .
(acos?x+bsin?x)hk (bcoszx+csin2x)h’l§ (ccos?x+asin2x)hk = am+k-2pk

1)

Gheorghe Ghita, Buzau

H
1 am am 1 am+k (,...\)
Solutie. = = >
! Z (acos?x+bsin?x)hk 2 N 2k5k2a6052x+bsin2x -
(acos2x+bsin x)(;)
[ a)m+k _ (2p)m+k 2mpm _ Zmpm

2k3m+k-25k ' (acos?x+bsin?x)  2k3m+k-2pkrkY(acos?x+asin?x)  rkam+k-2y.q ~ rkam+k-2.2p
gm-1,m-1

prET— Egalitatea are loc dacd si numai daca triunghiul este echilateral.

Observatii. 1) Pentrum = 2,k = 1 din (1)se obtine inegalitatea IX.15:

M)
>2 2 2015 93,

2 b2
+ + =
(acos?x+bsin?x)h, = (bcos?x+csin?x)hp  (ccos?x+asin?x)h, 3r 3r

2

a c

propusa de D.M. Batinetu-Giurgiu, Nicolaec Musuroia

2) Pentrum = 1,k = 2 din (1) se obtine inegalitatea 1X.16:

b 1 & 34/3
a c P L>\/_r

(acos2x+bsin2x)h3 = (bcos?x+csin2x)h} = (ccos?x+asin?x)hl — 3r2 T 3prz 3sr — 3sr

“|&

propusa de D.M. Batinetu-Giurgiu, Gheorghe Stoica
3) Pentrum = 0, k = 3 din (1) se obtine inegalitatea IX.17:
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1 + 1 + 1 Sem™ 1
(acos?x+bsin2x)h3 (bcoszx+csin2x)hl?; (ccoszx+asin2x)hl37 = 33 6pr3 -
S=pr (M)
6p2r3  6S2r — 6S2r 2§52

propusa de D.M. Batinetu-Giurgiu,Catalin Pana

A2) Dacam,k = 0;m+ k = 2,x,y,z> 0 atunci in AABC are loc inegali

xmtkg2m ym+kb2m gzmtkp2m 2—-m-k
>2mF meko (2
(y+z)m+kh‘21k (z+X)m+kh£2,k (Z+x)m+khgk = (\/§) S ( )

tatea:

Gheorghe Ghita, Buzau

(H)
Solutie Z xm+kg2m _ 1 xM+k g2m+2k _ 1 Z( x 2)m+k ,.,>\_‘ 1
: (y+z)m+kp2k = 2kg2k (y+z)ym+k T 22kgzk y+z = 9J2kg2k
m+k m+k
x Ttk X\ g \mtK ( a? 2) (B)< Ca? z)
(Zy+za) _ (Z(y+z+1 1)a) _ z“chy+z za ’>“" szZx Xa _
gm+k-1 22k g2k.gm+k—1 T p2kg2k.gm+k-1 = 9g2kg2k.gm+k-1
((Za)Z—ZZaZ)m+k (zzab-zaZ)m+k
2 _ 2 —
22kg2k.gm+k-1  —  p2kg2k.gm+k-1
m+k

412 4+16Rr +k D) m+k m+k

(—2 ) _ (er@r+n)™ < (2r-pV3) _ 2mrk(y3)T T gmtk
22kg2k.gm+k—1 —  o2kg2k.gm+k—1 = o2kgzk.gm+k-1 —  p2kg2k.gm+k-1

-m—k
Zm"‘(\/§)2 " sm=k:unde ¥ ab = p? + r2 + 4Rr si Y a? = 2p? — 2r% — 8Rr.

Observatie. Pentru k = 1 din (2) se obtine inegalitatea IX.18:

xm+1g2m ym+ip2m Zm+1.2m me1 1-m .
(y+z)m+1h(21 + (Z+x)m+1h12) + (x+y)m+1hg 2 2 (\/g) S
propusa de D.M. Batinetu-Giurgiu, Claudiu Ciulcu
A3) Dezvoltare Al: Dacam,k > 0;m+ k = 2,t,u> 0 atunci in AABC are loc
inegalitatea:
am + pm + am (zp)m—l
(at+bu)hk (bt+cu)h’l§ (ct+au)hk = 3m+k=2(t4y)rk’
Gheorghe Ghita, Buzau
. a 1 am+k (,I.:I\.‘) (Z a)m+k (Z a)m+k
Solutie. )y (at+bu)nk = 2ksk & qt4bu = 2k3mtk-25k(at+bu)  2k-3mrk-25k(t+u)Ya

< a)m+k—1 _ 2m+k—1pm+k—1 _ (Zp)m_l
2"-3m+k‘25k(t+u) 2k.3m+k—22ksk(t+u) 3m+k—2(t+u)rk'
daca triunghiul este echilateral.

Observatie. Pentru t = cos?x,u = sin®x se obtine inegalitatea Al.

Egalitatea are loc daca si numai

A4) Dacam,k = 0;m+ k > 2;t,u> 0 atunci in AABC are loc inegalitatea:

-2k
a™ pm cm (Zr)m—k—l(\/g)m +1

(at+bu)(bo)k + (bt+cw)(ca)* + (ct+auw)(ab)k — REk(t+w)
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Gheorghe Ghita, Buzau

(H)
m+k 1 am+k [ a)m+k

Solutie.)’ a™ y—=

(at+bw)(bO)k  “ (at+bu)(@bc)k  (aRS)k “ at+bu — 3M+k—2(aRS)KY(at+bu)
(M)
-

2m+kpm+k _ 2m+kpm+k _ Zm—k—lpm—l
22kgm+k—2pkpkyk Y (at+au) 22k3m+k-2Rkpkrk(t+y)Ya  3M+k—2Rkrk(t+y) =
am=k=1(y3)*" "3 m-1 Zm—k—l(\/g)m_Zk"'lrm—k—l (Zr)m"“l(\/?)m_Zk'H )
SRR () P = ARt . Egalitatea are loc
daca si numai daca triunghiul este echilateral.

A5) Daca m > 2 atunci in AABC are loc inegalitatea:

a™ p™ c

m 1/ 2 m—1
(b+orl + (c+a)rf? + (a+b)r* — R (\/_5)

Gheorghe Ghita, Buzau

(H)
Solutie. Y, a D ot Lz(ap—az)m S (E(ap-a®)" _ (pra-ga?)™ _
b+ (b+C)(i) sm b+c 3M=25M Y (p+c) 2:3m-2gmy g
p-a

(D)
(2p2—2p2+2r2+8Rr)m _ (2r(4R+r))m _ 2M72rM(4R4r)™  2MT2(4R41)™ N 2m—2(p\/§)m _

2:3M-2gmy g - 2:3M-2gmy g - 3m-2pm+ipm - 3m-2pm+1 = gm-2pm+i -
M)
2m=2 12\ . .. )
—— = = (—) ,unde Y a® = 2p? — 2r? — 8Rr. Egalitatea are loc daci si numai
V3" p T R\W3

daca triunghiul este echilateral.

A6) Daca m > 2 atunci in AABC are loc inegalitatea:

m2™m mim m2™m gpm—1

2p-a)am™ = (2p-b)bMm = (2p—c)c™ T 2mt2’

Gheorghe Ghita, Buzau

Solutie. Utilizdm inegalitatile:

2 2_q2 —
a) m, = /p(p — a), adevirata, din \/Zb +2: z > \/(Mbﬂ)i WbtO) 2b% + 2¢2 — a? 2
(b+c)—a?e(b+c)?=0;

G
b) p2 + 2 — 8Rr > 6Rr © p? > 14Rr — r2, adevirata, din p? S 16Rr — 5r2 si 16Rr —
(E)
5r2>14Rr —r2 & R 3 2r.

~
~—

2m _o\m (H) _a\m
Avem: ¥ mg" >y (Vp(p—a)) =pmy (%) m ( pTla) —
T~ (2p-a)am — (b+c)a™ b+c 3M=2¥Y(b+c)
p2+r2—8Rr>m b) 1 (6RN\™
m (T ~P (m) __ 9pm1? p-a _ p2+12—8Rr . ..
P ey 2 aamz = gmer unde ), e w— . Egalitatea are loc daca si

numai daca triunghiul este echilateral.

A7) Daca m > 2 atunci in AABC are loc inegalitatea:

85


http://www.mateinfo.ro/

REVISTA ELECTRONICA MATEINFO.RO ISSN 2065-6432 - SEPTEMBRIE 2022 www.mateinfo.ro

mm mp' mn > 4-3M=1ym

mpme Mmcmg = mgmp R2

Gheorghe Ghita, Buzau

Solutie. Utilizam inegalitatile:

2 2 2
a) mym, < = +bc, adevirati, deoarece inegalitatea se scrie echivalent: mim?2 < @
& (2a% + 2¢? — b?)(2a% + 2b%> — c?) < (2a? + bc)? @2(b—c)*(a+b+c)(—a +
b+c¢)=0;

b) 5p? — 12Rr — 3r? < 27R*© 5p? < 27R? + 12Rr + 3r?, adevarati din
©
5p? < 20R? + 20Rr + 1572 §i 20R? + 20Rr + 1572 < 27R% + 12Rr + 3r% & 7R? —
)
8Rr — 1212 > 0 (R — 2r)(7R + 67) S 0;

a)
27R? o e 1 < ™ w2a?+bc _2Ya?+Y bc
c) Ymym, < — adevarata din faptul ca ) mym, < ). - 2 " DL

b)
2(2p%-2r2—8Rr)+p?+r2+4Rr 5p2—12Rr—3r2% A 27R?
( ) =2P ” <= ,unde Y a? = 2p% — 2r? — 8Rr,

4
Y bc =p? +r?+ 4Rr.

(H) c) ()
mit mg)™ > Ema)™ _4@Emy)™ & 4(9r)™  4.3M1ym
Avem Y —— > n(_ZZ 72 & “)Rzz (EH“)Z > ,(m) > = ————, unde
mpme 32y mpm 3n—2274 3n+lR 3n+iR R

(%): Y m, = 9r. Egalitatea are loc daca si numai daca triunghiul este echilateral.

A8) Daca m > 2 atunci in AABC are loc inegalitatea:

mnt mp’ mm - 4-3M=2,\/3rM

ampm, bmgmg cmgmy R3

Gheorghe Ghita, Buzau
Solutie. Utilizam inegalitatile:
) (@
a) p? — 3r2 — 3Rr < - & 2p? < 9R? + 6Rr + 617, adevarata din 2p? = 8R? +

()
8Rr + 612, 8R? + 8Rr + 6r2 < 9R% + 6Rr + 612 & R(R — 21) S 0;

(A7a)

3 -~ 2

b)Y amym, < 27\?}? , adevdratd , deoarece Y amym, < Y a 24 :bc = i 2Yad+
® .
3abc) = (4p(p? — 312 — 6Rr) + 12pRr) = p(p? — 3r% — 3Rr) < 27fR _unde
(*):Y a® > 2p(p? — 3r? — 6Rr).
(H) b) 25
m . m 5 m m .aMm— m i

Ave mYy-—Za 3 __Qma) DL 2T _ 437 VI eqalitatea are

ampme — 3" 2¥ampm; 311—227‘/51‘?3 = 3n+1y3R3 R3
4

loc daca si numai daca triunghiul este echilateral.
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A9) Daca m > 2 atunci in AABC are loc inegalitatea:

rin s rin 4-3M=2,[3ym

>
arpre  brerg  crerg R3

Gheorghe Ghita, Buzau

Solutie. Utilizand inegalitatea:

27+/3R3 . - 52 2 Ya(p-a)
<L ——— = B _— =
Yarpr, < Y adevarata, pentru ca ), ar,r, = Y. a Sy TSy —
(M)
Sa(p-a)  _ _oppYa-Ya’_ M
S o~ PS = p(2p? — (2p% — 2r? — 8Rr)) = 2pr(4R +71) =

(E)
~ 27+/3R3

3vV3Rr(4R + 1) < "

,unde ¥, a? = 2p? — 2r? — 8Rr, avem:

(H) Q)
g ; Erad™ > Erad™ 4V3(X )™ & 4V3(9r)™ _ 4:3M~23rm

arpre — 3" 2¥arpre 3n_227\/§R3 T gn+2p3 = 3n+2g3 R3
4

,unde (x): Y1, =
9r. Egalitatea are loc daca si numai daca triunghiul este echilateral.

A10) Daca m > 2 atunci in AABC are loc inegalitatea:

hm hm hm > 4-3M=2,/3y™m
ahph,  ahph, ahphe — R3

Gheorghe Ghita, Buzau
Solutie . Utilizam inegalitatile:
) @
~
8) p? — 1?2 — 4Rr < 2 © 2p? < 9R? + BRr + 2r?, advarata din 2p? £ 8R? + 8Rr +

)
6r25i8R% + 8Rr + 612 <9R? + 8Rr + 2r2 & (R—2r)(R+2r) S 0

27V3R3 e _ 482 _ jc2v @ _ 22a* _
b) Y ahyh, < Y adevarata din ), ahyh, = Y a = 48 Zbc = 4S5 =
2(p?-r2-4Rr)  2pr(p?-r? 4R)a) (M)z V3R? (E)z V3R3
—ré— —r2— ~ ~ ~
452 BB = PP TR LopRr £ R 2 28 unde Y a? = 2p% —
2r% — 8Rr.
h “ X ha) X ha) X he) Py (9r) 3""2/3

) moe L DT 4 D™ 4™ 43" rm

Avem Zahbhc 2 3m—22ahbhc 2 3m_227\/§R3 - 3m+1\/§R3 - 3m+1\/§R3 - R3 4 unde
4

(%): X h, = 9r. Egalitatea are loc daca si numai daca triunghiul este echilateral.
All) Daca m > 2 atunci in AABC are loc inegalitatea:

wiht n wiht n wit >4-3m_2\/§rm

awpwe  awpWe  awpwg R3

)

unde w,, este bisectoarea unghiului A.
Gheorghe Ghita, Buzau

Soltie. Utilizam inegalitatile:
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a) wg < p(p—a)@%cos%gwlp(p—a) @% ”(p Y < Jplp—a) o(Vb - \/—) >

0
MG<MA
b) X awyw, < Yayyp(@ —b)Jp(p —c) =pXafp-b)p—c) <
(A10a)
pZam Z 2= p(pz —r2—4Ryr) <2 ZN—R ,unde Y a? = 2p% — 2r? —
8Rr.
v (X wq) (X wq) X )(*) (9r) V3
“ wg)™ wa)™ 4@ wl)™ o 49r)™ 433
Avem: Z awpwe = 372 Y awpw, = 3n_227\/§R3 T 3n+13R3 T 3n+13R3 R3 ' unde
4

(%): X w, = 9r. Egalitatea are loc daca si numai daca triunghiul este echilateral.
Al12) Daca m > 2 atunci in AABC are loc inegalitatea:

s sm sm > 4:3M=2,\/3rm

aspSc  aspSc  ASpSc R3

)

unde s,este simediana din A.
Gheorghe Ghita, Buzau

Solutie.; Utilizand inegalitatea:

Saspse < X aplp —b)plp—0) = prar=t=Ly a2 = E(p? — 12 -

(A10a)

~ 9pR? _ 27+3R3
4Rr) < E—< ,avem:
4 4

(H) .
Sa o _ Esa)™ Esa)™ 4T s)™ o 4(9r)™  4-3n2Fpm

= = = = = *): >
aspsc — 3""2¥aspse  gn—227V3R 3n+1,/3R3 = 3n+1,/3R3 R3 unde (x): X sq

4

9r. Egalitatea are loc daca si numai daca triunghiul este echilateral.

Al3) Daca n = 2 atunci in AABC are loc inegalitatea:

mp mm m . 4:3M=2,\3rm
arpte  arpre  arpre R3
Gheorghe Ghita, Buzau
a oy Ema)™ < Emg)™ V3(Emg)™ P V3 or)™ m-2y3rm
. m, m D m 4v3(Lm, D 4v3(Q9r 4-3" 7431
SOlutle' Zara = an-2 ; = 27a\/§R3 = n+2a3 = nizp3 3 , unde
b7 3 Yarpre gn-227V3R~ 3n+2R 3n+t2R R
4

(*) Y, m, = 9r. Egalitatea are loc daca si numai daca triunghiul este echilateral.

Al4) Daca m > 2 atunci in AABC are loc inegalitatea:

hg' hg' hg' - 2:3M7 1™
2rq+hg  2rq+hg  2rgthg T R

Gheorghe Ghita, Buzau

Solutie. Utilizand inegalitatile:
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@)

a)p? + (4R +1)2 < 27R? & p? < 11R? — 8Rr — 12, adevirati din p® < 4R? + 3Rr +
(£)

3r25i4R? + 3Rr + 3r2 < 11R? —8Rr —r? & (R —2r)(7R + 2r) S 0;

a)
_ 25 28\ _ 1 _ 5 o D?+(4R+1)2 m27R? _ 27R
b) X (27, + hy) = z(p_a+ a)—ZpSZa(p_a)—Zp P - 28 = 2%, unde
5 1 p%+(4R+1)?
alp-a)  4p%Rr ’
hg' (Z) Ch)™ (:w) (or)™ 23 (or)™ 2:32MyMm  p.3M-1ym
avem. ZZra+ha = 32 ¥ (2rg+hg) 3723 (2rg+hg) 3n—2¥ T o3ntlp R’ unde

(%): X2 h, = 9r. Egalitatea are loc daca si numai daca triunghiul este echilateral.
Bibliografie
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3. Punctele de maxim si de minim in programa scolara. Consideratii

metodice

Profesor: Ungureanu Angelica-Mihaela

Liceul “Alexandru cel Bun” Botosani

Importanta practica a problemelor de maximsi minim este de necontestat. In gimnaziu se
studiaza foarte pufin asemenea probleme, deoarece ele solicitd procedee mai deosebite pentru
rezolvare. Problemele de maxim si de minim le regasim in programa Olimpiadei de Matematica si
a Centrelor de Excelenta pentru clasele a VII-a, nefiind accesibile tuturor elevilor. Problemele din
aceasta categorie nu sunt usor de abordat fard a stapani anumite tehnici de rezolvare. lata cateva
dintre acestea:

» Folosirea unor teoreme care ne ajutd la determinarea maximului i minimului:

Teorema

Daca suma mai multor variabile pozitive este constantd, maximul produsului are loc cand
variabilele sunt egale.

Daca x4, x5, ..., Xn, € R} cusuma x; + x, + -+ + x,, constanta, atunci produsul lor P = x -

Xyt ...t Xp este maxim dacd x; = x, = - = X,

Dacd P = x,%1x,% ...x,%, cu a; € N*, (V)i = 1,n, maximul lui P are loc atuci cand Z—i =
X2 _ . _Xn
ay an

Teorema

Daca produsul mai multor variabile pozitive este constant, atunci suma lor este minima daca

variabilele sunt egale.

Daca x4, X3, ..., Xn, € R} cu produsul x; - x, - ... x, constant, atunci sumalorS = x; + x, +

-+ x, este maxima dacd x; = x, = - = xp,.

» Folosirea unor inegalitdti remarcabile (a mediilor, a lui Cauchy- Buniakovschi-Schwarz, a
lui Minkovski, etc);

= Tn geometrie, printre altele, se folosesc:

— metoda reflexiei (completarea figurii initiale cu simetrica ei n raport cu o dreaptd);
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— metoda liniei frante (minimul sumei lungimilor unor segmente ce formeaza o linie frata
cu extremititile fixe A, B este lungimea segmentului 4, B.

In programa scolara pentru clasele de gimnaziu, notiunile de puncte de minim si maxim nu
sunt prevazute explicit ci sunt percepute prin raportul lor cu alte notiuni matematice. Ele sunt
corelate initial cu problemele de comparare a numerelor (cel mai mare sau cel mai mic dintre doud
numere scrise in forme diverse: numere subunitare/ supraunutare, puteri, radicali, irationale, etc.)
si de ordonare a numerelor reale (ordonare crescatoare/descrescatoare, reprezentare pe axa
numerelor, etc), in multimile de numere in care se lucreaza

Apoi problemele de minim $i maxim sunt 1n stransa legatura cu stabilirea semnului unui numar
Tn multimile de numere in care se lucreaza (numarul natural, puterea cu exponent par, radicalul
unui numar real pozitiv, modulul unui numar real reprezintad numere pozitive).

In clasa a VIl-a programa scolara contine capitolul Calcul algebric in cadrul ciruia elevii
invata:

— calcule cu numere reale reprezentate prin litere: adunare/scadere, inmultire, impartire,
ridicare la putere, reducerea termenilor asemenea;

- formule de calcul prescurtat (a + b)? = a? + 2ab + b%,unde a, b € R.

Tn clasa a VIll-a, In primul capitol al Algebrei, intitulat Numere reale, printre continuturile
specificate de programa regasim:

— calcule cu numere reale reprezentate prin litere si cele doud formule de calcul prescurtat
invatate in clasa a VII-a la care se adaugd (a + b + ¢)* = a® + b? + ¢? + 2ab + 2ac + 2bc;

— rapoarte de numere reale reprezentate prin litere; operatii cu acestea (adunare, scadere,
inmultire, impartire, ridicare la putere).

Printre competentele specifice prevazute la acest capitol se regasesc:

— 1dentificarea In exemple, in exercitii sau in probleme a numerelor reale si a formulelor de
calcul prescurtat;

— folosirea terminologiei aferente notiunii de numar real (semn, modul, opus, invers, parte
intreagd, parte fractionard) In contexte variate;

— deducerea si aplicarea formulelor de calcul prescurtat pentru optimizarea unor calcule.

Elevii invata sa transpund cerinta unei probleme in limbajul de minim/maxim: valoarea minima
a unei expresii pozitive este 0, suma a doua expresii pozitive este minima cand fiecare dintre ele
este minima, suma a doud numere pozitive este zero daca ambele numere sunt nule, etc.

Exemple

91


http://www.mateinfo.ro/

REVISTA ELECTRONICA MATEINFO.RO ISSN 2065-6432 - SEPTEMBRIE 2022 www.mateinfo.ro

1) Fie expresia E(x) = x2 — 8x + 18. Aritati ci expresia este pozitivi, oricare ar fi x € R.
Aflati minimul ei si valoarea lui x pentru care se realizeaza acest minim.

Solutie

Expresia se scrie E(x) = (x —4)? + 2 > 2 > 0, (V)x € R. Atunci r){leiﬂlg E(x) = 2 si se obtine

pentru x = 4.

2) Aflati valoarea maximai a expresiei E (x) = —2Vx* + 8x3 + 42x2 + 104x + 16.
Solutie

Expresia se scrie E(x) = —2+/(x2 + 4x + 13)2 = —2|x? + 4x + 13| = =2(x? + 4x + 13),
deoarece x?+4x+13=(x+2)>+9>9>0,(V)x € R. Cum meilg(x2 +4x +13) =9,
X

atunci max E(x) = —18, obtinut pentru x = —2.
X

3) Determinati numerele reale x si y pentru care VxZ + 2x + 26 + /y2 — 8y + 25 = 8.
Solutie

Deoarece Va2 + 2x + 26 = /(x + 1)2 + 25 > 55i \/y2 —8y + 25 =/(y —4)2 + 9 > 3,

atunci mierl}g(\/x2 +2x +26++y2—8y+ 25) = 8 si se obtine pentru x = —1siy = 4.
xy

Trebuie precizat cd aceste tipuri de probleme sunt pentru “nota 107, deci sunt adresatate
elevilor cu aptitudine pentru matematica, doritori si capabili sa aprofundeze si sd completeze
cunostintele invatate in scoala.

Notiunea de punct de extrem apare specificata in programa scolara pentru clasa a IX-a, In
capitolul Functia de gradul al doilea, 1a studiul functiei de gradul al doilea.

Printre competentele specifice ale acestui capitol, se numara si:

— recunoasterea corespondentei dintre seturi de date si reprezentari grafice;

utilizarea lecturii grafice pentru rezolvarea unor ecuatii, inecuatii si sisteme de ecuatii;

reprezentarea grafica a unor date diverse in vederea compararii variatiei lor;

exprimarea prin reprezentari grafice a unor conditii algebrice; exprimarea prin conditii

algebrice a unor reprezentari grafice;

— utilizarea lecturilor grafice in vederea optimizarii rezolvarii unor probleme practice.

Dati functia f:R - R, f(x) = ax?+bx +c, a,b,c € R,a # 0, s-au stabilit urmitoarele
rezultate:

1) Dacd a > 0, functia f(x) = ax? + bx + ¢ are 0 valoare minima (Un MiNIM) fm =

b A . b .. .
f(—z)z — . care se obtine pentru Xmin = — 5~ (punctul de minim), iar punctul
b A .. . . -
V(_Z '_E) este punctul de minim al graficului functiei.
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Interpretarea geometricd: parabola functiei f(x) = ax? + bx + ¢ are ramurile Tndreptate in
sus (spre y pozitiv), minimul functiei este egal cu ordonata varfului parabolei iar punctul de minim
este abscisa varfului graficului.

2) Daca a < 0, functia f(x) = ax? + bx + ¢ are 0 valoare maximd (Un Maxim) fiqx =

b A . b . .
f(—z)= — oo care se obtine pentru Xmax = ~ 5~ (punctul de maxim), iar punctul

b A . . . ..
V(— pyii E) este punctul de maxim al graficului functiei.

Interpretarea geometricd: parabola functiei f(x) = ax? + bx + ¢ are ramurile Tndreptate in
Jos (spre y negativ), maximull functiei este egal cu ordonata varfului parabolei iar punctul de
maxim este abscisa varfului graficului.

Valoarea minima/maxima a functiei se numeste valoare extrema sau extremul functiei, iar
b : g .
punctul x = — ~,, bentru care se realizeaza extremul se numeste punct de extrem al functiei.

Trebuie specificat si faptul ca stabilirea punctului de extrem pentru functia de gradul al doilea
da posibilitatea determinarii imediate a imaginii functiei, si anume:

1) Daci a > 0, imaginea functiei f:R > R, f(x) = ax? + bx + c,a,b,c ER, a # 0 este
A .
Imf = [—a, +OO)’

2) Dacid a < 0, imaginea functiei f:R - R, f(x) = ax?+ bx +c,a,b,c ER, a # 0 este

Imf = (—00, s

4a

Se pot prezenta exemple practice din diferite domenii care justifica necesitatea studiul acestor
functii si a proprietatilor lor.

Exemple

1) Dintr-un turn de indltime h, se aruca o piatra pe verticala in sus cu viteza initiala v,. Sa se
afle la ce Tndlt{ime maxima ajunge piatra.

Solutie

Inaltimea h(t) la care ajunge piatra la momentul t este data de h(t) = hy + vot — %tz, unde

]

m A w14t . o . . .o .
g = —— Pentru a calcula 1nalfimea maxima h,,,, la care ajunge piatra determindm maximul
S

v A w

2
functiei h(t) care este Ay, = hy + Z—; iar timpul in care ajunge la aceastd inaltime este t,;q, =

Vo

g

2) Dintr-o sarma cu lungimea de 10m se confectioneaza un dreptunghi. Care trebuie sa fie
dimensiunile dreptunghiului pentru ca aria sa sa fie maxima?

Solutie

93


http://www.mateinfo.ro/

REVISTA ELECTRONICA MATEINFO.RO ISSN 2065-6432 - SEPTEMBRIE 2022 www.mateinfo.ro

Daca x si y sunt laturile dreptunghiului, atunci 2x + 2y = 10, de unde x + y = 5. Aria

dreptunghiului va fi S(x) = xy = x(5 — x) = —x? + 5x. Pentru a determina maximul ariei vom
determina maximul functiei S(x) care este S, = % si se realizeaza pentru X4, = =

Deci dreptunghiul trebuie si fie patrat, cu latura de 2,5m, aria maxima fiind S,,,4, = 6,25m?.

Tn clasa a X-a programa scolara contine capitolul Functii si ecuatii in cadrul ciruia elevii
studiaza pentru toate tipurile de functii elementare intersectia cu axele de coordonate, ecuatia
f(x) =0, reprezentarea graficd prin puncte, puncte particulare, simetrie, lectura graficd a
proprietatilor algebrice ale functiilor: monotonie, bijectivitate, inversabilitate, semn,
concavitate/convexitate. Este indicat sa se mentioneze pentru fiecare functie in parte daca admite
sau nu puncte de extrem local sau global, fiind un moment favorabil de a actualiza aceste notiuni.

Printre competentele specifice ale acestui capitol, se numara si:

— trasarea prin puncte a graficelor unor functii;

— prelucrarea informatiilor ilustrate prin graficul unei functii in scopul deducerii unor
proprietati ale acesteia (monotonie, semn, bijectivitate, inversabilitate, continuitate, convexitate);

— utilizarea de proprietati ale functiilor in trasarea graficelor si rezolvarea de ecuatii;

— exprimarea In limbaj matematic a unor situatii concrete si reprezentarea prin grafice a unor
functii care descriu situatii practice;

— interpretarea, pe baza lecturii grafice, a proprietatilor algebrice ale functiilor.

In programa scolari pentru clasa a XI-a a Analizei matematice, in capitolul Functii continue,
printre proprietatile functiilor continue definite pe un inteval inchis si marginit, teorema lui
Weierstrass pregateste terenul pentru studiul extremelor functiilor, asigurand existenta acestora.
Prin exemple si grafice sugestive se identifica diferite situatii: punctele in care se ating marginile
inferioard i superioara pot fi in interiorul sau pot fi marginile intervalului, pot fi unice sau nu.
Prin dialog, se verificd necesitatea conditiilor din enunt si se probeazd ca daca o condifie din
ipoteza nu este indeplinitd, teorema nu mai este adevarata: dacd functia nu este continud sau daca
domeniul de definitie nu este inteval compact se poate ca functia sa nu fie marginita sau sd nu-si
atinga marginile.

Cu punctele de extrem elevii se Tntélnesc in clasa a Xl-a, la Analiza matematica, in capitolul
Functii derivabile.

Dupa reactualizarea notiunilor de punct de extrem, valoare extrema si punct de extrem al
graficului unei functii, este util (utilizand instrumentele TIC, dacd este posibil) sd se prezinte
reprezentari grafice de functii prin care sa se exempifice puncte de extrem local sau global si din

care elevii sa se inteleaga clar, fara pericol de confuzie, urmatoarele aspecte:
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— o functie poate avea mai multe puncte de extrem (de exemplu, functia f: R - R, f(x) =

|x? — 3x — 4] are punctele de minim (global) x; = —1six, = 4iarx; = zeste punct de maxim);
— o functie poate sa nu admita extreme (de exemplu, functia exponentiala f: R — (0, +0),
f(x) =e¥);
— o functie poate avea maxime dar nu si minime, sau invers (de exemplu, functia f: R - R,
f(x) = e™***+22-1 3dmite punctul de maxim (global) x; = 1, iar functia f: R » R, f(x) = x% +
5x admite punctul de minim (global) x = —2,5);

— valoarea unui maxim local poate fi mai mica dacat a unui minim local (de exemplu, pentru

functia f: R\ {—2,1} - R, f(x) = xz’:izpunctul x; = —5 este de minim local, cu minimul
f(=5) = —gliar punctul x, = —1 este de maxim local, cu maximul f(—1) = -1 si f(-=5) >

f(=1);

— restrictiile unei functii la diferite submultimi ale domeniului de definitie pot prezenta
rezultate diferite in ceea ce priveste existenta punctelor de extrem. De exemplu, datd functia
f:R-> R, f(x) =x%+ 5x , restrictiile la intervalele (—o,—5) si (0, +0o0) nu admit puncte de
extrem dar restrictia la (—5, 0) admite punctul da minim absolut x = —2,5.

Dupa identificarea punctelor de extremem, este util sd remarcdm (din punct de vedere
geometric) dacd In asemenea puncte functia este continua si derivabild, analizand posibile situatii:
tangenta paraleld cu Ox, puncte unghiulare, puncte de Intoarcere, etc. Aceste situatii ilustrate prin
desen, prin dialog cu elevii, elimina eventualele neclaritati ulterioare (cum ar fi derivabilitatea unei
functii intr-un punct de extrem).

Dupa definirea si “vizualizarea” prin exemple a punctelor de extrem, profesorul trebuie sa
atragd atentia asupra urmatorului aspect: punctul de extrem este un element din domeniul de
definitie al functiei, extremul este un element din codomeniu, reprezentand valoarea functiei Tn
punctul de extrem, iar punctul de extrem al graficului reprezinta imaginea geometrica, fiind
punctul de pe graficul functiei cu coordonatele (X,in, frnin) Y€SPECV (Xmax, frnax)-

Abordarea acestor notiuni prin prisma functiilor derivabile constituie o etapa fundamentala in
definitivarea capacitdfii de abstractizare a elevilor. Printre competentele specifice ale acestui
capitol intalnim:

— caracterizarea unor functii utilizand reprezentarea geometricd a unor cazuri particulare;

— interpretarea unor proprietati ale functiilor cu ajutorul reprezentarilor grafice;

— aplicarea unor algoritmi specifici calculului diferential in rezolvarea unor probleme si

modelarea unor procese;
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— exprimarea cu ajutorul notiunilor de limita, continuitate, derivabilitate, monotonie, a unor
proprietati cantitative si calitative ale unei functii;

— studierea unor functii din punct de vedere cantitativ si calitativ utilizand diverse procedee:
majorari, minorari pe un interval dat, proprietatile algebrice si de ordine ale multimii numerelor
reale in studiul calitativ local, utilizarea reprezentarii grafice a unei functii pentru verificarea unor
rezultate si pentru identificarea unor proprietati;

— explorarea unor proprietati cu caracter local si/ sau global ale unor functii utilizand
continuitatea, derivabilitatea sau reprezentarea grafica.

Determinarea puntelor de extrem nu este simpla. Teorama lui Fermat aratd clar forta derivatelor ca
istrument de lucru 1n studiul functiilor, oferind un criteriu suficient de extrem.

In prima fazi, mai importanta decat demonstratia teoremei lui Fermat este ilustrarea ei utilizind
interpretarea geometrica a derivatei unei functii intr-un punct. Elevii trebuie sd constientizeze indiciile
clare oferite de interpretarea geometrica a teoremei referitoare la proprietatile concrete utile in trasarea
graficelor unor functii.

Este foarte important sa se analizeze Tmpreuna cu elevii necesitatea fiecarei conditii din enuntul
teoremei, construind in acest sens exemple si contraexemple prin care se va puna accent pe urmatoarele
aspecte:

— Teorema lui Fermat da numai o conditie necesara nu si suficientd pentru existenta punctelor
de extrem. Se poate Tntdmpla ca intr-un punct derivata sa se anuleze fara ca punctul respectiv sa
fie punct de extrem. Intr-adevir, daci se considera functia f: R — R, f(x) = x% , derivabila pe
R,cu f'(x) = 3x2, (V)x € R, se observd ci f'(0) = 0 dar punctul x, = 0 nu este punct de
extrem al functiei. Deci, reciproca teoremei lui Fermat nu este, in general, adevarata.

— Teorema lui Fermat are caracter local, vizdnd comportarea functiei in vecinatatea unui
punct.

— conditia ca x sa fie din interiorul intervalului este esentiala. Astfel, daca x, coincide cu
una din extremitatile intervalului I, s-ar putea ca functia sa aiba derivata in x,, dar derivata functiei
sa nu se anulezein acest punct. Spre exemplu, functia f: [0, 1] - R, f(x) = x, este derivabila pe
[0,1],cu f'(x) = 1,(V)x € [0, 1]. Punctul x, = 0 este punct minim al functiei, dar f'(0) # 0.

— in teorema lui Fermat, conditia ca domeniul de definitie sa fie interval nu este esentiala.
Functia poate fi definita, de exemplu, si pe o reuniune de intervale disjuncte, este esential insa ca

Xo (pentru care f'(x,) = 0) sa fie punct din interiorul unui interval .
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— un punct x, € I poate fi un punct de extrem pentru o functie f fara sa existe f'(x,). Spre
exemplu, functia f: R - R, f(x) = |x|, pentru care x, = 0 este punct de minim dar f nu este
derivabild in x, = 0.

— Teorema lui Fermat afirma ca punctele de extrem relativ ale unei functii derivabile pe un

interval, care sunt interioare acelui interval, se gasesc printre punctele sale critice.

Urmatorul pas in studiul punctelor de extrem il constituie utilizarea derivatei a doua, mai exact
studiul semnului derivatei a doua intr-un punct de extrem. Daca nu cunoastem semnul derivatei
intr-o vecinatate a lui x,, putem preciza daca un punct de extrem este de maxim sau de minim

studiind semnul derivatei a doua in punctul de extrem.

Si aici trebuie punctat asupra aspectului urmator: conditia (sau f''(x,) < 0) pentru un punct
critic este suficientd, dar nu si necesara pentru ca x, sa fie punct de minim (respectiv maxim) local.
Intr-adevar, punctul x, = 0 este punct de minim global (deci si local) pentru functia f: R — R,

F(x) = x* dar £ (x) = 12x2, deci " (0) = 0.

In pratica, pentru determinarea punctelor de extremale unei functii f derivabile pe un interval

sau pe o reuniune de intervale, se parcurg urmatoarele etape de lucru:

1. se determina domeniul de definitie al functiei D. Daca domeniul de definifie nu este
specificat, se subantelege ca este domeniul maxim de definitie;

2. se determind mulfimea Dy < D pe care functia f este derivabila si se calculeaza derivata
intai f';

3. serezolvad in Dy ecuatia f'(x) = 0. Radécinile derivatei intai pot fi puncte de extrem ale
functiei;

4. sedetermind intervalele pe care derivata intai pastreaza acelasi semn si se determina semnul
derivatei intéi pe aceste intervale;

5. se alcatuiaste tabelul de variatie al functiei unde se indica concret domeniul de definitie,
valorile remarcabile ale argumentului, semnul derivatei si se stabileste care dintre punctele critice
sunt puncte extrem. Trebuie accentuat si faptul ca tabelul de variati ofera posibilitatea de a controla
corectitudinea calculelor efectuate, existand consens intre elementele componente. Daca suntem
in situatia in care nu putem decide natura punctului critic, putem studia semnul derivatei a doua in

aceste puncte.

In cazul functiilor continue definite pe un inteval inchis si marginit, teorema lui Weierstrass

pregdteste terenul pentru studiul extremelor functiilor, asigurand existenta acestora. De aceea
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ipoteza de derivabilitate pe un interval inchis asigura implicit faptul ca functia este marginita si isi

atinge marginile, adica admite extreme globale.

Daca derivata f'este continua pe [a, b] si nu se anuleaza pe (a,b), adica pastreaza semn

constant, atunci singurele puncte de extrem global ale lui f sunt extremitétile a si b:

— daca f;(a) = 0 (respectiv f; (b) < 0),atunci f(a) (respectiv f (b)) este minimul lui f;

— daca f; (a) < 0 (respectiv i (b) = 0), atunci f (a) (respectiv f (b)) este maximul lui f.

In concluzie, dacd f:D — R este o functie continuid pe D si derivabild pe interiorul lui
D, exceptie facand cel mult un numar finit de puncte, atunci punctele de extrem (locale si globale)
ale lui f se afla printre: punctele in care f nu este derivabild, punctele critice si eventual

extremitatile lui D (daca D are capete finite si inchise).

Exemple:
1) Fie functia f:[-3,3] = R, f(x) = x3 — x2.
Functia este derivabila pe [—3,3], derivata fiind data de f'(x) = 3x? — 2x, (V)x € [-3,3].

Ecuatia f'(x) = 0 are in [—3,3] solutiile x, = 0,x; = g Tabelul de variatie al functiei f este:

x| =3 0 2 3
3
f'(x) + + 0 - - 0o+ +
f(x) | —36 7 0 N 2 2 18
27
(M) (m)
Din tabel, rezulta cad extremitatile intervalului sunt puncte de extrem global, adica x = —3 este

punct de minim global, x = 3 este punct de maxim global, in timp ce punctele critice din interiorul
intervalului sunt puncte de extrem local si anume x, = 0 este punct de maxim local iar x; = geste
punct de minim local.

2) Fiefunctia f:[-1,1] > R, f(x) =2 — xg.

Functia nu este derivabila in x, = 0, derivata functiei fiind datd de f'(x) = — il , W)x €

3x3

[—1,1] \ {0}. Tabelul de variatie al functiei f este:

X -1 0 1
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£ o+ - -
fx) 1 7 2 N 1
(M)
Din tabel, rezulta ca extremitatile intervalului x = —1 si x = 1 sunt puncte de minim global.

Punctul x, = 0, desi nu este punct critic, este punct de maxim global al lui f pe [—1,1].

Trebuie atrasa atentia elevilor asupra faptului ca un punct de extrem global poate fi si punct de

discontinuitate. De exemplu, functia

—, x€[01)

fi[0,1] > R, f(x) =<3"¢ are un punct de minim global in x = 1, care este

x—1
1
;, x=1

punct de discontinuitate de speta intai.

Multi elevi intampina dificultati in determinarea punctelor de extrem ale unei functii. Acest
lucru se datoreaza gradului sporit de complexitate, etapele de lucru necesitand aplicarea multor

cunostinte studiate anterior, cum ar fi:

— identificarea si rezolvarea conditiilor de existentd pentru a determina domeniul maxim de
definitie al unei functii;

— cunosterea derivatelor functiilor elementare, a functiilor compuse, a functiilor inverse si a
regulilor de derivare;

— determinarea semnului unei functii;

— studierea derivabilitatii unei functii intr-un punct;

— calculul limitelor de functii;

— calcule numerice;

— cunosterea notiunilor teoretice referitoare la rolul derivatelor in studiul functiilor.

Este foarte important sa se precizeze elevilor ca determinarea punctelor de extrem sau a
intervalelor de monotonie reprezintd o modalitate utila si incurajatoare de a reactualiza notiunile
studiate anterior.

Un punct dificil in finalizarea exercitiilor il reprezinta si interpretarea datelor din tabelul de
variatie (completat) al unei functii. O solutie ar fi ca inainte de a trece la rezolvari de probleme,
(prin intermediul instrumentelor TIC) aldturi de tabelul de variatie sa fie prezentat si graficul

functiei, astfel incat, intuitia sa devind un instrument util in intelegerea notiunilor. Avantajul
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didactic al utilizarii desenului este de necontestat, acesta concentrand informatia si eliminand
exprimadrile greoaie din limbajul de specialitate. Prin aceasta asociere se verifica faptul ca proiecta
graficului pe axa Ox este domeniul maxim de definitie, prezent si pe prima linie a tabelului, iar
proiectia pe axa Oy reprezinta imaginea functiei, continutd in intervalul marginit de extremele
globale. Doar dupa depasirea acestui obstacol profesorul poate trece la rezolvari de exercitii si
probleme.

Este esential ca profesorul sa propuna exercitiile gradat in ceea ce priveste nivelul de
dificultate, pornind cu studiul functiilor elementare (polinomiale, rationale de diferite tipuri, etc),
ale caror tabele se completeaza usor, pot fi ,.citite” si ,,traduse” lesne in: intervale de monotonie,
puncte si valori extreme, marginire, imagine, inegalitati, semn, etc.

Foarte instructiva este reluarea studiului functiilor elementare, pentru ca proprietatile acestora
demonstrate cu instrumentele algebrei sa fie evidentiate si cu ajutorul derivatelor.

Se impune un numar suficient de mare de exercitii lucrate in clasa, prin care sa se evidentieze
avantajele metodelor oferite de derivate, astfel incat elevii sa le inteleaga si sa le stapaneasca.

Se pot prezenta exemple practice din diferite domenii care justifica necesitatea studiul acestor
functii si a proprietatilor lor, aplicatii directe ale rezultatelor teoretice privind determinarea
punctelor de extrem ale unor functii reale de o variabila reala:

— rezultate imediate in studiul unei functii: puncte si valori extreme, marginire, imagine,
grafic, inegalitati, semn, obtinerea unor inegalitati;

— cu ajutorul functiei atagate unui sir de numere reale putem rezolva mai usor problemele de
monotonie, marginire si convergenta a sirurilor. Utilizarea unei functii pentru studiul unui sir ofera
avantajul utilizarii derivatei si a tabelului de variatie;

— proprietatea de medie a unei integrale definite ofera o modalitate prin care putem determina
valorile minime si maxime ale unei integrale definite fard a o calcula: se determina valorile minime
si maxime ale functiei (continue) de sub integrald pe intervalul de integrare: m < f(x) <
M, (¥)x € [a,b] si prin integrare inegalitatea se pastreaza, adicda m(b — a) < f: f)dx <
M(b—a);

— unele inegalitati din algebra, trigonometrie, care cu ajutorul metodelor elementare ar fi fost
greu de probat, se pot obtine din studiul unor functii;

— determinarea valorilor optime (adicd minime sau maxime) sunt deosebit de importante si

Tn diferite sectoare ale economiei;
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— unele probleme din geometria plana, geometria In spatiu sau cea analitica ce vizeaza studiul
unor distantelor, arii, volume, in conditii date se reduc la determinarea (constructia) si studierea
unei functii;

— numeroase probleme din fizicd opereazd cu marimi variabile pentru care este util de
cunoscut anumite valori de maxim sau de minim (optime) in conditii impuse;

— 1n aproape toate activitatile noastre problemele de optimizare au devenit de uz curent, deci
regasim probleme din viata cotidiana rezolvate cu ajutorul functiilor derivabile.

Analiza matematica este o 0 ramura a matematicii mai greu accesibila elevilor, datorita faptului
ca aprofundarea notiunilor specifice necesitd un intelect ridicat si exersarea unor algoritmi speciali
(care, in genereal, au un grad ridicat de dificultate). Aceastda abordare poate oferi o perspectiva
noud elevilor, mai atractiva.

Asemenea exemple pot contribui la 0 mai buna intelegere a notiunilor prevazute in programa
scolard. Astfel vom oferi elevilor posibilitatea de a aprofunda si clarifica anumite nofiuni
matematice, asigurand astfel o mai buna pregatire in vederea sustinerii examenului de bacalaureat

si a admiterii Tn invatamantul superior.

Aceastd abordare interdisciplinara de rezolvare a unor tipuri de exercitii si probleme ofera

Totodata, rezolvarea problemelor de extrem constituie momentul propice pentru ca elevii sa
inteleagd ca rezultatele oferite de analiza matematicd sunt solide, captivante si ofera metode de

lucru elegante, simplificand rezolvarea.

Nu in ultimul rand, acesta abordare interdisciplinara se materializeazd intr-un raspuns la
intrebdrile (rostite sau nu, dar sigur ridicate) de genul ,La ce foloseste matematica?”, ,,Este

matematica atat de importanta?”, ,,Voi putea utiliza practic notiunile din programa?”.
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