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1. PROBLEMA LUNII AUGUST 2017

MATEINEORO

Prove that in any triangle ABC is true the following inequality

secéthgé secE+th secE+th
3 1+ctgZé 1+ctng 1+ctngj+32 2 2, 2 2,2 2
64 2 2 2 sin A sSinB sinC

Proposed by Kevin Soto Palacios, Huarmey, Peru

If you solve the problem, you can post your solution sending it by email to
revista@mateinfo.ro .

Deadline 01.09.2017.
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2. SOLUTII - PROBLEMA LUNII IULIE 2017
Prof. Biro Istvan

“Fie P un punct oarecare pe diametrul (AB) al cercului C(O,r) si R un punct exterior cercului
astfel ca PR L AB si PR = BQ. Tangentele la cerc din punctele A, B, R determind punctele E, F, H,
D, C conform figurii alaturate si notam cu S proiectia lui R pe BH. Aratati ca:

a) AC, BD, FH si PR sunt concurente in punctul G ;
b) patrulaterul DGCS este inscriptibil ;
C)EF=2r."”

_— :
/ / \
.’.-’
| \/

-

Solutie:
a)l.este un caz particular al teoremei lui Newton (Revista Electronicd Mateinfo.ro — lanuarie
2010, pag.21-22)

not
2.Notam {G} = PRNAC si din AACE isoscel avem evident DR =GR =CR =k, adica
R este centrul cercului C( R,k), circumscris triunghiului DGC.

% r . -
/ ) Y \ )
N , \
R - *
— ¥ '47.-/f . \\;I\ va/
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m(Gc)

Din m(GC) =2« , unghi la centru in C( R k), rezulta ca m(GDC) = =a, dar pe

m(BC)

de alta parte o = = m(BDC) , unghi Tnscris Tn cercul C( O,r), ceea ce aratdi ca G e BD .

Pentru a arita cd F, G, H sunt colineare notam {Xl} =FH NAC, {Xz} =FH NBD si

avem:

3

AX,F)=m(HX,C) XF  AF

(
m(FAX,)+m(HCx, |=180"|  X:H HC
(

m(DX,F)=m(HX,B) . ng VIV
m(FDX, |+ m(HBX,)=180"| ~ X;H HB

AF = DF
HC = HB

b)Este suficient sa ardtim cd RS =K, ceea ce rezulta din:
BQ? =PR*=2r-BP =2r(r+OD) (teorema catetei)
OR? =r*+k* =0D? + PR?
r*+k*=0D?+2r(r+0D)
k?=0D?%2rOD+r? =(r£OD)’ = BP?

= RS =BP =k.

c)Din PR || AE avem:

EF _FH _AB 2 L EF-or

GR GH BP GR
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ALTE SOLUTII:

1) Prof. Constantin Telteu

a) Notam OP =p si avem:

PQ=4/r?—p? (cut. luiPitagorain AOPQ );

BQ=/PQ7+PB? = \Jr*— p?+(r—p)’ = f2r(r—p) = PR ;

RD? = RO? —OD? = RP? +OP?—0D? = 2r(r— p)+ p* —r* =(r— p)2 =RD=r-p;

RD=PB=RS=RC=r-p.

A

Fie {G} = ACMBD si {L}=ADPR . ADRL este isoscel (are doud unghiuri congruente),
deci RL=RD=RC=r—-p .

Demonstram acum ca L e BC .

Fie {L} =PRNBC = SBL'=PL'C=RCL'= ARCL"isoscel = RC =RL". Deoarece avem
si RC=RL:>RL=RL':>LEL':ADﬂBCﬂPR:{L} .
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Deoarece AC,BD,PL sunt inaltimi in AABL , ele sunt concurente, si deci,
{G}=ACNBDNPR.

Mai trebuie ardatat ca G € FH .( Demonstratia dupad ideea domnului profesor Gigel Marga)

Pentru aceasta consideram cazul mai general al patrulaterului ABCD 1inscris intr-un cerc si
tangentele duse la cerc prin varfurile patrulaterului. Ele formeaza un alt patrulater
(circumscris cercului). Aratam cd diagonalele patrulaterului circumscris contin punctul de
intersectie al diagonalelor patrulaterului ABCD (vezi figura urmatoare).

Fie {G}=HFmAC si {G'}= HF NnBD .
Avem:

m(HBG '): m(RDG ')=180” —m(FDG '):>sin HBG ' =sin FDG'
m(GAF) - m(GCR) ~180 —m(HCG):>sin GAF =sin HCG

Ay BG-HB-sinHBG' BG'HB

Awe  DG'FD-sinFDG' DG'FD | HB _HG' n
Ay BG“HG'sinBG'H BG-HG'| FD FG'

Aws FG-DG'sinFG'D FG"DG'

Ace HC-CG-sinHCG HC-CG
A AG-AF-SiNGAF AG-AF | _HC _HG @
Ace HG-CG-sinHGC HG-CG| AF GF

Awr  AG-GF -sinAGF  AG-GF

Din (1) si (2), tinand cont ca HB _HC obtinem: £=E:>G =G'=>GeFH .
FD AF FG' FG
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Deci: {G} = ACABDNPRAFH.

Bonus: Punctele L, I, E sunt coliniare.

Dreptele AB, FH si DC sunt concurente.
Demonstratie: Deoarece
ADNCB={L}
DF NBH = {1}
AFNCH ={E}
{G} =ACNBDNFH
punctele L, I, E sunt coliniare.

= (cu teorema lui Desarques pentru triunghiurile AFD si CHB) cd

Deoarece:
ADNBC = { L}
FDNHC = {R}

e . ) = (cu reciproca teoremei lui
AF nBH :{Pw} punctul de la infinit al directiei dreptei LR

L,R,P, coliniare
Desarques pentru triunghiurile ADF si BCH) ca dreptele AB, FH, DC sunt concurente.

b) m(GDL) = m(GCL) =90 = GCLD este inscriptibil, centrul cercului circumscris
lui este R, deoarece este egal departat de trei varfuri ale patrulaterului si, in plus,

GR=RL=r-p.

Deoarece RS =RC = S apartine cercului circumscris patrulaterului DGCL, deci si
patrulaterul DGCS este inscris in acelasi cerc.

GR_BP TP P re_y
FE BA FE  or

€c) AHGR ~ AHFE =
2) Prof. Pacurar Cosmin

Am considerat cercul ¢(0, r) in sistemul cartezian xOy cu A(0,r),B(0, —1),0(0,0),P(0, —a) unde
o>0, cu R in cadranul 4. €(0,r):x? + y? = r?

a)QP2=r? — a2:>QP=m:>Q(m, —O().

BQ? =

(r—o)? +r? — a?=2r(r — a)=>BQ=/2r(r — a)=PR=>R(\/m, —a),S(m, —r).
C(0,1):x?>+y?=r?

Fie M(x, yOE C(0,r)=x; = +4/12 — yZ, y, = +/r2 — x2.

Tangenta in M la €(0, r) are ecuatia t:x(X + y;y = r2.
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Consideram M 1in cadranul 1 sau 4 sau pe (Ox ,ne intereseaza tangentele in C si D,deci M este unul
dintre aceste puncte.

tx/12 —y2 + yiy = r2 i xx + +4/r2 — x2y = r2.
Tangenta in C la (O, r) are ecuatia t¢:XcX + ycy = r’SteiXcX — /rz —x2y =12

R(VZF(F_O‘)’_O‘)EtC:> V2r(r — o 'wfrz_Yé_YCOC:Fz:M/M' /FZ—Y(Z: =r?+

yca=
yé (o + 2r(r — @))+2r¥yca + r?2ra—r?) = 0

—r?oa-r(r—o)/2r(r-a)

—r?a+r(r—o),/2r(r—a) ¢i

I =93 _ 33 _ _
A" =2r°(r — a)® =2yc = P orat2r? ,analog yp = 0% —2rat2r2
_r3J2r(r-a)-ra(r-a)
Xc = aZ—2ra+2r2 !
r2y/2r(r—o)+ra(r—o)
Xp = aZ—-2ra+2r?
X y 1
. 0 r 1
AC: =0
r2y2r(r-o)-ra(r-a) -rZa+r(r—o)/2r(r—o)
aZ-2ra+2r? aZ—-2ro+2r?
X y—r 0
0 r 11 -9
r2/2r(r-a)-ra(r-o) -réa+r(r-o)/2r(r-o) _ 0
o2—2ra+2r2 aZ2—2ra+2r2 r
PR:y=—a
Xg —a—r 0
Fie ACNPR={G}=> 0 r H-o0>
r2/2r(r-o)-ra(r-o) -réa+r(r-o)./2r(r-a) _ 0
o2—2ra+2r2 a2 —2ra+2r? r
(r,/Zr(r—a)—a(r—oc))(oﬁr)
X6 _(I‘—O()w/ZI‘(I‘—(X)+O(2+ZI‘2—I'(X1YG - a
0 -r 1
r2\/2r(r—-a)+ra(r-o) —rZa+r(r—-o)./2r(r-o) 1
B,D,G coliniare & a?-2ra+2r? a?-2ra+2r? =0
(rw/Zr(r—a)—a(r—a))(a+r)
(r—a){/2r(r-a)+a2+2r2—-ra —a 1
0 -r 1
r2/2r(r—o)+ro(r—o) —r?a+r(r-o)/2r(r-a)+ro?-2r?a+2r3
aZ-2ra+2r? aZ-2ra+2r? = 0=

(1\/ 2r(r—a)—a(r—a))(oc+r)
(r—a)/2r(r—a)+a2+2r2-ra

(r-a)y/2r(r—a)+ra?-3r2a+2r3
(r—o) (rz,/Zr(r —a) + ra(r — oc)>=r r(:a)\/%izzﬁiﬁmr . (rw/Zr(r —a) —a(r— a)) (a+
r)

ery2r(r— o) + alr — a)= 2r(r-a)atr : (rw/ 2r(r— o) —a(r — a)) (a+r)e

(r—a)/2r(r—o)+a2+2r2—ra

—a+r 0
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(rw/Zr(r —a)+a(r— oc)) ((r —a)/2r(r—a) + a? + 2r? — ra) = =(\/m —a+
Zr) (rw/ 2r(r— o) —a(r— (x)) (a+nNe

2r?(r — o)? + r(o® + 2r?2 —ra)/2r(r — ) + a(r — )%y 2r(r — ) + a(r — a)(a® + 2r? —ra) =

= 2r2(r? — a?) — a(r? — o®)y/2r(r — @) + r(a + r)(2r — @y/2r(r — o) — a(r? — ) (2r— o) &
(r—a) (2r3 — 2r2a+ o3 + 2r2a — ra®) + (r(o? + 2r2 — ra) + a(r — @)?)/2r(r — a) =

=(r — ) (r + )(2r? — 2ra + o®)+(r(a + 1)(2r — @) — a(r2 — o2))y/2r(r — e

(r—a) 2r3 + o3 —ra?) + (2r3 + o — ra?),/2r(r — a) =

=(r—a) 2r3+a®—ra?)+ 2r3 + a3 — ra?)./2r(r — a),care este adevirati =GeBD

x y 1
RC:|xg yr 1|=0,BS:;y=—r,RCNBS={H}=yy = -,
X¢ ye 1
XH -r 1

V2r(r—a) - -0
r2y2r(r—a)-ra(r-a) —rZa+r(r—o)/2r(r-o) 1

aZ—-2ra+2r? o2=2ro+2r?
Xy — +/2r(r — a) a—r 0f
2r(r — a) - 1|z0=

r%/Zr(r—a)—ra(r—a)_\/m —r2a+r(r—a)1/2r(r—a)+a 0

aZ-2ra+2r? aZ-2roa+2r?
o= F7=0) (<=5 )« (R e ) o
V2r(r— a)) -(a(r —a) —ry2r(r— (x)) =(r—a) (ra + (r — o)/ 2r(r — a))(:)

Xy :(r—oc)(roc+(r—a)1/Zr(r—oc)) + \/m'{:)XH _ r(r—a)(a—2r+\/2r(r—ot)).
a(r—o)—ry/2r(r-a) a(r—a)—ry/2r(r-a)

Xy —
Xyg —

x y 1
RD:[xg Yr 1| = 0,AE:y=rRDNAE={F}=yp =T,
Xxp yp 1
XF r 1

V2r(r— o) —a 0o
r2/2r(r—a)+ra(r-a) -r?a+r(r—o)/2r(r—o) 1

aZ2=2ra+2r?2 o2—2ra+2r2

Xp —+/2r(r — a) r+a 0

V2r(r— o) —a 1|=0&
r2 /2r(r—a)+r(x(r—o()_\/m _r2(x+r(r—a)\/2r(r—ot)+a 0

aZ=-2ra+2r? o2—2ra+2r2

_ 2 _ — 2 _ —
(e =G = Q) (TR o) = (PRSI - BG0) e
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(XF —2r(r— oc)) -(cx3 —2ro?® + r?a 4+ r(r — o)/ 2r(r — a)) = (—(r —a)?/2r(r—a) +
r(oc2+2r2—rot—(r—oc),/2r(r—a))
a(r—a)+r/2r(r—a) '

r(a2+2r2—ra— (r—a)m)
a(r—ot)+rm
(rm—a(r—a))(a+r)
(r—ot)m+a2+2r2—roc
r(r—a)(a—2r+\/M)
a(r—ot)—rm

r(r—(x)(a2+2r2 —ra—(r—a)y/ Zr(r—a)) 21"<1”\/ 21"(1”—0()—0((1‘—0()>(0(+1‘) 4 r(r—a)(r+o) (a—2r+1/ 2r(r—a))
=1

ro(r — a)) = (r+ Q)exg =

F,G,H coliniare< —a 1|/ =0e

a(r—o)+ry/2r(r-oa) N (r—a)y/2r(r—a)+a2+2r2-ra a(r—a)-ry/2r(r-a)
(a2+2r2—ra—(r—a)w/Zr(r—a)) (r+a)(a—2r+w/2r(r—a)) 3 Zr(r\/2r(r—a)—a(r—a))(oc+r)
I’(I‘ - 0() a(r—a)+ry2r(r-a) + a(r—a)-ry/2r(r—a) - (r—a)/2r(r—a)+a2+2r2-ra g

(r — o) <a2+2r2—ra—(r—a)‘/2r(r—a) n a2—2r2—roc+(r+oc)1/2r(r—oc)) _ Zr(rv 2r(r—oc)—a(r—ot))(ot+r):>
a(r—a)+ry2r(r-a) a(r—a)-ry/2r(r-a) - (r—a)/2r(r—a)+a2+2r2-ra

—202 (r—00)?+ 202 (r— )y 2 (r— ) — 41321 (r—o) + 41 (r—a)_z(r"'a)(r‘/ Zr(r‘“)‘“(r‘“))@
(r+a)(2ra—az-2r2) _(r—a)w/Zr(r—a)+a2+2r2—ra

(a®r — a3 — 2r3) (0( —r++2r(r— a)) ((r —a)y/2r(r — ) + o? + 2r? — roc) =

= (r+ a)?Q2ra — a? — 2r?) (rw/Zr(r —a) —a(r— oc)) s

(a —r+42r(r— a)) ((r —a)y/2r(r—a) + a? + 2r2 — roc) =(r+ a) (r,/Zr(r —a)—a(r— a))(:)

—a(r—a)(r+ o)+ (r? + ra)y/2r(r — o) = —a(r — a)(r + a) + r(r + «)4/2r(r — ),care este

adevarata=>GeFH
Din ACNPR={G}, GeBD, GeFH=AC,BD,FH,PR sunt concurente n punctul G.

b)Cu formula distantei obtinem

a?-2ro+2r? (r—-o)y/2r(r-a)+a2+2r2-ra a?-2ra+2r?

2
GD= <r21/2r(r—a)+ra(r—oc) _ (rV 2r(r—a)—oc(r—oc))(oc+r) ) + (—r2a+r(r—a)\/2r(r—a) n a)z

CD= r2/2r(r—-a)+roa(r—a) _ r2,/2r(r—a)-ro(r—-a) 2 + —rZa+r(r—o)/2r(r-a) _ —rZ2a-r(r—-a)/2r(r-a)
- aZ—2ra+2r?2 o2—2ra+2r2 o2—2ra+2r2 o2—2ra+2r?
2r(r—a)

vVaZ-2ra+2r2

a?—2ro+2r? (r—a)/2r(r-o)+a2+2r2-ra a?-2ra+2r?

2
GC= <r2‘/2r(r—(x)—roc(r—a) _ (r\/ 2r(r—ot)—ot(r—a))(a+r)> n (—rza—r(r—o(),/Zr(r—o() n a>2

10
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2
(rw/Zr(r—a)—a(r—a))(a+r)

- / — — _ 2

GS < Zr(r O() (r—a),/Zr(r—a)+a2+2r2—ra) +( r+a)

CS:\/(\/m _ rz,/2r(r—c¢)—roc(r—c¢)>2 " (—I‘ _ —rza—r(r—a),/Zr(r—cx)>2 _

o2—2ra+2r2 a2—2ra+2r2

_ 2r(2r—a—\/2r(r—a))_ 2r
=r-o a?-2ra+2r? =r-o \/ 2r—a+2r(r-a)

GD?+CD?-GC(C?
2GD-CD

GS%+CS?-GC?

si cos(XGSC) = SGS.CS

Cu teorema cosinusului obtinem cos(<GDS) =

GD?+CD?-GC? _ GS?+CS*-GC?  GD?+CD?*-GC? _ GS?+CS?-GC?

C0s(£GDS) = cos(4GSC) < 2GD-CD 2GSCS GD-CD - GS-CS

care este adevarata

= €0s(xGDS) = cos(xGSC)si tinand cont ca functia cosinus este injectiva pe (0, )=

M(xXGDS) = m(xGSC)=DGCS inscriptibil.

x y 1
c)RC:[xg Yr 1| = 0,AF:y=r,CRNAF={E}=>yg =,
Xc Yo 1
XE r 1

V2r(r—a) - -0
r2/2r(r—a)-ra(r-a) -rZa+r(r—o)/2r(r-o) 1

aZ—-2ra+2r? o2 —=2ro+2r?

Xg —+/2r(r — a) r+ o 0
V2r(r— o) - 1|z0
r2\/2r(r-oa)-ra(r-o) _ \/m —r?a+r(r—o)/2r(r—o) +a 0

aZ2=2ra+2r? o2—2ra+2r2

.2 _ — 2 “o)— _

(e = V2rG =) (TR (S VG- D) o
_(r+oc)(r—oc)(—ra—(r—ot)\/2r(r—ot)) —_— _(r+ot)(—rot—(r—(x),/Zr(r—ot)) —_——

XE = a(r—a)2-r(r—a)/2r(r—a) + 21‘(1‘ N OO@XE B a(r—a)-ry2r(r-o) + ZI‘(I‘ N O()<=>

_ —r(a?+2r?—ra)-r(r-a)y 2r(r-a)
a a(r—a)—-ry2r(r-o)

XE

—r(a?+2r?-ra)-r(r—-a),/2r(r-a) _ r(a?+2r?-ra)-r(r—a)/2r(r-o)

EF=|xg — xg| =

a(r—a)-ry/2r(r—a) a(r—a)+ry/2r(r—a)
-r —(a?+2r?—ra)-r(r-w)/2r(r—a) _ (a?+2r2-ra)-r(r-a)y/2rr-a)| _ |—2a(r—a)(oc2+2r2—r0£)—4r2(r—ot)2 _
- a(r—a)-ry2r(r—-o) a(r—a)+ry/2r(r—a) - (r-a)(r+a)(2ra—az-2r2) -

—a3-2r?a+ra?-2r3+2ria

2r2a—ro?-2r3+2ra?—-a3-2r2a

—a(r—a)(a?+2r2—ra)-2r?(r-a)?
(r-o) (r+a)(2ra—a2-2r2)

=2r|

_ | —a(a?+2r?—ra)-2r?(r-a)|_
(r+a)(2ra—az-2r2)

ra?—a3-2r3

=2r = 2r.

raZ—a3-2r3

11
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3) Prof. Buzea Gabriela, Scoala Gimnaziala Nr. 56, Bucuresti

E
/
B H )
Fie G punctul de intersectie al dreptelor AC si FH.

Notim m(«FAC) =22 =,

m(«ACR) =429 =y,

m(xGCH) = 180° — u,

m(XAGF) = m(XHGC) = t.

Aplicand teorema sinusurilor obtinem urmatoarele relatii :
~ . . FG AF FG sinu
-in trlunghlul AFG, Sin(XFAG) ~ sin(<AGF) AF _ sint ' ( )
I . GH HC GH HC GH _ sinu
-in triunghiul GCH, SIn(#GCH) _ sin(&HGC) . sin(180°—w) _ sinc . HC _ s’ 2)

. .. . . FG _ AF
Din relatiile (1) si (2) obtinem iy (3).
Fie G’ punctul de intersectie dintre dreptele FH si BD.
m(aDBH) = "E2 = v = m(«G'BH) = v,
m(<FDB) = 180° — "= = 180° — ,
m(LFG'D) = m(xBG'H) =w,
Aplicand teorema sinusurilor obtinem urmatoarele relatii:
-1n triunghiul BG’H, — ¢ =— BH SN S.inv , (4).
sin(xG'BH) sin(¥BG'H) BH sinw
FG' FD FG' FD FG' _ sinv

-in triunghiul FG’D, = , (5).

= = = =
sin(«FDG') sin(«x FG'D) sin(1809-v) sinw FD sinw

12
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. .. . . FG' _ FD
Din relatiile (4) si (5) obtinem T (6).

FG'

G,H:>G=G’:>

Cum AF=FD si BH=HC,din relatiile (3) si (6) obtinem % =
AC N FH N BD ={G}, (7).

Fie T punctul de intersectie a dreptelor AD si BC.

Atunci avem egalititile m(«ATB) = 90° — m(«DAC) si

m(<DRC) = 180° — 2m(<RDC) = 180° — 2m(XDAC)
= 2m(XATB).

Cum avem si DR=RC, rezultd ca R este centrul cercului circumscris al triunghiului
TDC.

Dar, avem si ¢ m(<GDT) = m(XGCT) = 90°, deci TG este diametru Tn cercul
circumscris triunghiului TDC, de unde rezulta cd punctele T, R si G sunt coliniare.

Dar G este ortocentrul triunghiului TAB, deci RGLAB, dar si RPLAB, de unde rezulta
ca R, G si P sunt coliniare, (8).

Din relaaiile (7) si (8) obtinem ca AC N FH N BD N RP = {G} (q.e.d. (a)).

b)  Conform demonstratiei de la subpunctul a, R este centrul, iar TG diametrul cercului
circumscris triunghiului TDC, de unde avem ca RT=RD=RG=RC=a (raza cercului
circumscris triunghiuui TDC), (9).

In triunghiul dreptunghic QAB aplicand teorema iniltimii obtinem
QP?=AP-PB = QP?=r* -OP?, (10).

In triunghiul dreptunghic QPB aplicind teorema lui Pitagora obtinem QP?=QB%-PB?,
(112).

Din relatiile (10) si (11) obtinem r*+PB?=QB?+OP?, si folosind din ipoteza ci QB=RP
rezulta ca

r’+PB*=RP*+0OP? (12).

In triunghiul dreptunghic RPO, aplicand teorema lui Pitagora obtinem RP*+OP?*=R0O?,
(13).

Din (12) si (13) obtinem r*+PB?*=R0? (14).

Din DO.LREF rezulta ca triunghiul RDO este dreptunghic, si aplicand teorema lui
Pitagora obtinem ci r*+a’=R0? (15).

Din (14) si (15) rezulta ca PB=a, dar RPBS este dreptunghi, deci si RS=a, (16).

Folosind (9) si (16) obtinem ca RT=RD=RG=RC=RS=a, deci punctele T, D, G,C s1 S
sunt conciclice, de unde rezulta ca patrulaterul DGCS este inscriptibil,(g.e.d.(b)).

13
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¢) In trapezul dreptunghic ABHF, BH || PG || AF = HO _BP_HG_BP , (17).

GF PA HF AB

Din GRIIFE, obtinem cf. T.F.A. ci AHGR~AHFE :g = % , (18).

Din (17) si (18) obtinem ca % = % , s cum BP=GR=a, obtinem ca AB=FE.

Dar AB =2r, deci si EF=2r, (q.e.d. (¢)).

4) Prof. Cojocaru Petru, Romani - Neamt
P G Q I
A
B H J S § £5

a) AC, BD, FH si PR sunt concurente in punctul G ;

Fie I, ADNBC={1}. In AABI, G este ortocentru, de aici avem concurenta dreptelor AC,BD si
PR. Réamane de aratat GE FH. Sa urmarim demonstratia. FA=FD si HB=HC (tangente dintr-
un punct exterior la cerc) dar si <DAF=<ADF=<ABD=<ACD=<RDI=<DIG precum
si <CBH=<HCB=<BAC=<BDC=<RCI=<CIG (au ca masura jumatatea arcului AD
respectiv BC opuse la varf, patrulaterul DGCI este inscriptibil) dar si <DAC=<DBC=
<DCR=<CDR.

AFDK este isoscel pentru ca <FDK=<FKD (au complemente congruente in AGDI respectiv
n AABK) de aici AF = FK = FD. (1)

La fel pentru AHCJ de unde BH = HJ = HC. (2)

Cum AE[IPRIIBH (toate perpendiculare pe AB) si secantele AB, BK, AJ, EH si FL,
avem =K -2 _ RE_ XF (3)
PB GB G] RH RL
Din asemanarea AAGK ~ ABGJ (< GAK = <GJB si <AGK = <JGB) notam:

< GAK =<GJB, LA, Raportul K simplificat cu 2 devine(urmarim desenul) B de
GJ] BJ BJ AF

aici AAGF= AJGH (cazul II de asemanare a triunghiurilor)de unde <AGF = <JGH, mai mult,
unghiurile respective sunt opuse la varf si G € FH. (g.e.d.)

14
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b) Patrulaterul GDIC este inscriptibil (<GDI = <GCI unghiuri drepte si opuse in patrulater)
unde Tntdlnim <RDI = <RID si < RIC = <RCI de unde rezulta ARDI = ARID isoscel
precum si ARCI isoscel si foarte important R este centrul cercului circumscris patrulaterului
GDIC.

Consemnam RG=RD=RI=RC (4) raze ale acestui cerc.

Mai trebuie ardtat cd s1 S € Crrc). Pentru aceasta sa acceptdm urmatoarea ;

Propozitie. Intr-un triunghi bisectoarea unui unghi si mediatoarea laturii opuse se
intersecteaza pe cercul circumscris triunghiului. (Reciprocele propozitiei sunt adevarate).

Fie AADK si mediatoarea FM a laturii AK, unde M este intersectia acestei mediatoare cu
cercul circumscris triunghiului ADK (intuim doar) de unde rezulta (DM bisectoarea
unghiului ADK. Unghiul ADK este opus la varf cu unghiul GDI si DM contine bisectoarea
unghiului GDI, mai concret (DS este bisectoarea <GDI

Cum GR =RI din (4) si SRLBHLGl =S € CrRrc) (conform propozitiei de mai sus).

Punctele C, G, D, |, S fiind conciclice, cerinta b) este stabilita.

PA_GK_%_RE E_E_ﬂ

c) Din AFRE ~ALRHsi 3)avem —=—=—= —= —=—=
: PBT GB G RH RL HL GH

retinem EF = H;;;F (5)

Tn AFHL cu GRIIHL (teorema lui Thales) avem <& = £5 = & g ajci HL = &2
HL FH FL FG 3

introducem in (5), astfel EF == """~ iar dupa simplificare EF =% (6)

o . GF ..
La (3) atasam si raportul o (FH fiind acum secanta paralelelor)
GF _PA _ GK _ GA__RE _ RF

GH PB  GB 6] RH RL
GF _ PA _FH _ AB PB-FH

& — = — jlarAB= (7). Tn final PB = RS (laturi opuse in
GH PB GH PB HG

dreptunghiul BSRP) atunci si AB = EF (din (6) si (7)) AB =2r deci EF = 2r.

Pentru frumusetea problemei; Punctele E, I, L sunt coliniare?

5) Prof. Mihai Miculita-ORADEA
SOLUTIA subpunctului a) al problemei:
Acesta este un caz limita a urmatoarei teoreme a lui Newton (v.Fig.1):

Fiind dat un patrulaterul circumscriptibil FSHR daca notam cu A,B,Csi D —
punctele de tangenta ale laturilor [FS],[SH],[HR] si respectiv [RF], cu cercul sau inscris
(O;r) si circumscris patrulaterului inscris ABCD, aunci punctele de intersectie ale

diagonalelor celor dou patrulatere coincid, adica: |(3)G;{G}=ACBDNFH SR ).

! In acest enunt al teoremei lui Newton, am pastrat notatiile din enuntul problemei lunii iulie-2017.

15
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Fig.2.

Tn cazul in care latura [AB] a patrulaterului inscriptibil ABCD este un diametru al cercului

(O;r) cercului circumscris lui, iar tangentele Tn capetele sale, la cercul (O;r) sunt fiind

paralele, punctul lor comun S —este "aruncat la infinit " si atunci avem: AF || HR || PR(L AB)

(v.Fig.2); iar dreptele AC, BD, FH si PR sunt concurente in punctul G.

16
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3. LIONESCU-R. WEITZENBOCK, E. JUST-N. SCHAUMBERGER
AND
ISOPERIMETRIC INEQUALITIES

by Neculai Stanciu, Buziu

“It is possible for several researchers to obtain the same results
almost at the same time or for someone to rediscover what had
been discovered by others before.”

lon lonescu (1870-1946)

Romanian Mathematician and Engineer in his article “Errare humanum est”

published in Gazeta Matematica vol. XLVII, 1941, p.393

LetS be the area of a plane figure with given perimeter P .

e Isoperimetric inequality for triangle:
2

P
S <
1243

(where P is fixed).

Proof. P =a+b+c =constant.

AM-GM _ _ _ 3 4
1652 = P(P —2a)(P - 2b)(P-2¢) < P(P 2a+P32b+P 2cj =%@

PZ
1243

&S <

e Isoperimetyric inequality for rectangle:

17
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2

S< L (where P is fixed).
16

Proof. P = 2(a +b) =constant.

oM +h)’ P2
S3

S=ab < =—.
16

e Generalization: Isoperimetric inequalities for a n -sided polygon:
2
S< P

4ntan z
n

e lonescu-Weitzenbdck’ inequality: for any triangle with sides a,b,c and area S we

have

a2 +b? +c%>44/35.

Proof. P2 >1254/3.

a®+b® +c? Berg;mmw _P? > 1253 = 454/3.
1+1+1 3 3

e Just-Schaumberger’s inequality, i.e generalizations of Ionescu-Weitzenbock’

inequality: for any polygon with n - sides a,,a,,...,a, and area S we have

T
a’+a’+..+a’>4Stan—.

n
2 T
Proof. P° > 4nStan—.
n
Bergstrom (3, + @, +...+4a,)° P? _1 n n
a’+a’+..+a> > (3 *a, 1) =—>-.4nStan = =4S tan = .

1+1+...+1 n n n n

Remark. In all inequalities presented above — equality holds if and only if the polygon is

regular.

18
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4. JI CHEN FROM CRUX 1994
VS.
JI CHEN FROM IRAN TST 1996

(Collected from the internet)

by Neculai Stanciu, Buzau

“It is possible for several researchers to obtain the same results
almost at the same time or for someone to rediscover what had
been discovered by others before.”

lon lonescu (1870-1946)

Romanian Mathematician and Engineer in his article “Errare humanum est”

published in Gazeta Matematica vol. XLVII, 1941, p.393

1940. Proposed by Ji Chen, Ningbo University, China.
Show that if z,y,z > 0,

w

: 1 1 1), 9
2y +yz + 2z) G+’ T+ T Gra2)Z 1

1994
Crux v20n4, p. 108

19


http://www.mateinfo.ro/

REVISTA ELECTRONICA MATEINFO.RO ISSN 2065-6432 - AUGUST 2017 WM AMEVET01 (0N 1o

107

1940. [1994: 108] Proposed by Ji Chen, Ningbo University, China.
Show thatif x,v,z > 0,

1 1 1)9
> —

(x;y+yz+zx)((x+y}2 + (v +2)2 * (z+x)2) " 4"

Solution by Marcin E. Kuczma, Warszawa, Poland.
Writing vy +z=a,z+x =b and x + y = ¢, we have

_b+c-a

> , etc,

thus

- (b-c) a?-b?—-c?+2bc
Yz = ) = 4 , ctc,

and hence, in cyclic sum notation,
LN 2
Zyzz ZZ(c’.b.s—a )
Now assume a = b = ¢ without loss of generality; then
2bc — a® < 2ca - b® < 2ab - ¢?
and therefore, by Chebyshev’s inequality and the A.M.-G.M. inequality,

() (253w

1
a‘f

> —Z ((2bc -a?)- %)
(25

1/3
- ([12)" 1e2o1en

—Z (2bc — a?) -

The inequality follows.

Also solved (but not as neatlyl) by CHRISTOPHER J. BRADLEY, Clifton
College, Bristol, U. K.;, WALTHER JANOUS, Ursulinengymnasium, Innsbruck,
Austria; KEE-WAI LAU, Hong Kong; BEATRIZ MARGOLIS, Paris, France;
VEDULA N. MURTY, Maharanipeta, India; PANOS E. TSAOUSSOGLOU, Athens,
Greece; and the proposer. There were two incorrect solutions sent in.

Both Janous and the proposer note that the given inequality implies that

1 9
Y @R M

1 1
@tz
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where a, b, ¢ are the sides of a triangle of inradius v and circumradius R.
They put x = s — a, etc., where s is the semiperimeter of the triangle, which is
the same as Kuczma’s substitution! Then v + z = a, etc., and also

> yz=4Rr +7?

(e.g. item 15, page 54 of Mitrinovié, Pec¢ari¢ and Volenec, Recent Advances
in Geometric Inequalities), and (1) follows. This is an improvement of part
of item 5.9, page 173 of Recent Advances. Actually, (1) was the proposer’s
original problem, which also included the inequality
2 2 2

v Yy T 9

a2 Tpzt =g @
where ra, Ty, e are the exradii of the triangle; this follows immediately from
the inequality of the problem via the known relation

__ Ta(ry +7e)
JTote ¥ ¥era FTaty

etlc.

(2) improves the case p = -2 of an inequality of Janous given on page 195 of
Recent Advances.

% * * * *

1995
Crux v21n3, pp. 107-108
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1940. [1994: 108; 1995: 107] Proposed by Ji Chen, Ningbo University,
China.
Show that if x, v,z > 0,

(xy +yz +2zx) L + 1 + 1 )}9
(x+y)2 (y+2)? (z+x)?) 4~

1. Red-faced retraction by the editor.

Well, it doesn’t happen too often, but the editor was really asleep at the
switch this time! Sefket Arslanagi¢, Berlin, Germany, has pointed out that the
published proof by Marcin Kuczma [1995: 107]is fatally flawed. In particular,
the application of Chebyshev’s inequality is incorrect because the inequality
is the wrong way around. Below is what the editor hopes is a correct proof,
taken from the ones originally sent in. These may not have been done “as
neatly” as Marcin’s, as the editor unwisely noted on [1995: 107], but they
were certainly done “more correctly”! My apologies.

Marcin also apologizes, and has sent the editor two correct solutions
of this problem. Surprisingly, in the two months elapsed since the original

22
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solution appeared, no other readers seem to have noticed the error, prob-
ably because they have grown to take Marcin’s usual accurate and elegant
solutions for granted.

And, by the way, if anyone finds a “nice” solution of this problem, the
cditor would be interested to see it!

11. Solution by Kee-Wai Lau, Hong Kong.
Without loss of generality suppose that min(x, ) = z > 0. Let

§ = xX+y and t =2
22 22
It suffices to show that
1 452 -2t +2 +4s 9
(25+”(452 Tt 25+ 0)2 ) >3 ()

whenever 1 < t < s2, [Editor’s note. The calculations are:

x +yz+
254t = XEY XY XY hyzhax
zZ rd Z

and

452 =2t +2+4s _ Z’[(x +y)? - 2xy +22% + 2z(x + )]

(1+2s+£)2 (22 +xy +yz+2zx)2
2y +2)?+(z+x)%] [
T v+ 2)(z+x)12 (y+2)2 " (z+x)2)°’

and thus (1) is just the original inequality; furthermore

2
(x-9)220 = 4dxy<(x+y)? = t=%5%§3ﬂ_=32’

and min{x, v, z) = z implies that t = 1.]
For fixed s and 1 <t < 52 let

f(t)y =13 — (175 =65 — 2)t% + (165* — 3653 + 25° + 85 + 1)t

+325° —45% — 1253 — 52 + 25.

It is easy to check that (1) is equivalent to f(t) = 0. [Editor's note. (1) is
equivalent to

(25 +)[(L + 25 + )% +45%(4s% — 2t + 2 +45)] = 9s%(1 + 25 + 1)?,

which simplifies to f(t) = 0.] Now

’f 2
7 = 6t =2(175% — 65 - 2)

652 —2(17s2 —6s—2) = -4(7s°-3s-1) <0

1A
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for s = 1 [and thus f is concave down for s = 1]. Also

f(1)

3255 +125% — 4853 — 1652 + 165 + 4
4(s —1)(8s* +11s* -2 =55 -1) =20

1l

and .
f(s2) =265 —45% + 25 = 25(s2 = 1)2 2 0,

since s = 1. Hence forany s = 1, f(t) = O forall 1 < t < s2, and this
completes the solution of the problem.

* w * ¥ %

1995
Crux v21n6, pp. 205-207
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SOLUTIONS

No problem is ever permanently closed. The editor is always pleased to
consider for publication new solutions or new insights on past problems.

1940. [1994: 108; 1995: 107; 1995: 205; 1996: 321] Proposed by Ji
Chen, Ningho University, China.

Show that il &, y. =z = 0,
S| 1 T

(xy + yz + za) (\{“_ T )2 + (74 2)2 + (= + )/

9
Z —.
-4

Solution by Marcin E. Kuczma, Warszawa, Poland.

Let F' be the expression on the left side of the proposed inequality.
Assume without lass of generality # > y > = > 0, with i > 0 (not excluding
= = 0), and define:

A = (2o +2y—2Me— 2 y—2)+ 2z +y)°

B = (1/H)z(e4+y— 22)11la+ 11y + 22),
C = (e+yle+z)y+=)
D = (e4+y+zMet+y—22)+aly—z)+yle—z)+ (e —y)

E = (1/9)a+ y)=(x+y+22) (e +y—22)%
It can be verified that
CPAF =9y = (e —y)* (s + YA+ B+ C)+ (x + 20y + 2)D /2] + E.

This proves the inequality and shows that it becomes an equality only
fore =y=zandlore =y >0,z =0.

Comment.

The problem is memaorable for me! It was my “solution” [1995: 107]
that appeared hrst. According to someone’s polite opinion it was elegant,
but according to the impolite truth, it was wrong. 1 noticed the fatal error
when it was too late to do anything; the issue was in print already.

In [1995: 205] a {correct) solution by Kee-Wai Lau appeared. Mean-
while 1 found two other proofs, hopefully correct, and sent them to the ed-
itor. Like Kee-Wai Lau's, they required the use of calculus and were lacking
“lightness”, so to say, so the editor asked [1995:206] for a “nice” solution.
I hecame rather sceptical about the possibility of proving the result by those
technigues usually considered as “nice”, such as convexity /majorization ar-
cuments — just because the inequality turns into equality not only for
¥ = y = =, but also for certain boundary conhgurations.

In response to the editor's prompt, Vedula Murty [1996: 321 ] proposed
a short proof avoiding hard calculations. But 1 must frankly confess that 1 do
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not understand its final areument: 1 do not see why the sum of the first two
terms in [1996: 321(3)] must be non-negative. While trying to clarify that, 1
arrived at the proof which 1 present here.

This prool can be called anything but “nice”! Decomposition into sums
and products of several expressions, obviously nonnegative, and equally uely,
has the advantage that it provides a proof immediately understood and ver-
ified if one uses some symbolic calculation software (with some effort, the
formula can be checked even by hand). But the striking disadvantage of such
formulas is that they carefully hide from the reader all the ideas that must
have led to them; they take the “backeround mathematics” of the reasoning
away. In the case at hand 1 only wish to say that the equality | propose here
has been inspired by Murty's brilliant idea to isolate the polynomial that
appears as the third term in [1996: 321(3)] and to deal with the expression
that remains.

| once overheard a mathematician problemist claiming lack of sympathy
Lo inequality problems. In the ultimate end, he said, they all reduce to the
only one fundamental inequality, which is «? > 0!

1997
Crux v23n3, pp. 170-171

Remark. At Iran TST, 1996, the author is the same, i.e. Ji Chen, but, in the statement
instead of x,y,z >0 we have xy + yz+zx> 0.

So, x,y,z >0 becomes x,y,z >0, with at most one equal to zero.

e About Iran TST 1996 see the links:
https://nquyenhuyenag.wordpress.com/2017/01/06/iran-tst-1996/

http://web.evanchen.cc/handouts/SOS Dumbass/SOS Dumbass.pdf

https://gbas2010.wordpress.com/2010/01/11/inequality-23iran-1996-tst/
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5. GENERALIZAREA UNEI PROBLEME DATE LA OLIMPIADA
NATIONALA DE MATEMATICA 2017

Profesor : George-Florin Serban, Liceul Pedagogic”D.P.Perpessicius”, Braila

La faza nationala aolimpiadei de matematica 2017, la clasa a 8-a, a fost propusa
urmatoarea problema:Fie a,b,c,d €[0,1]. Demonstrati inegalitatea:

a b ¢ + d +abcd < 3.

+ +
1+b 1+c 1+d 1+a

in continuare vom generaliza aceastii inegalitate. Fie a,,a,,..a, €[0,1].S4 se

demonstreze inegalitatea: e S B . = B +aa,.. angn%zl

1+a, 1+a, 1l+a,  1+a, 1+a

Solutie: a<1,b<1=a-1<0,b-1<0,= (a-1)(b—1) >0,ab—a—b+1>0,= ab>a+b-1,(i).

&, % & A G A, azas) (a2,

1+a, 1+a, 1l+a,  1+a, 1+a 1+a,

al—ﬂ+a2—%+...+an %, <a - a1 2 a2—%+...+an—%, deoarece
1+a, 1+a, 1+a 2 2

a, €[0,l]]=>0<a <1=1+a <2

al—a1 2 az—%a.ﬁan—%Sal—%z_l+az—az+7a3_l+_.+an—%”_l,

Am aplicat inegalitatea (i) si am inmultit-0 cu -1.

_a1+a2—1+a2_a2+a3—1+m+an_a1+an—1: 2a, —a, —a,+1+2a,-a,-a,+1+..+2a,—a,—a, +1
2 2 2 2
2a,-a -a,+1+2a,-a,-a,+1+..+428, -3, -a,+1 _n
5 =

Dar

U S T U S e

Am aratat ca
1+a, 1+a, 1+aq, 1+a11 1+a1 2

Dar a,a,,..a, €[0,1], rezulta aa,..a, <1 (iii). Adunam inegalitatile (ii) si (iii) si
obtinem inegalitatea cerutd

& % &
1+a, 1+a, 1+a, 1+a, 1+a1

+3,a,..a, <— +1_ n;rz

Egalitatea are loc pentru a =a,=..=a, =1

n
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6. REZOLVARE SUBIECT GRAD II, BUCURESTI 2016

Profesori : Gheorghe Alexe , George-Florin Serban , Liceul Pedagogic, Braila

1) Se considera urmatoarea problema:
Daca A={a+bi|a,beN"}, atunci pentru orice ze A, exista neN" cu z"¢ A

a)Verificati pe doua cazuri particulare daca problema este adevarata .

b)Ce rol ar avea, inrezolvarea la clasa a problemei , studiul unor cazuri particulare?
c)Rezolvati problema data.

d)Anticipati doua dificultati pe care le-ar avea elevii inrezolvarea problemei.

e)Reformulati enuntul problemei, astfel ca noua problema sa poata fi rezolvata
folosind acelasi argument.

2)a)Sa se arate ca ecuatia x+In|x|=0 are o solutie reala unica X, €(0,1). Comentati

din punct de vedere metodic, dificultatile pe care le-ar putea intimpina elevii in
rezolvarea problemei .

) ) —————, daca, x = 0si(x # X,) )
b)Fie functia f:R\{x,}—>R, f(x)=4x+In|Xx| . Sa se studieze

0,daca,x=0
continuitatea si derivabilitatea functiei fin punctul x=0. Sa se determine punctele de

extem local ale functiei f.Precizati, in legaturacu Teorema lui Fermat, ce greseala ar
putea face elevii la determinarea punctelor de extrem ale functiei anterioare .

e
x+1 . . -
c)Sa se calculeze | :I > dx. Dati un alt exemplu de integral definita care sa
1 X"+ xInx
contina expresia si care poate fi calculata prin metoda substitutiei ( schimbarii
X+ Inx

de variabila).
3)Se considera urmatorul enunt :

Fie ABC un triunghi si P un punct situat pe cercul circumscris triunghiului.Fie L,M si
N picioarele perpendicularelor duse din punctul P pe dreptele AC, BC, respective
AB.Atunci punctele L, M si N sunt coliniare.

a)ldentificati cel putin trei notiuni geometrice ce apar in acest enunt si descrieti
modul cum le puteti introduce la clasa.

b)Demonstrati acest enunt folosind (eventual) mai multe metode .

c)Enuntati o (posibila) reciproca a acestui enunt.
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d)Decideti , cu justificare, daca urmatorul enunt este adevarat:

Printr-un punct P al unui cerc se construiesc coardele [PA],[PB] si [PC]. Pe fiecare

coarda ca diametru se constuieste cate un cerc .Atunci aceste cercuri se intersecteaza
doua cate doua in trei puncte (diferite de P ) coliniare .

Na)z=1+2i, z°=1+2i)°*=1+4i+4i° =1+4i—4=-3+4i¢ A, deoarece a=-3¢N".
z=1+i, 2°=QA+i)*=1+2i+i*=1+2i-1=2i¢ A, deoarece a=0¢N".
Analiza unor cazuri particulare ne spune daca problema este adevarata.

b) z=3+2i, 22 =(3+2i)°=5+12i, z*=(5+12i)>=-119+120i¢ A, deoarece

a=-119¢ N". Am studiat prin cazuri particulare cele trei cazuri posibile:
a<b,a=b,a>Dh.

c)Daca a=b, atunci z=a(l+i), z°=a’(l+i)*=a’(l+2i+i’)=a*(1+2i-1)=2a’%i¢ A,
deoarece partea reala a numarului este 0 , fals, deoarece trebuie safie natural nenul .
Exista n=2.

Daca a<b, atunci z°=(a+ib)>=a®+2abi+b’%*=(a’-b*)+2abi¢ A, deoarece
(a®*-b*) <0, deci (a®*—b*)eN", rezuta z°¢ A, exista n=2.
Daca a>b, scriem z sub forma trigonometrica r=+/a?+b?, a=rcost,b=rsint,

tgt:E,
a

t:arctg(g), z=r(cost+isint), z"=r"(cosnt+isinnt), (formula lui Moivre).
a

Cosinusul este negativ in cadranele 2si 3. Vom arata ca exista un numar natural

nenul n pentru care cosnt<0. Dar 0<E<1, dar functia arctangenta este strict
a

. b n .
crescatoare , deci arctgO<arctg—<arctgl, O0O<t< % O<nt< Tﬂ arat caexistaun
a

numar natural n nenul cu nte(%,sf), (din cadranul 2), %<nt<3—”,

4

T KV I &«

—<n<—, rezulta —-—>1,

2t 4t 44 2t

T /4 T . n n _

E>l’ t<Z’ adevarat deoarece O<t<Z’ deci z"=r"cosnt+risinnt g A,
deoarece

cosnt<0,r">0, r"cosnt<0, r"cosntgN".
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Alta metoda: Arat ca exista neN",ze A, z" ¢ A,a>Db,

2" =a, +ib, = (v/a® +b?)"(cos(n-arctg g) +i-sin(n-arctg g)), a, <0, cos(n-arctg g) <0,

Z<n arctg b <, Dar 0< b <1, dar functia arctangenta este strict crescatoare , deci
a

arcth<arcth<arctg1, 0<arctgg<z<z, 1<arctg£<£,aleg n=4,
a a 4 2 2n a n

Vs b =«
Z<arctg— <=,
8 a 4

arctg b € (Z , Z) < (0, E), deci Z< 4arctg b <, cos(4arctg R) <0, a,<0,z' ¢ A
a 8 4 4 2 a a

d)Unii elevi ajung saafirme ca problema este adevarata doar prin analiza unor
cazuri particulare. Alta dificultate ar fi analiza cazului a>b, folosind forma algebrica a

numerelor complexe , nu forma trigonometrica.Dificultati pot aparea in scrierea
numarului z" =a, +ib,.

Alta dificultate ar fi sa gseasca un n naturl nenul cu z" ¢ A sau sa arate ca exista n in cazul
a>h.

-Semnele lui sin si cos pe cadrane .Monotonia lui tg si arctg .

e)Putem reformula astfel :”Fie multimea A={a+bi|a,be N} C. Aratati ca
multimea (A,-) < (C,-), nu este parte stabila a lui (C,-), in raport cu operatia de
inmultire”.

Se foloseste rezolvarea problemei de mai sus, pentru orice ze A, exista ne N cu
"¢ A

Alta reformulare: Sa se dermine cel mai mic numar natural nenul astfel incat pentru orice
ze A, 2" ¢ A, intoate cazurile, a=b,a<b,a>b, unde A={a+bija,beN’}, Cazul 3)e
mai greu si comporta dificultati.

X+ In(=x), x € (—o0,0)

2)a) x+In|x|=0, g:R" >R, g(x)=x+In|x], g(x):{xﬂnx x € (0,0)

X+1

—,X € (-x,0)
g'(x) = X lim f (x) = —oo,lim f (X) = —o0, lim f (X) = oo, lim f (X) = —o0,
X+1 X—0 x—0 X—>0 X——0
— Xe (0’ OO), x<0 x>0
X
-1
. : . In(—x) . _x
lim f(x) = lim (x+In(=x)) = lim x(1+ ) =—c0 lim (1+T) = —00,
X—>—00 X—>—00 X—>—00 X X—>—00
X —00 -1
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0
X+1 1 +++++++++++ O-mmmmmmm e
» -
X —o0 -1 @ X, 1
o0
g'(x) ++ (e ++++t+
gX) | —o  cresc -1  descr —o0 Cresc 0 cresc 1 cresc
—o0 o0

XE(O,oo),g'(x):X—Jrlzo, |irng(X)=—oo,|img(X)=oo,gZ(0,oo)—)R, g continua, rezulta
X X—> X—>00

x>0

caexista X, €(0,0),9(x,) =0, dar g(1) =1, x, e(O,l),g(1)>0,Iing g(x) =—o0 <0, deci

x>0

X, €(0,1) este unic deoarece g este strict crescatoare pe (0,00) si deci este injectiva.

Dificultati:- explicitarea functiei g, -limita functiei in 0 si c. -Aplicarea teoremei pentru
functii continue pe un interval deschis si nemarginit.

—— Xe(-x,0
X+In(=x) €(.0)
b) f:R\{x,}—>R, f(x)= 1| , X € (0,0)\{x,}, X, €(0,1) , continuitatea lui f in
X+ Inx
0,x=0
x=0,
. 1 . 1 1 . .
[,(0)=lim———=—=0,1,(0) =lim =—=0,f0)=0, lim f(x)= f(0), deci
20 X+In(=x)  —oo 20 X+1In(x)  —oo X0

f este continua in x=0. Studiem derivabilitatea lui fin x=0.

_x+1
X ye(w
CETE A
£1(x) = :i,x=0

x+1

x € (0,0)\{x,}, X, € (0,2),

X
(x+In(x))?’
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X —0 -1 0 X, 1
0.0]

f|(x) --------- O++++++00 | =00 === | =mmmmmmmmm o
f(x) O descr -1 cresc Odescr | oo descr 1 descr

—0 0
lim f(x) =lim L :1:0,
x> x> X+Inx oo
lim f(x)—llm; lim |::‘-1(—X) = ! 1 :i:O,
o eXHInEX) ey N g lim T

X x——0 X

X1 x=-1,f(1)= X710 x=-1¢(0,00),

X —00 -1
0
-x-1 - - 0 ++++++++++ttt bt
X

. 1 1 1

lim =—=-o0, lim = ,

O X+ Inx -0 S X+ Inx +O

1 1 1 1 1
-1-= g —

£1(0) = lim——X | X Clim XD X x4+l

=0 (X+In(= X)) XIT 2(x+In(=x))- X1 X+1 20 2(x+In(=x)) 20 2(x+In(- X))’

1 1
- ) o
£1(0) = lim — D) =2x=1 x T S
o0 2(x+1) 0 X (X +1)? 2(x+1) 0 2x(x+1)° -0
X
_1_1 1 1 1 1
X - X XX+ e x x4+l
f,'(0) =lim —I|m =lim =lim——2—2"=

x—)O(X+|n(X)) X0 2(x+In(x))- ;:1 20 2(x +1n(x)) §?O02(x+ln(x)),

11
L ) L
£.1(0) = lim X2 (X1+1) lim X Xy 2L A
o0 2(x+1) 20 X (X+1)° 2(x+1) 0 2X(x+1)° 40
X

f/(0) = oo, f,/(0) = —o0, deci fnu este derivabila in x=0, O(0,0) punct de intoarcere
pentru f.

32


http://www.mateinfo.ro/

REVISTA ELECTRONICA MATEINFO.RO ISSN 2065-6432 - AUGUST 2017 WM AMEVET01 (0N 1o

Puncte de extrem: Punctul A(-1,-1), punct de minim pentru f. Pentru x=-1e(-,0), f
derivabila in x=-1, punct de minim, avem f!(=1)=0. Punctele de extrem se gasesc

printer radacinile derivatei intai. x=0, este un punct de maxim local , dar f nu este
derivabilain x=0,

f/(0) = oo, f,/(0) = —oo, deci derivate nu exista in x=0. Elevii cauta punctele de extrem
printre radacinile derivatei intai, dar sunt si puncte de extrem in care functia nu este
derivabila, dar este continua, x=0, nu este radacina pentru functia f'.

c)
X+1
tox+1 (x+Inx) e
| =| ———dx= dx = dx=In|x+Inx| =Inle+Ine|—In[L+In1|=In(e +1),
!x2+xlnx -[x+lnx -[x+ Inx | L =in] [=Inft-+Ingj=In(e+)
e 2 N 1 X . 1 t try
Fie J:J-x (Inx ;L)dx:.[ ? e(tt 1)2dt:.[( te _et(t 12 [
1 (x+Inx) o (€7 +1)(e" +1) o, €+t (e +1) o €+t

facem schimbarea de variabila Inx=t,x =¢',dx =e'dt,

_ _.[i_}] ﬂ
2 e+t 2 (e+1)? 10 2(e+1)?*

3)a)-Perpendiculara dusa printr-un punct pe o dreapta.

-Patrulater inscriptibil si prprietatile lui. (Un patrulater este inscriptibil daca suma

masurilor a doua unghiuri opuse este 180° )-Intr-un patrulater inscriptibil unghiul
format de o diagonala cu o latura este congruent cu unghiul format de cealalta
diagonala cu latura opusa a patrulaterului.

-Moduri de a demonstra ca un patrulater este inscriptibil.

-Unghi inscris, unghi la centru, unghi cu varful in interiorul cercului , unghi cu varful
in exteriorul cercului.

-Moduri de ademonstra ca trei puncte sunt coliniare .(sintetic , analitic, vectorial,
AC = AB +BC, folosind unghiuri opuse la varf.

-Se recapituleaza aceste notiuni, se scriu la table formulele si profesorul explica impreuna
cu elevii aceste notiuni.

b)Acest enunt remarcabil reprezinta Teorema lui Simson (Dreapta lui Simson).

P eC(ABC),PN L AB,PL L AC,PM 1 BC, atunci N,L,M sunt coliniare.
ALPN patrulater inscriptibil deci m(ALP)+m(PNA)=180°,

ABCP patrulater inscriptibil deci m(ABC)+m(APC)=180°,

PLMC patrulater inscriptibil deoarece m(PLC)=m(PMC) =90°,

BMPN patrulater inscriptibil deoarece m(BMP)+m(BNP) = 90° +90° =180°,
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m(A LN) = m(APN) = 90° — m(NAP) = 90° - m(MCP),
m(MLC) = m(MPC) =90° — m(MCP),

Rezulta m(ALN)=m(MLC), rezulta capunctele N,L,M sunt coliniare.

Sau alta metoda : Arat ca m(NLM) =180°. Calculez
m(NLM) = m(NLP) + m(PLC) +m(MLC) = m(NAP) +90° + m(MPC) = m(PCM) +90° +90° — m(PCM) =180°.
rezulta ca punctele N,L,M sunt coliniare.

Metoda Il (metoda pantelor) Fie cercul unitate C(O,1),
A(cos a,sin a), B(cos g,sin ),C(cos y,sin y), P(cost,sint),
1(ox,0P) =t, u(ox,0A) = a, u(0x,0B) = S, u(0x,0C) =y,

0<t<a<£<ﬂ'<ﬂ<3—ﬂ<}/<2ﬂ',
2 2
AB: (sina —sin B)x—(cosa —cos g) y—sin(e— ) =0, PN L AB, m,, -m,; =-1,
MP : (cos o —cos ) X+ (sin & —sin ) y—cos(t—«a) + cos(t— ) =0, ABNPN ={N}.

a+,8cosa—,8_ in 2t—a—ﬂsina+ﬂ

Sl

X, =CO0S

2 2 2 2
yN:cosa_ﬂsina+ﬂ+sinZt_a_’gcosa+ﬁ

2 2 2 2
x_=c0s 2 cos £ _sin Sl A 4

2 2 2 2
yL=cosa—;7/sinaT+7/+sin 2t_0[_7/(:050527/

’B+7cosﬂ_7/—sinZt_ﬂ_ysinﬂﬂ/

Xy = COS
2 2 2 2
Yu :cosﬂ_ysin'B+7/+sinZt_ﬂ_ycosﬂ;ry
. p-y . t—a . a+pf+y-t
-2sIn sin sin
mooo IV 2 2 2 _q &t Byt
MUX X as By t—a  a+f+y-t 2 ’
*n =X _2sin” —Zsin cos
2 2
a—y = . a+f+y-t
-2sIn sin sin
mo = InTYw 2 2 2 _q @t Brr-t
NM - - ’
Xy =X _ogin @V gint B s @ ATt 2

2 2

my. =My, rezulta ca punctele N,L,M sunt coliniare.

Metoda 111 ( metoda vectoriala) Vectorii NL si NM sunt coliniari .
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NL=(X_ =X )i+(y, = Yy)J, NM =(x, —X)i+(y, —Yy)], searata caexista 1eR" cu
NM = AML.

Metoda 1V (‘analitic) Punctele N,L,M sunt coliniare daca

Xn o Yn
det| x, y_ 1|=0.
v Ym
Metoda V (afixe) Punctele N,L,M sunt coliniare daca ﬂeR*.
Zy —Zy

c)Teorema reciproca:Fie triunghiul ABC si P un punct din plan .Daca proiectiile
ortogonale ale lui P pe laturile AB,AC siBC sunt coliniare, atunci P se afla pe
cercul circumscris triunghiului ABC.

d)Fie PeC(ABC),PN L AB,PL L AC,PM L BC,

(1)Cercul de diametru AP intersecteaza cercul de diametru PC in punctele P si L.

Cercul de diametru AP intersecteaza cercul de diametru PC se intersecteaza pe AC in
L, Le(AC), m(ALP)=m(ALC)=90°% deci L se afla pe cercul de diametru PC si
PL L AC. Analog se poate arata ca PN L AB,PM 1 BC.

(2)Cercul de diametru AP intersecteaza cercul de diametru PB in punctele P si N.

Cercul de diametru AP intersecteaza AB inN, N e AB, m(ANP)=90° deci
PN L AB, rezulta m(BNP)=90°, deci N se afla pe cercul de diametru PB.

(3)Cercul de diametru BP intersecteaza cercul de diametru PC in punctele P si M.

Cercul de diametru CP intersecteaza BC in M, M e (BC), m(PMC)=90°, deci

PM L BC, rezulta m(PMB)=90°, deci M se afla pe cercul de diametru PB.

Aplicam teorema directa, rezultaca punctele M,L,N sunt coliniare, deci enuntul dat
este adevarat.
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7. PERSPECTIVE NECLASICE
ASPUPRA FRACTALILOR CLASICI
STUDIU DE SPECIALITATE

Prof. Stan Ana Gabriela Doina

Fractalii sunt obiecte matematice relativ noi(au doar 150 de ani de studiu).
Pozitia matematicienilor fata de fractali a evoluat de la nedumerire, neacceptare, repulsie,
ignorare pana la admiratie si incercari de a gasi modele fractalice in orice domeniu!

FRACTALI CLASICI

CURBA LUI KOCH

Initiatorul este un segment de dreapta.

Legea de constructie impune ca segmentul sa fie divizat in trei parti egale, sa fie inlaturata
partea centrald si in locul ei sa se puna un triunghi echilateral fara baza.

Procesul de generare - legea de constructie se aplica in continuare pentru fiecare segment al
figurii obtinute.

/\ Pasal 2

_f\_;/‘\?_.r“\_; Pad § _} f\?‘u_.-"L ' s Pard 4

36


http://www.mateinfo.ro/

REVISTA ELECTRONICA MATEINFO.RO ISSN 2065-6432 - AUGUST 2017 WM AMEVET01 (0N 1o

PRAFUL LUI CANTOR
Initiatorul este un segment de dreapta

Legea de constructie este indepartarea treimii din mijloc a segmentului

Procesul de generare consta in repetarea la nesfarsit a legii obtinandu-se o structura alcatuita
dintr-un set de puncte.

Initiator e —
Pasul 1 O ——
Pasul 2 E— — — —
Pasul 3 - - - - - . - .
Pasul 4 EE ER EE ER IR EN EE EN
Pasul 5 TRTITHT! nuonn (TR TT nn o nn
Pasul 6 i e e e

TRIUNGHIUL LUI SIERPINSKI

Initiatorul este un triunghi.

Legea de constructie este impartirea triunghiului in patru triunghiuri congruente folosind
liniile mijlocii ale acestuia si indepartarea triunghiului din mijloc.
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PERSPECTIVE NECLASICE

1. Metode alternative de obtinere a Curbei lui Koch

Curba lui Koch se poate obtine nu doar prin constructia de triunghiuri echilaterale (Ko,Kj....)

ci si prin construirea de:

- triunghiuri isoscele 30°-120°-30° alternativ exterior-interior(To, T1,...)

- hexagoane regulate din care se retin 2-4-2 laturi alternativ exterior-interior(Ho,Hy,...)

To, T1 respectiv Ho, Hy:

1 ~.
1 LI P 1
1 1
1 1 i
l\ J ‘. ,
- - ey ,’

\v/ ~

Urmatoarea succesiune de imagini ilustreaza interferentele metodelor.

VAN

PN /N /\
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TSN

, K3, Hz

AT g
P
Te, Ks
Varianta Koch cu Koch clasic Koch cu
Pas Triunghi isoscel 120° Hexagoane
0 To Ko HO
1 Ty
2 T, Ki
3 T3 Hl
4 T4 K>
5 Ts
6 Ts K3 H2

Decalajul este explicabil prin numarul laturilor X2, X4 respectiv X8.

Observatie: Daci inlocuim triunghiul isoscel 30°-120°-30° cu triunghiul dreptunghic isoscel
obtinem o caroiajele urmatoare:
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2. Omotetia Triunghiului lui Sierpinski

Triunghiul lui Sierpinski se poate construi printr-o succesiune(de succes!) de omotetii de
centru G si raport Y2 aplicate triunghiului initial si tuturor triunghiurilor nemediane aparute.

3. Sectiuni in Covorul lui Sierpinski si Praful lui Cantor

Sectionand Covorul lui Sierpinski cu o paralela echidistanta de laturile opuse obtinem ...
Praful lui Cantor.

—— — — - - - -
Inigatorul Pasul 1 Pasul 2

Pasul 3 Pasul 4

Interesant este ca ideea functioneaza si pe diagonala:

‘s Em EEEEEE
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4, Sectiuni in Garnitura lui Sierpinski si Praful lui Cantor

Tn Garnitura lui Sierpinski

paralelele la bazi duse la distanta 1/2,1/4, 1/8, 1/16,...,1/2"

intersecteaza triunghiuri ale caror laturi

b

’»

(sau altfel evidentiate)

A Ll {é%é ﬁ&m

formeaza ... Praful lui Cantor!
In tabelul urmator pe fond gri sunt lungimile laturilor pline.

Pasul | Distanta Lungimile laturilor Suma lungimilor
fata de baza | triunghiurilor intersectate
1 1/2 fl 1
2 1/4 1/2,1/2,1/2 3x1/2=3/2
3 1/8 1/4,1/4,1/4,1/2,1/4,1/4,1/4 1/2+6x1/4=2
4 1/16 1/8,1/8,1/8,1/4,1/8,1/8,1/8,1/2 | 1/2+2x1/4+12x1/8=5/2
1/8,1/8,1/8,1/4,1/8,1/8,1/8
n 1/2" 1/2+2/4+4/8+8/16+...+3x2™ /2"

Se observa(si de pe figurd) ca la fiecare pas se mai adauga '2 din lungimea initiala.
Sirul definit 1,=1,.1+1/2 cu ;=1 se identifica cu 1,=(n+1)/2.

Asadar, pentru a pastra lungimea 1 factorul de compresie ce trebuie aplicat lungimilor
implicate la fiecare pas este 2/(n+1).
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5. Triunghiul lui Sierpinski- o curba continui

Admitand maxim o singura autointersectare a curbei in fiecare punct putem parcurge
Triunghiul lui Sierpinski de exemplu asa:

1

Pentru o mai facila urmarire a traseului putem admite o fina ocolire a nodurilor:

AV

Notand s=stanga, d=dreapta i=Inainte, sa studiem miscarile necesare pentru triunghiurile Ty,
T respectiv To.

Obtinem disisi, disididisisiisii respectiv diisisididisidisididisidisididisisiisiiiisiiii.

Adica 1d2s31, 3d4s91 respectiv 9d10s271

Tn general vor fi 3" rotiri la dreapta, 1+3" rotiri la stinga si 3" miscari de naintare.

Sirul 1+2+3, 3+4+9, 9+10+27.... adica 6, 16, 46.... are termenul general 1+5x3"%.
Termenul general poate fi dedus sau rezulta din calculul:

3"4+1+3"M 43" =14+2x3" +3"=1+2x3" +3x3" 1 =1+5x3"

Numarul variantelor de parcurgere ce pornesc dintr-un punct:

Pentru TO avem doua(123 respectiv 321); Pentru T1 sunt 32

(123456789, 123654789, 128745639, 128765439, 143256789, 143876529, 146523789, 146528739,
147825639, 147836529, 156324789, 156387429, 156423789, 156428739, 156782439, 156783429
si respectiv inversatele lor-pentru cazul in care pornirea se face catre stanga).

6. Generarea Fulgului lui Koch cu hexagon rostogolit

1 5

Pornim de la un triunghi echilateral si un hexagon regulat ce au aceeasi lungime a laturii.
Hexagonul se va rostogoli de-a lungul laturilor triunghiului. Laturile L2 si LS vor trasa sau
sterge functie de situarea lor partiala sau totald pe curba. In aceasta pozitie hexagonul este
Tnlocuit cu unul de 9 ori mai mic. Reprezentarea din dreapta este reuniunea imaginilor unei
ture complete date de hexagon triunghiului.
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N/

L2

L5

AVAVAVAVAVA

VOW\@\é\é
o/ O OOy

Cu linie rosie continua marcam pozitia unde va aparea un nou segment, cu rosu intrerupt acelasi nou
segment acoperit de hexagon iar cu negru segmentele noi addgate curbei.
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L5
Dupa fiecare turd completa cand hexagonul ajunge in pozitia lui initiala(coltul din stnga) se
transforma ntr-un hexagon regulat cu latura de 3 ori mai mica decat a precedentului.

L1 LS

VAN @A

Procedeul se repeta la nesfarsit cu hexagonul rostogolindu-se de-a lungul curbei intélnite.

L5
L2 L1 L2 L L2 L5 . L1 /
L5 g L2 2
] SN

7. “Curba” discontinua a lui Koch

— e,
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8. PROPRIETATEA LUI DARBOUX - APLICATII
Prof. Clipa Daniela Carmen

Scoala Gimnaziala Nr. 17 Botosani
PROBLEMA 1

Fie I ¢ R un interval nedegenerat, x, € I iar f;, > : I = R doua functii continue in x, pentru
care f1(xo) # f2(xg). Sa se demonstreze ca f:1 — R, definita prin

_(fikx),dacaxeInQ
fo) = {fz(x), dacaix €l —Q

nu are proprietatea lui Darboux.

Solutie :

Aceasta problema nu permite trasarea graficului functiei f. Sa presupunem ca f; (x,) <
f2(xo) si alegem un numar A cuprins intre f; (x,) si f,(x,). Deoarece f; si f, sunt continue in
Xg, existd doud numere §; > 0si 5, > 0 asaincat f(x) < A, (V) x € (xg — 61,x0 +5,) NI
SiA< fH(x), (V) x € (xg — &4, %0 + 82) N 1. Pundnd 6= min{6;, 5.}, avem: (1) fi(x) < 1 <
fo(x),Vx € (xg—8xy+6)NI.

Multimea J = (xy — 8, xy + §) N I este un interval nedegenerat inclus Tn 1. Datorita relatiei (1)
avem,pe de o parte:

@ f)<A(Mxe]nQ

iar,pe de alta parte,

B) f) >4 (Mxe]-Q.

In consecinta, A ¢ £(J). Multimile ] N Q si J — Q fiind nevide putem alege a € ] N Q si

b € ] — Q. Conform relatiilor (2) si (3), avem f(a) < A < f(b), adicd A € (f(a), f(b)). Pe
de alta parte, avem A & f((a, b)) deoarece f((a,b)) € f(J) si A & f(J). Asadar, pentru
punctele a, b alese nu este adevarat ca (f(a), f(b)) < f((a, b)). Deci functia f nu are
proprietatea lui Darboux.

PROBLEMA 2

O multime A c R este interval daca si numai daca orice functie continua f: A — {0,1} este
constanta.

Solutie:

Necesitatea: Fie A € R interval si f: A = {0,1} o functie continua. Conform teoremei lui
Bolzano, f(A) este interval si cum f(A) < {0,1} rezulta ca f(A) = 0 sau f(A) = 1, deci
functia f este constanta.

Suficienta: Presupunem ca A satisface proprietatea din enunt, dar nu este interval. Prin
urmare, (3)a,b € A,a <bcu(a,b) ¢ A.Fiec € (a,b) — A fixatsi f: A - {0,1} o functie
definita astfel:
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£00) _{O,dacéxEA,x <c
" 1,dacix €A x>c’

Functia f este continud si conform ipotezei trebuie sa fie constanta. Dar f(a) = 0 si
f(b) = 1. Contradictia la care am ajuns ne spune ca presupunerea cad A nu este interval e
falsa.

PROBLEMA 3

Fie f: [a, b] = R o functie continua cu proprietatea f(a) = f(b) # f(x), (V)x € (a, b).
Atunci pentru orice 0 < d < b — a exista x;,x, € [a,b] asaincit x, —x; = d si f(x;) =
f(x2).

Solutie:

Conform ipotezei, putem presupune f(x) > f(a), (V)x € (a, b). Consideram functia

Atunciavem g(a) = f(a) — f(a+d) <0sig(b—d) = f(b—d)— f(b) > 0. Functia g
are proprietatea lui Darboux si deci (3)x; € (a,b —d) asaincit g(x;) =0 & f(xy) =
f(x; +d). Notand x, = x; + d rezultd ca x, € [a, b] dacd x; € (a,b — d) si am obtinut
fle1) = f(x) sixg —xy =d.
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