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1. Inequalities with Fibonacci and Lucas numbers

D. M. Batinetu-Giurgiu, Bucharest, Romania and

Neculai Stanciu, Buzau, Romania
F2+F? L2 + L2 F. L
1. arctanW/M + arctanwfg > arctan—>2 + arctan—2 , Vn eN.
2 2 2 2
(D.M. Bitinetu-Giurgiu and N. Stanciu, 2012)

Proof. The function f : R—)[—% Ej f(x)=arctanx, f'(x)=——,VxeR isincreasing on
1+x°

R. Since,
2 2
XY S XY oy yeR,
2 2
We get that:
F + I:n2+1 I:n + I:n+l — Fn+2 $1 L + Lr21+1 Ln + Ln+l — Ln+2 ’vn EN .
2 2 2 2 2 2

Therefore:

2 2 2 2
f Fn + I:n+1 + f L + Ln+1 2 f I:n+2 + .I: I-n+2 o
2 \ 2 2 2
2 2 2 2
< arctan, /@ +arctan, /# > arctan% +arctan L"Z*Z .VneN .

Remark. The inequality from above is the problem B-1101 from The Fibonacci Quarterly, Vol.
50, Nr.1, p. 82, 2012.

k+1
2. If Tk=( SJ,szl,then:
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n Fk2m+2 . 3m(Fn Fn+1)m+l
= Tkm - anm

n+1

,VneN",vmeR’ .

(D.M. Bitinetu-Giurgiu and N. Stanciu, 2012)

Proof. We have:

2 Fk2m+2 Q2 (sz)"”l
Un_k:l T _Z T ,

k=1

And by J. Radon, i.e:
“If x, eR™,y, e RT, vk=1n,, neN" -{l},meR, then

So,

and using the identities:

n

Z sz = I:n I:n+1 Sl iTk = DTn+1’
a 3

k=1

yields the desired inequality.

Remark. The inequality from above is the problem B-1108 from The Fibonacci Quarterly, Vol.
50, Nr.2, p. 181, 2012.

4

3. 2(F) +Fy +Flp) > 9(F,FoiFoln)® (1)
2
I:n2 + Fn2+l + Fn2+2 > \/E(Fn Fn+l I:n+2) 3 (2)
1 1 1
(Fn2+Fn2+1+Fn2+2)2[F+F_4+ 4 J>18 (3)
n n+l n+2
2
1 1 1
2(F*+FA + F,;LZ)(FJr it j >81 (4)
n n+1 n+2

(D.M. Bitinetu-Giurgiu si N. Stanciu, 2012)
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Proof. We have the identity of Giacomo Candido (1871-1941) , i.e.:
(x +y +(x+y)) (x +y +(x+y))Vx,yeR.
By Giacomo Candido identity where x is F, and yis F,,; and if we taking account by:
Xx+y=F +F, =F

n+2 1
we obtain that:

2(F'+F* +
Using AM-GM inequality we deduce that

4
2(F + Fn+1 + Fnt2) > (33\l F I:n+1 I:n2+2 ) = 9(I:n I:n+1 I:n+2)3 ' SO (1) iS prOVEd
We have:

n+2) (F2+Fn+1+|:n22)2'

+

2(F4 + I:41 + Fn+2) - (FZ + Fnil + |:n+2)
And by M.A. — M.G. we obtain:

(F ’ + I:n+l + Fn2+2)2 > 63\] F Fn+anA~'+2 = (F : + I:n2+l + Fn+2) > \/_(Fn Fn+an+2)
So (2) is proved
Multiplying:
2(F'+F! +F!)=(F>+F2, +F2,)?,

n+l n+1

1 1 1
F“ F“ +—F4 >0,
n+l n+2

Then by M.A. — M.H. inequality we obtain:

(F +Fn+1+Fn+2)(1 - + : J:

with

F4 F4 F4

n+1 n+2

:2(|:4_,_|:n4+1+|:+2)[ ]; + ]; j>2-9=18,i.e. (3).
I:n+1 I:n+2

Multiplying:
2F'+FY +F ) =(F?+F, +F2,)%,

n+1 n+1

wih

2
(éJr F12 + F12 J >0, and then M.A. — M.H. we get:

n+l n+2

F2 F2

n n+l n+2

2
2(F4+F41+Fn+2)( . 1, J =

+ F2 FZ F2

n+l n+2

2
_(F +F 1+Fn22) (1 L L j >92=811

Q.E.D.



http://www.mateinfo.ro/

REVISTA ELECTRONICA ISSN 2065-6432
MATEINFO. RO 1 DECEMBRIE 2018 B T A N RO R

Remark. The above result is the problem B-1109 from The Fibonacci Quarterly, Vol. 50, Nr.2,

p. 181, 2012.
F 2 = F2
4. o >+ n ~+ ” ~>——,vmn,p,qeN.
(Fq Fn + Fq+1Fp) (Fq Fp + Fq+1 Fm) (Fq I:m + Fq+1Fn) Fq+2

(D.M. Bitinetu-Giurgiu and N. Stanciu, 2012)

Proof. We use H. Bergstrém inequality, i.e.:

n 2
* P * : X2 [ZXkJ
»If Xk ER, yk ER+ Yk :Ln,nEN —{1},then Zy—k2' k::- 2
k=1 Yk
y
kZ:;, ‘

(1) U= P + Fu + il >
(F,F, +F.FF (FF, +F.F.f (FF, +F.F)

q n q+1

1 I:m Fn F P

2—[ + +
3| F,F, ++F,,F, F,F,+F.F, F.F, +F,.F.

g+l’ p

2
j , Vm,n, p,g eN.

Also we have:
F F F,

m n

= - + =
FF+FuF, FF +FLF FFR +FGF

I:rrf I:n2 FPZ
= + +
FF.F, +F.F.F, FFF +F,FF FFF +F,FF

gtl' m' p

Therefore:
(F,+F +F,f (F, +F, +F,)
(F, +F,.. \F,F, +F,F, +F,F,) F..(F.,F,+F.F, +F,F,)
Applying the inequality
(x+y+2z)f >3(xy+yz+2x), Vx,y,zeR _,

@)V >

(2) becomes:

(3) V>

F

gq+2
From (1) and (3) we obtain:
3
U >——, Vm,n, p,q eN.

q+2
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Remark. The above result is B-1113 from The Fibonacci Quarterly, Vol. 50, Nr. 3, p.273,
2012.

5. If f:R] - R_,suchthat f(x)>x, VxeR_,then

D> f(@+F2)?) > 4F,F
k=1

n+l "

(D.M. Bitinetu-Giurgiu and N. Stanciu, 2012)

Proof. From f(x) > x, we have that f (1+F>)*) > @+ F?)* ,vk eN",
Andby (1+Xx)*>4x,vxeR’, weget f(1+F?)?)>@1+F?)>4F2.

41

Hence: Zn: f(L+F2)%) > Zn:(1+ F’ )2 > 4Zn: RS =4FF.,.
k=L k=1 k=1

Remark. This is the problem B-1114, from The Fibonacci Quarterly, Vol. 50, Nr. 3, p.273,
2012.

n

k=1

FZ-1
JF -F2+1+ <F,F,.,VneN’ 1
( k k Fk4+1] n' n+l € ()
12—
(,/Lﬁ—LZK+1+

n 2
Kk
4

Lk

l *
J<LHLM—2,VneN )

k=1 +1

(D.M. Bitinetu-Giurgiu and N. Stanciu, 2012)

Proof. We have:
3
X —xt+1<> +1

X% +1

*

, VXeR

4t

Indeed,

3

VX2 —x+1< X2 +i<:>(x2 —X+D(x* +2x2 +) <x* +2x° +1
X% +

S0<x®=3x" +4x3 -3x* + x = 0 < x(x—=1)*, true.
Equality occurs iff x =1.

So:
— 3 —
*) [ wags XL X+l o x-1

x2+1° x2+1 x2+1
Putting (*) x=F/?, and using F? >1, vk =1, we deduce:
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2
F'-F2+1+ i

1. F2, vk eN".

F+1
Therefore
n 2 n
[ Fl-F2+1+ Fk4 1J<2Fk2 ,
k=1 Fo+1 k=1
Using:
Z sz I:n I:n+1 ’
k=1
Yields (1).

Applying (*) vVx* —x+1 +

L2 >1, vk #1 we get

7<% where we putx = L%, Wk eN ™, and taking account that

2
Kk

L‘;—Lﬁ+1+L _1<Li,VkeN*

Ly +1

Therefore,

n

2-1) Q& .
[W/Lﬁ L+ +1J<2Lﬁ =L,L.,-2, VneN",
K k=1

Remark. The inequality from above is the problem B-1117 from The Fibonacci Quartrely, Vol.
50, Nr.4, p.367, 2012.

k=1

2
0 tanzlk (cotz)(n—Z”*lcothj -
- 22 > 5 , Vxe|0,—|.
o 2YF, 2°F F 4

n' n+l

7.

(D.M. Batinetu-Giurgiu and N. Stanciu, 2012)

Proof. We have:

" k=1 2k sz k=1 sz
And from H. Bergstrém inequality we obtain that:

(Zn—k‘a” j
2 F

*) U,=

Since:
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tan — =icoti—200t2x, VXE(O,EJ , and
2" 2" 4

ZFZ n n+1'

Then from (*) we obtain the desired result.

ST

Remark. The result from above is the problema B-1119 from The Fibonacci Quarterly, Vol. 50,
Nr. 4, p.367, 2012.

8.1f a,b,c eR’ suchthat a+b+c<24, then:
F F

n

Pz >1, VneN.

\/F +a n+l n+2 \/F 1+b n+2 n \/F 2+CF n+l

n+1l

(D.M. Bitinetu-Giurgiu and N. Stanciu, 2012)

Proof. Let U, R Frat F

\/F + a n+l n+2 ' \/Fn2+1 + bFn+2 Fn \/Fn+2 + CI:nF

n+2

n+1

F Fo
1) U,-= . )
( ) ’ Z \/Fnz + aFn+1 I:n+2 \/_ \/F + al:n Fn+1 Fn+2

Fn2
Z \/F_n . m ,VYneN,
where:
p, =F,F..F.., VYneN.
Denoting

Vn:\/F—n.VFn3+apn’
V, =V, +V, 1 +V,., = JF, -F2+ap, +4/F, -yJF2+bp, +[F, -{F3+cp, ,VneN.

So,
(Z\/F_,/F +apn)ZC c* F +Fni1+Fn3+2+(a+b+c)pn),VneN,
Where.
s,=F,+F.,+F,.,, VheN.
Because :

(x+y+2z)’ >x*+y® +2° +24xyz, vx,y,2 R, and
VZ2<s (FP+F3, +F%, +(a+b+c)p, )< sn(F3+Fn‘°’+l+F+2+24FnFn+an+2)
Then:
(2) VZ<s -sP=s',VneN <v <s’,VneN.
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By the inequality of H. Bergstrom, (1) and (2) we deduce that
2

(s.)° , so

> =1,VneN,
\/

n

w

u,>

|
SN

Q.E.D.

Remark. The result is the problem H-728 from The Fibonacci Quartrely, Vol. 50, Nr. 4, p. 375,
2012.

2.9.1f a,b,c eR’ with abc=1, then forany meR , we have:
1 1 1

+ + > , VheN.
a3m+3(Fnb + Fnﬂc)mﬂ b3m+3(FnC + Fn+1a)m+l C3m+3(Fna + Fn+lb)m+1 Fnrgl €

(D.M. Bitinetu-Giurgiu and N. Stanciu, 2012)

Proof. By the inequality of J. Radon we have:

1 1 1
1 = + + >
R N I S RS L PR
m+1
> L 3 ! +— ! +— ! ,VneN .
3"\a’(Fb+F,_c) b*(Fc+F, a) c’(Fa+F,b)
Also we have
1 1 1
B, =— +— +— =
a’(Fb+F,c) b’(Fc+F,a) c’(Fa+F,Db)
1 1 1
2 2 2
= a + b + ¢ , Vh eN,
F.ab+F ac Fbc+F,_ ab Fac+F bc
And H. Bergstrém inequality we get
1,11y
2B, > a b c ~ (ab+bc+ca) _ab+be+caMiie
" (F,+F,)@b+bc+ca) F,_,(abc)’(ab+bc+ca) F. B
MA-MG 3.3/(abc)?
> (abc) = 3 , VneN.
I:n+2 n+2

From (1) and (2) we obtain

m+1

1( 3 3

> — = vn eN, Q.E.D.
A” 3m[Fn+2J - Q

Remark. For n=m=0, F,=F =1F, =2, so from above we get
If a,b,c eR’ with abc=1, then
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1 N 1 N 1 >§
a’lb+c) b’(c+a) c*(a+b) 2’
i.e. the IMO Problem , Canada, 1995, proposed by Russia.

Other remark. The above result is the problem H-728 from The Fibonacci Quartrely,, VVol. 50,
Nr. 4, p. 375, 2012.

10.If te (o,%j si m>0, then:

sin™?t N cos™? t o1
(F,sint+F_, cost)" (F, cost+F  sint)" F" '
1 tan™? t 1

m + m 2 m 2
tant)" (L,tant+L,,,) L;.,cost

vneN’ @

n+1

, VneN’ (2)

(L, +L

n+1

(D.M. Bitinetu-Giurgiu and N. Stanciu, 2012)

m+2 m+2 2 2
Proof. We have  (*) X L >X TV oy, y,uveR’.
ux+vy)™  (uy+vx)™  (U+v)"
Indeed:
Xm+2 ym+2 X2(m+1) y2(m+:L)
= + = n >
(Ux+vy)™  Uy+vx)™  ux®+vxy)™  (uy® +vxy)"
Z (XZ)m+1 . (yZ)m+1

2 2 !
o ay? + YO,

2 2
S
by J. Radon inequality we obtain:

(x* +y?) _xi+y?
T O Y VO Y™ ()™
X =sint, y =cost, by (*) we obtain:

m+1

e u=F,v=F_,,

sin™?t . cos™? t Jsin*t+cos’t 1

(F, sint+F  cost)™ (F cost+F . sint)" (F +F._ )" F,
e u=L,v=L,,, x=1, y=tant, by (*) we deduce that:

ie. (2).

Jie(l).

n+1?
1 . tan’t _ l+tan’t 1
L,+L,,tant L tant+L,, L,+L,, L,,cos’t’

n+1 n+2

Remark. The above result was given at International JOzsef Wildt Contest, 2012, the problem
W1, see for e.g. Octogon Mathematical Magazine, Vol. 20, Nr. 1, April, 2012, p. 252.

1. 1f te (o,%) then:
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-3 3
- sin~t N cos't > ,oricarear fi ne {1,2,3,---} 1)
F sint+F _,cost F cost+F  sint F_,
3
1 L tantt —, oricare ar fi ne {1,2,3,...} ()

L, +L,,tant L tant+L,, L _,cos’t

n+1

(D.M. Bitinetu-Giurgiu and N. Stanciu, 2013)

Proof. We have:

3 3 2 2
") X Y S XY ey uveR”.
UX+VY UYy+VX  U+V
Indeed:
3 3 232 2y2
U= X + AR ) + U7 =

UX+VY UYy+VX  UX2+VXYy Uy?+VXy
2\2 2\2 2\2 2\2
S €59 S ¢ 1) _2( (x*) L) j

- X2+v(x2+y2) 2+v(x2+y2)_ 2ux® +V(x? +y%)  2uy® +v(x* +y?)

u uy
2 2
And by the inequality of H. Bergstrém we deduce that:
2(X2 + y2)2 B X2 + y2

T2u(X2+ YD)+ 2v(X2 +y?)  u+v
e Wetakeu=F,,v=F, ,, x=sint, y=cost, thenby (*)we have:
sin®t . cos’t S sint+cos’t _ 1
F.sint+F 6 cost F cost+F, ,sint F.+F. F
So (1) is proved
e Wetakeu=1L,v=L,, x=1, y=tant, thenby (*) we get:
1 N tan®t . l+tan’t _ 1
L,+L,, tant L tant+L, L, +L, L,,cos’t’
S0 (2) is proved.

n+l?

n+l n+1 n+2

n+1
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2. In connection with issue 5467 of the SSMA Mathematics Journal
November 2017

Marin Chirciu®

The SSMA journal is an international journal which is published monthly, October through May,
emphasizing research on issues, concerns, and lessons within and between the disciplines of
science and mathematics in the classroom.

University of Alabama at Birmingham, USA.

This section of the Journal offers readers an opportunity to exchange interesting mathematical
problems and solutions. To view, the current problems see the most recent issue of School
Science and Mathematics.

1) In AABC
Z:a2+bc J3abe | 1
b+c ~ 2R \hhh
Proposed by Jose Luis Diaz-Barrero, Barcelona Teach, Barcelona , Spain
Solutie.
Demonstram rezultatul ajutator:
Lema .
2) In 4ABC
2
Z a“+bc >2p
b+c
Demonstratie.
2 2p(p?-3r?—4Rr ‘4 p?(2r2 +16Rr)+r? (4R +r)’
Avemza - p(s 2 )§izbczp p( 2 2) ( )
b+c p?+r2+2Rr b+c 2p(p®+r”+2Rr)

a’+bc _5p'—-10p’r’+r’(4R+ r)2

de unde = . Inegalitatea (1) se scrie:
2 b+c 2p(p2+r2+2Rr) g @)
4 2.2, .2 2
oP 1Op2r +2r (4R+7) >2p o o pz(p2—14r2—8Rr)+r2(4R+r)220 .
2p(p*+r°+2Rr)

Distingem cazurile:
Cazul 1). Daci p?—14r° —8Rr > 0, inegalitatea este evidenta.

Cazul 2). Daca p® —14r? —8Rr <0, inegalitatea se rescrie:
r’(4R+ r)2 > p’ (8Rr +14r2 - p° ) , care rezultd din inegalitatea Blundon-Gerretsen:
R(4R+r)°

16Rr -5r*< p*< ———
TP

. Ramane sa aratam ca:

! Profesor, Colegiul National ,, Zinca Golescu”, Pitesti
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R(4R +r)
r2(4R+r)2 2—( Al )
2(2R—r)

< 8R*-15Rr—2r*>0 < (R—-2r)(8R+r)>0, evident din inegalitatea lui Euler: R > 2r .

Propozitie.
3) In 4ABC
0> 3abc , 1
2R \(h,hh,
Avem2p>22RP R goge ] R o R o oopraomrr,
2R 2rp 2r°p 2r'p
care rezulti din inegalitatea lui Gerretsen: p° >16Rr —5r” Rimane si aritim ci:

2(16Rr —5r*) > 27Rr <> R > 2r ( Inegalitatea lui Euler),

Din Lema si Propozitie deducem :
4) In AABC

2
Za +bC22p23abC3 1 _
b+c 2R \ h,h,h,

2
Din dubla inegalitate de mai sus deducem concluzia ) &’ +he > 3abe | 1 .
b+c 2R \/ hhh

(8Rr +14r2 —(16Rr—5r2)) AN

Remarca.
a’+bc
b+c

In continuare sunt puse in evidenta inegalitati in triunghi in care intervine sumaz

a’+bc

5) In AABC: zi(ha+hb+hc).

b+c 3
Marin Chirciu, Pitesti
Solutie.
. 2 5p* —10pr? +r?(4R+r)’ 2 4 r?
Folosta +be _5p"—10pr+r(4R+r) si Zha:w_

b+c  2p(p+r’+2Rr) 2R
5p* —10p’r? +r?(4R+r)’ .2 P’ +r?+4Rr
2p(p*+r’+2Rr) 43 2R

SR[S p*—10p°r® +r? (4R + r)z} >2(p®+1r?+2Rr)(p?+r®+4Rr)-: p~/3, care rezulti din

Inegalitatea se scrie:

inegalitatea lui Doucet: 4R +r > p\/§. Réamane sd ardtdm ca:
3R|5p* ~10p%r? +r?(4R+1)" |2 2(p” + 1"+ 2Rr)(p? + 17+ 4Rr)-(4R+1) &
& p?| p*(TR-2r)—r(48R*+58Rr +4r°) | = r* (4R +1)(4R* +9Rr +2r) , care rezulta din

inegalitatea lui Gerretsen: p> >16Rr —5r® Rimane si aritim ci:
(16Rr —5r°)| (16Rr —5r°)(7R—2r)—r(48R* +58Rr +4r°) | = r* (4R +1)(4R* +9Rr +2r°) <
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126R°—295R’r +88Rr* —4r° >0 <> (R—-2r)(126R” —43Rr +2r*) >0, evident din inegalitatea
lui Euler:R > 2r.

a’+ bc 4p , . . .
6) In AABC: —=(sinA+sinB+sinC).
) 2 b+c J_ ( )
Solutie.
Folosim Zsin A== P S \2/_ (adevarata din inegalitatea luiMitrinovic p < 3sz/§ ).
2
Este suficient sa aratam ca: Z a+ bC 4p 33 =2p sivezi Lema.
b+c BJ_ 2
7) In AABC: Z a’ +be i —"(cos A+cosB+cosC).
b+c
Solutie.
Folosim ZCOS A= 1+% < g (adevarata din inegalitatea lui Euler R > 2r).
2
Este suficient sd aratam ca: z a’+he > 4p 3 =2p sivezi Lema.
b+c 3 2
8) In AABC: ) a’+bc , 16p -sin AsinBsinC.
b+c 3\/5
Solutie.
Folosim Hsm A= p2 < 33 —— (din Euler R > 2r si Mitrinovic p < BR\@) .
2R 8 2
Este suficient sd aratam ca: Z a +be 16 P 33 =2p si vezi Lema.
b+c BJ_ 8
9) In AABC: Z a’+be >16p sin2sinBsin&
2 2 2
Solutie.
Folosim Hsin ? = ﬁ < % (adevarata din inegalitatea lui Euler R > 2r).
o ai+hc 1 o
Este suficient sa ardtdm ca: Z c >16p '3 =2p sivezi Lema.
+
2
10)In 4ABC: > a_+be, 16p, cos—cosEcosE
b+c 3\/_ 2
Solutie.
Folosim HCOS 2 R —< i (adevarata din inegalitatea luiMitrinovic p < 3sz/§ ).

a’+bc_ 16p 3V3
b+c 3J_ 8

Este suficient sd ardtam ca: Z =2p sivezi Lema.
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11)In AABC: D’ &’ +:C >6p/3-tg étg Etg E
Solutie.
Folosim Htg ? I < % (adevarata din inegalitatea luiMitrinovic p < 3R£/§ ).

- a’+hc 1 N
Este suficient sa aratam ca: Z >6 p\/§ -——==2p si vezi Lema.

b+c 33
12) In AABC : Za erC>8chos

Solutie.

Folosim Z:COS2 g =2+ é < —(adevarata din inegalitatea lui Euler R > 2r).

a’ +bc>_p

b+tc 9

. C e o 9 L
Este suficient sa aratam ca: z i 2p sivezi Lema.

13) In AABC : Za +he %szinzA.
Solutie.

- =2 pz_r2_4Rr 9 - . . . 2 2 2
Folosim Zsm A= oR? S—(dln inegalitatea lui Gerretsen p° <4R“+4Rr+3r°).
a’+hbc

b+c

14) In AABC : Zab+bc Z%ZsinBsinC.

Este suficient sa aratam ca: z

28—p~g=2p si vezi Lema.
9 4

Solutie.

Folosim Y sinBsinC = PEAriL4Rr sg

T (din inegalitatea Gerretsen p? <4R” +4Rr +3r?).

a’+bc
b+c

. NV 9 L
Este suficient sa aratam ca: z ?p g 2p sivezi Lema.

a’+bc
+c

15) In AABC : Z 8?IOZCOSBCOSC s%.

Solutie.
2

p’+r’-4r* . . : 2 2 2
(din inegalitatea Gerretsen p° <4R“+4Rr+3r°).

4R?
2

a“+bc Z8_p
b+c 3

Folosim > cosBcosC =

. SOV 3 S
Este suficient sa aratam ca: z i 2p sivezi Lema.

16)In 4ABC: Y2 +bc>?chos(B—C).

Solutie.
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p®+r’+2Rr-2R®

Folosim Zcos (B-C)=

Este suficient sa aratam ca: Z

17)In AABC : Za +hbe

Solutie.

B-C p°+r’+2Rr+4R’

<3 (din Gerretsen p® <4R*+4Rr +3r?).

2R?
a’ +bc 2p -3=2p sivezi Lema.
b+c 3

>2pz 2B-C c

<3(din Gerretsen p? <4R?+4Rr +3r?).

. 2
Folosim Zcos

4R®
Este suficient sa aratam ca: Z a; : SC > ?p 3=2p sivezi Lema.
18) In AABC : Za +he > 2p] Jcos 8-
Solutie.
Folosim | ] cos B;C = P’ +g;:r 2R 4 (din inegalitatea Gerretsen p? <4R*+4Rr +3r?).

Este suficient sa aratam ca: Z

2
19) In AABC : z%*:c
+

Solutie.
2

Folosim H(l— COSA) =

Este suficient sa aratam ca: Z

a® +bc

20)In AABC: ) —
—+

Solutie.

Folosim Zsm 2A=

Este suficient sa aratam ca: Z

a’ +bc

21)In AABC : 2

Solutie.

2rp 3\/_ 3R\/3
2

a’ +bc 2p -3=2p sivezi Lema.
b+c 3

>16p[ J(1-cosA).

< % ( care rezulta din inegalitatea lui Euler R > 2r ).

a’+bc
b+c

Zsm 2A.

216p-%:2p si vezi Lema.

).

(care rezulta din inegalitatea lui Mitrinovic p <

a’ +bc 4p 3\/_

=2p si vezi Lema.

b+c BJ_ 2
SII’IE
2P} —g ¢
COS—COS—
2 2
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. A
sin— 2
Folosim 2—2 =2 . Inegalitatea se scrie: Z a’+hc >2p sivezi Lema.
B C +C
COS—COS—
2 2
22)In AABC: 3% a’+be 2p3 tg —tg—
Solutie.
Folosim Ztg —tg —=1. Inegalitatea se scrie: Z “+be >2p sivezi Lema.
23)In AABC Za +2C >2p> ctgBctgC .
Solutie.
Folosim > ctgBctgC =1 . Inegalitatea se scrie: Z + SC >2p sivezi Lema.
+
24)In AABC : Za e 25 acosA.
+C
Solutie.
2rp a’+bc

< p . Este suficient sa aratam ca: Z

Folosim ZacosA=? >2p sivezi Lema.

b+c

25)In AABC : Za +he Zacos —

Solutie.

Folosim Zacos2 ? = p(1+ %) < 3?p( care rezulta din inegalitatea lui Euler R > 2r ).

a’+bc
b+c

. NV S 4 L
Este suficient sa aratam ca: z 5 7{) =2p sivezi Lema.

a’+bc
b+c

26)In AABC: > Z%Zasin BsinC.

Solutie.

Folosim Zasm BsinC = ( care rezulta din inegalitatea lui Euler R > 2r ).

3rp
R
2

a +bc>ﬂ3_p 2p sivezi Lema.
b+c 3 2

Este suficient sa aratam ca: Z

a’+bc
b+c

27)In AABC: >’ >4% acosBcosC.

Solutie.
a’+bc
b+c

Cu ZacosBcosC:Ep — (EulerR > 2r ). E suficient : z 24-5:2p si Lema.
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a’+bc_ 8 A
28) In AABC : >——>r cos’ —.
) 2 b+c 343 2 2
Solutie.
2
Folosim Z r, cos® g = Zp_R < 3 p;/§ ( care rezulta din inegalitatea lui Mitrinovic p < 3R2\/§ )-
2
Este suficient sa aratam ca: Z a_+he > 8 _3p\/§ =2p sivezi Lema.
b+c 33 4
a’+bc_ 8 A
29) In AABC : >——> h, cos’—.
) 2 b+c 343 2, 2
Solutie.
2
Folosim Zh COSZA -P . 3PS ( care rezulta din inegalitatea lui Mitrinovic p < 3RV3 ).
: 2 2R 4 2

Este suficient sa aratam ca: Z

30)In 4ABC: 32

Solutie.

Folosim > a(cosB+cosC)=2p. Inegalitatea se scrie:

a’+bc_ 8 3p3
> )
b+c 33 4

2
bigc ZZa(cosB+cosC).

=2p sivezi Lema.

a’+bc
b+c

>2p sivezi Lema.

2
31) In AABC : Zabigc > 23 ( p—a)tgg.

Solutie.

Folosim Z( p—a)ty ? =3r< % ( care rezulta din inegalitatea lui Mitrinovic p > 3r'3 ).

Este suficient sa aratam ca: Z

a

+be 22\/§-£:2p si vezi Lema.

2
b+c J3

2
32)In AABC: Y abikc’c >8%( p—a)sinzg.

Solutie.

Folosim > (p —a)sinzg P

2R

Este suficient sa aratam ca: Z

a’+bc
b+c

< % ( care rezulta din inegalitatea lui Euler R > 2r).

28%: 2p sivezi Lema.

2 2(
33) In AABC : Zabigczgzw.

Solutie.
2 J—
Folosim z% = p(2+

r

2R

C

j < %Tp( care rezulta din inegalitatea lui Euler R > 2r).
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2
Este suficient sa aratam ca: za +he Z§9_p 2p sivezi Lema.
b+c 9 4
2
34)In ApBC: Y AP, Z il

b+c

P(2R-1,) _p _33

bc 2R

Solutie.

Folosim z

a’+bc_ 8p 3V3

Este suficient sa aratam ca: Z =2p sivezi Lema.

< T( care rezulta din inegalitatea lui Mitrinovic p <

3RJ§)
> )

b+c 3J_ 4
a’+bc_ 2p «h +h
35)In 4ABC: > b,
) z b+c 33 z
Solutie.
Folosim Z , + 1, 2Rp <33 3 ( care rezultd din inegalitatea lui Mitrinovic p < 3R£/§ ).
a’ +bc
Este suficient sd aratam ca: -3V3=2p sivezi Lema.
Z b+c 3\/_ h P
a’ +bc h, h
36) In AABC :
) Z b+c Z
Solutie.
Folosim Z Zb —g \2/_ ( care rezulta din inegalitatea lui Mitrinovic p < 3sz/§ ).
Este suficient sd aratam ca: za +bc 4p 3\/_ =2p si vezi Lema.
b+c 3\/_
37)In AABC : Za +he szhb+h .
I+,
Solutie.
Folosim z h + 2(1+Lj£3. E suficient : za +bc 4p 33 =2p si Lema.
Lo+, R b+c 3J_ 2
38) In AABC : za +he pzhﬁh
Solutie.
. h, +h, +bc _p o
Folosim ) -—* =6 . Inegalitatea se scrie: Z ; ?6 =2p sivezi Lema.
r b+

39) In AABC : Zabizc 28—'02%

Solutie.
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2 L2
Folosim hg:" =P £R2 4Rr 9
a’ +bc

Este suficient sa aratam ca: Z .
+C

2
40)In AABC: 32 +ch%2 :

b+c
Solutie.

- (din inegalitatea lui Gerretsen p> <4R*+4Rr +3r?).

_p g—2p si vezi Lema.
9 4

Folosim Zhth _3P 32p Este suficient : Za +be 2% 7p= p si vezi Lema.

R

41) In AABC: Z

Solutie.
: hh — p°+r°+4Rr
Folosim bt —
Z az 4R2

b+c

a’+bc Sthh

s% (din inegalitatea lui Gerretsen p® <4R* +4Rr +3r?).

2
Este suficient sa aratam ca: z a’+hc 28—p~g= 2p sivezi Lema.
b+c 9 4
a’ +bc
42)In AABC: a
) Z b+c 3r (p )
Solutie.
a’+hbc
Folosim Z p a r, =3rp . Inegalitatea se scrie: Z . >§ 3rp=2p sivezi Lema.
+
a’ +bc 1
43)In AABC: > a(h,—r).
) Z b+c 2rZ (h.—r)
Solutie.
. a’+bc_ 1
Folosim Za(ha—r) 4rp . Inegalitatea se scrie: Z . >§ 4rp=2p si vezi Lema.
+
—-a
44)In anBC: Y A2 +bC_ZZMtgA.
h,—2r =2
Solutie.
+bc

2
Folosim Z(r:);a)tg ':— p . Inegalitatea se scrie: Z

-2r

45)In AABC : Zabigc_sz

Solutie.

Folosim Zp a_ p®+5r? +8Rr
+c 2(p*+r +2Rr)

a’+bc
b+c

Este suficient sa aratam ca: z

>2p sivezi Lema.
b+c

b+c

3 (din inegalitatea Gerretsen p® < 4R* + 4Rr +3r?).

_p E—2p si vezi Lema.
3 4
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46)In AABC : Za +hbe —Zhbh

Solutie.
. 2rp a’+bc_2 , .
Folosim ) hh, = < p®. Este suficient : Z - zg-p =2p sivezi Lema.
+
47)In amBC: T2 +2C> S
+
Solutie.
Folosim > rr, = p’. Inegalitatea se scrie: Za L p?=2p sivezi Lema.
b+c p

48) In AABC : za +b°_

8pZ

Solutie.
p-a_ 1 r 9 o . .
Folosim Z —| 4+— | <—( care rezulta din inegalitatea lui Euler R > 2r).
bc 2p R) 4p
2
Este suficient sa aratam ca: Z a’+he > 8p S =2p sivezi Lema.
b+c 9 4p
2 —
49)In AnBC: Y +'zc>@zbc—ca
Solutie.
. b® +c*—a? r a’ +be _ 2p .
Folosim » ————=2/1+— = <3. E suficient: > -3=2p si vezi Lema.

bc

b+c 3

a’+hbc +c°-a’
50) In AABC : :
) Z Z b+c-a
Solutie.
+c’-a’ _5p’—(4R+r)’ o .
Folosim zb ro - P ( il ) <2p(dininegalitatea lui Doucet 4R +r > p\/§).
b+c-a
2
Este suficient sa aratam ca: Z ab i gc >2p sivezi Lema.
+
a’ +bc
51) In AABC :
) Z b+c 3abc
Solutie.
. 5r2 +8Rr 3
Folosim > a(b+c)I>=8p°R- p+— <8p*R-==3abcp.
2.a(b+e)l; =8p p®+r°+2Rr P 2 P
Este suficient sa aratam ca: Za +hbe >L -3abcp =2p si vezi Lema.
b+c  3abc
a’+bc 3
52)In AABC : >— > al_.
) 2 b+c p 2.2,
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Solutie.

Folosim Zal

Este suficient sa aratam ca: z

53) In AABC :

Solutie.

< 2p

2
\/_ ,( care rezultd din inegalitatea lui Cebasev)

a’+bc \/_

2p
b+c p T:
Za +bc Z

\Y2

p sivezi Lema.

Folosim Zla < px/§ , (care rezulta din inegalitatea CBS)

Este suficient sa aratam ca: Z

54) In AABC :

Solutie.

Folosim Zr—;‘ 1

Este suficient sa aratam ca: Z

55) In AABC :

Solutie.

Folomle coS—

A p(p +5r” +8Rr)

a” +bc>_ p\/_ 2p sivezi Lema.

b+c /3
a’+bc X
> - ZZSZl—z-

+C

1

E+2—< (care rezultd din inegalitatea lui Euler: R > 2r).
rr

a’+bc
+c

a’+bc _4 A
Z §Zlacosz

>2rp 1 =2p sivezi Lema.
r

3—lo(dm inegalitatea Gerretsen p> >16Rr —5r?).
p®+r’+2Rr 2

a2+bc>ﬂ 3p

Este suficient sa aratam ca: z > =2p sivezi Lema.

56) In AABC :

Solutie.

Folosim ) 1], cos— >

b+tc 3 2

Za +bc ZlblccoSA

A 4rp(p +r +4Rr)

9rp (din Gerretsen p? >16Rr —5r?).

p®+r’+2Rr
Este suficient sa aratam ca: Za +bc 9rp =2p sivezi Lema.
b+c 9r 2
a’+bc_ 8 B C
57 In AABC : >——> | cos—cos—.
) 2 b+c 3J§Za 2 2
Solutie.
+ p?(16Rr +2r2)+r2(4R +r)’ 2
Folomle cosEcosC PP ( 5 2) ( ) Sp_SSp\@
22 4R(p®+1?+2Rr) 2R~ 4
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p* _3py3

(care rezultid din inegalitatea lui Gerretsen p° >16Rr —5r®si R <——— , adevarata din

3R\3
2

inegalitatea lui Mitrinovic p <

).

a+bc 8 3pJ§
b+c SJ_ 4

a’+bc
58)In AABC : >2S)» —,
) Z b+c ZIa

=2p sivezi Lema.

Este suficient sa aratam ca: z

Solutie.
Folosim Z— < = (care rezulta dlnz < Z— = l
a r
Este suficient sa aratam ca: Zab_'_gc >2rp- %— 2p sivezi Lema.
+
a’+bc
59) In AABC : >
) Z b+c
Solutie.
. a 1
Folosim ) ——<—.
Zb3+c3 8r’
~ - 3 3 a a
Intr-adevar: b’®+c®>bc(b+c) = ——< :
b®+c® bc(b+c)
2 2
Avemz p 23r : 4Rr _
be( b+c) 2Rr(p +1?+2Rr)

p®>—3r2—4Rr
2Rr(p®+r”+2Rr) " 8r2’
> +hbc
+C

Deoarece care rezultd din Gerretsen p> < 4R*+4Rr +3r?,

. < s < a 1 . .
este suficient sd aratam ca: E >16r’p % =2p sivezi Lema.
r

60) In AABC : Za J“bc>2szct‘9JA

+C
Solutie.
2
Folosim ZM=LIS(4RHJ }<1(din inegalitatea lui Doucet: 4R +r > p\/§).
p—a 2r p r
a’+hbc 1 .
Este suficient sa aratdm ca: Z c >2rp " =2p sivezi Lema.
+
a’+bc _ 4p® < CcosA
61) In AABC : > .
) Z b+c 9 Z

Solutie.
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cosA _ p*—R(4R+T)

Folosim
Z p—a Rrp

Este suficient sa aratam ca: Z

a’ +bc

62) In AABC : Z

Solutie.

2
a +bc>

b+c

Zr

Szi( din Gerretsen p® <4R*+4Rr +3r?).

P

2
Ap .i:Zp si vezi Lema.
2p

COS

. A _3p - L A A A . A 3 3p
Folosim » r cos—<— Itad r.cos—= tg—-cos—= sin—<p-—=—).
2.1, 05— < == (rezultd din D 1, 08— =D ptg—-C0S = D psin—-< p-—==>)
2
Este suficient sa aratam ca: Za erC>ﬂ 3—p—2p si vezi Lema.
b+c 3 2
63) In AABC : Za e, bz cosA
a(p-a)
Solutie.
2
FO|OSImZ CosA _ 1 5- 4R+T Si(adevératédinDoucet: 4R+r > p\/§).
a(p- a) ARr P 2Rr
a’+hc

Este suficient sa aratam ca: z

b+c

>4Rrp % =2p sivezi Lema.
r

2
64)In 4ABC: ab+2c 28r2pZé.
+

Solutie.

1
Folosim Z " < 4— Este suficient sa aratam ca: Z
r

a’+bc

65) In AABC : Z

Solutie.

V3

a’+hc >8r’p- i =2p sivezi Lema.
b+c 4r?

ﬁzgsina.

. 1. A N p 3
FOI05|ngsmggﬂ.(Ve2|.Z—sm— Z Z 5 5'%'5 @SE'

care rezultd din inegalitatile Cebasev si M1tr1n0V1c).

Este suficient sa aratam ca: Z a’ +be > 8rp. £ =2p sivezi Lema.
b+c /3 4r
a’+bc 1 A
66) In AABC : > — » —COS—.
) Z +C 3 a 2
Solutie.
Folosim Z“ECOSA < i( care rezultd din CBS, ziz — sl ZCO 2 A < g
2 A4r a 2 4
> +bc

Este suficient sa aratam ca: Z

b+c

zsﬂ-i:Zp si vezi Lema.
3 4r
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a’ +bc
b+c

67) In AABC : 2

Solutie.

1

3R (b+c)m,

Folosim > (b+c)m, <6Rp ( care rezultd din CBS, D m? = %Zaz si Gerretsen ).

. .. a‘+bc_ 1
Este suficient sa aratam ca: Z >—-6Rp=2p sivezi Lema.
b+c 3R
a’+bc
68) In AABC : >6Rr) —.
) Z b+c Za
Solutie.
2 2
Folosimzlz p+r +4Rr P ( din inegalitatea lui Gerretsen p? >6Rr —5r?).
a 4Rrp 3R
Este suficient sa aratam ca: Z a’+be > 6Rr P 5 p sivezi Lema.
b+c 3Rr
2
69)In apBC: YA, S &
b+c ~ 3R“(p-b)(p-c)
Solutie.
: 2 4(R+r
Folosim Z a = ( ) <—( care rezulta din inegalitatea lui Euler: R > 2r).
(p—-b)(p-c) r r
2
Este suficient sa aratam ca: Za +be S ﬁ— 2p sivezi Lema.
b+c 3R r

2 2
70)In AABC: Y abigc > 169'0 Z‘%sinzé.

Solutie.
Folosan szA 1(1 L
2 pl 4R

Este suficient sa aratam ca: Z

a’+bc _16p® 9
>

2

) < i( care rezulta din inegalitatea lui Euler: R > 2r).

8p

a’+bc
+cC

71)In AABC : Z

Solutie.

Folosim Zlcos2 g __Pr
a

> 8er cos’— >

. Inegalitatea se scrie: )

> -—=2p sivezi Lema.
b+c 9 8p

A

a’+bc 16p 9
+c_ 9 8p

=2p sivezi Lema.

ctg® A

72)In AABC : za +he ~aty 2

Solutie.

p_
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» A
ctg 2 p ?+bc p
Folosim > . Inegalitatea se scrie: Z >2r%.=-=2p sivezi Lema.
p—a r? b+c r
73) In AABC : Za +he Zr cos’ —
\/_
Solutie.
2
Folosim Zra Coszg ZPR < p:1/_ ( adevarata din inegalitatea lui Mitrinovic p < 3R£/§ ).
2
Este suficient sa ardtdm ca: Z a’+he > 8. M =2p sivezi Lema.
b+c /3 4

2 A
sin® —

-b)(p-c)

74)In AABC : Za +bc>abcz

Solutie.
., A
sin > 1
Folosim = .
Z p—b)(p—c) 2Rr
Inegalitatea se scrie: Z +hbe >4Rrp-L:2p si vezi Lema.
b+c 2Rr i
csc? é
75)In 48BC: T2 +'::’C>4er 2.
Solutie.
csc’ 2 A
F0|OSImZ 2__P . Inegalitatea se scrie: Z +bC_4Rr-
p-a ~ 2Rr b+c
, A
bc csc? >
76) In AABC : Z 2r’py’ —
Solutie.
csc2 2
. 5 1 . : a’+bc
Folosim 2 _ — | Inegalitatea se scrie: >2r?
2 bc r? J 2 b+c P
2
a’+bc _ dabc« % 5
77)In 4ABC: > .
) z b+c 3 Z bc
Solutie.

——=2p sivezi Lema.
Rr

1 L
— =2p sivezi Lema.
r

COS™ —
Folosim Z 2 - L(1+ L] < i( care rezulta din inegalitatea lui Euler: R > 2r).

bc 4ARr R 8Rr
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Este suficient sa aratim ca: Z

78)In AABC : za +l"C>4sz

a2+bc

b+c

4

3 8Rr

2 A
sin® —

2

Solutie.
sin? A
) b1 a’+bc
Folosim 2 _ = . Inegalitatea se scrie:
Z r, 2R g Z b+c
cos? A
a’+bc 2
79)In AABC: >— )
) Z b+c 3 h,
Solutie.
coszg 1 .
Folosim =—|1+
Z h, Zr( R

Este suficient sa aratam ca: Z

a’+bc

b+c

—-4Rrp- i—2p si vezi Lema.

>4Rp % =2p sivezi Lema.

—j < 41( care rezulta din inegalitatea lui Euler: R > 2r).
r

Zsﬂ-i:Zp si vezi Lema.
3 Ar

» A
sin®—

80) In AABC : Za +bc_2p >—

Solutie.

sin= 4
Folosim )| = 2 :2—p2(4+ =

a

Este suficient sa aratam ca: Z

a’ +bc>

81)In 4ABC: >

Solutie.

, A
cos’ —

FO|OSImZ 2 _ 22 Inegalitatea se scrie: Z
r

p—a
82) In AABC : Zab+b°

Solutie.

Folosim ) (p- a)ctg%ctg% =

3
P

2
a +bc>

b+c

4er

3p.

( care rezulta din inegalitatea lui Euler: R > 2r).

2

: g
3

=2p si

» A
cos’ —
2

—a

b+c

>— —aj)ctg—ctg—.
c 3Z(p a)CQZCQZ

+bc

vezi Lema.

>4Rr.—_ -2 p sivezi Lema.
2Rr
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Inegalitatea se scrie: Z
b+c

83) In AABC : Za the,

b+c

Solutie.

Folosim» (p-a) ctg 92(2:

+bc

Inegalitatea se scrie: Z
b+c

a’+bc

>%-3p=2p si vezi Lema.

2

> 23 (p-a) g

C
ctz—
292

3p°.

>£ 3p*=2p si vezi Lema.

3p

84) In AABC : Za +bC28—pZ

Solutie.
. p-a 1 r 9 R . .
Folosim Z— =—| 44— | <——( care rezulta din inegalitatea lui Euler: R > 2r).
bc 2p R) 4p
Este suficient sd aratam ca: z a +be 8_p S =2p sivezi Lema.
b+c 9 4p

a’+bc

85)In AABC: ) e 2
_|_

Solutie.
1

. 1
Folosim Zm ==.

r

Inegalitatea se scrie: Za +2C>2r2p~ri2=2p si vezi Lema.
+
b
86)In AnBC: Y210, S 5o alb+c)
b+c 6R“~(p-b)(p-c)

Solutie.

Dlnz = a(b+c) _12R , inegalitatea se scrie: Za +bC

) 1
>2r pzm

b)(p-c) r b+c
a’ +bc
87)In AABC : >—
) Z Zsm BsinC '
Solutie.
1 2R a’+bc
Folosim Y ————=—— Inegalitatea se scrie:
ZslnBsmC r g Z b+c
cosA
a’+hc 2
88) In AABC : Z — 2y —5 ¢
smEsmE

™ 12R

>1P
“ R

=2p sivezi Lema.

—=2p sivezi Lema.
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Solutie.
cos 2
Folosim 2—2 _2p . Inegalitatea se scrie: Z the, 2P
sinSsin& b+c r
2 2
2
89) In AABC: 32 +b°_ ar LM

b+c
Solutie.

=2p sivezi Lema.

Folosim Z m, < 23 p~/3 ( Vezi RMT 1-2/1989, Marcel Chirita, Bucuresti)
r

a’+bc_ 4r

Este suficient sa aratam ca: >— 2p sivezi Lema.

Z b+c RJ_ 2r pJ_ P

a’+be a(b+c)

90)In AABC: ) —— Z—.
bic 2R be.cos? 2
2
Solutie.
b+c
Folost—):B Inegalitatea se scrie: Z +he, 1 4R—2p si vezi Lema.
be.cos2 D T b+c 2R r

91) In AABC : Za +he, S 5 afbre)

=2p sivezi Lema.

+C 6R bC'Sinzé
2
Solutie.
a(b+c _ . 2
Folost +c) _12R . Inegalitatea se scrie: Za +be ZQ'HR
bc-sin®— b+c 6R r
2
92) In AABC : Za +b°_ p %.
Solutie.
FOI05|m2—_2 Inegalitatea se scrie: z +2C>2p si vezi Lema.
l, b+
93) In AABC : za +2C_¥ %(p—b)(p—c).
+

a
Solutie.

Folosim2\/§~%2%(p—b)(p—c):2\/§-2r(l+%j£2\/§-3rsZp.

a’+bc
b+c

Este suficient sa aratam ca: Z >2p sivezi Lema.
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2
94) In AABC : Zabigc zgzga(p—a).

Solutie.
Folosm—Z—a p— a)—§~6Rr=6r\/§§2p.
. a’+hc .
Este suficient sa aratam ca: Z brc >2p sivezi Lema.
+
a’+bc_ 1 <Al
95)In AABC : >—>» —a b)(p—c).
) Z b+c Rr<1, (p )(p )
Solutie.
Cuzﬂa(p—b)(p—c) 2Rrp ,inegalitatea se scrie: Za the, 1. 2Rrp=2p si Lema.
I, b+c Rr
a’ +bc 4 1
96) In AABC : —r’py ——.
: 20 o3 P
Solutie.
FOI05|mz . Este suficient: Za +he irzp-izzp si vezi Lema
h? h2 Tor? b+rc 3 2r? ’ '

97)In 4ABC: T2 +20>ﬂ pY -

B +r?
Solutie.
3 a’+bc_4 , 3 . .
Folosim . Este suficient : >—r°p-—=2p sivezi Lema.
Zz+rc 2r? Z T 3 PgETebstve
98) In AABC : Zab+bc >@Z
+c
Solutie.
2, .2
Folosim )" Al -T—a:wsm (din inegalitatea Gerretsen p> <4R”+4Rr +3r?).
2
Este suficient sa aratam ca: z a’+be > Q-SR =2p sivezi Lema.
b+c 3R
a2+bc h+h +h
99) In AABC :
) Z b+c Z
Solutie.

2 2
Folosim " Al - h"rh° _P +r2;10Rr <6R(din Gerretsen p> <4R*+4Rr +3r?).

2
a +bC P -6R=2p si vezi Lema.
b+c 3R

a

Este suficient sa aratam ca: z
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2 2
100) In anBC: S 2 the 2p oAl a
b+c 3R I, h+h
Solutie.
2
Folosimzﬂ- a_ _3R . Inegalitatea se scrie: za +hbe 2p -3Rz2p si vezi Lema.
I, h+h p b+c 3R p
101) In AABC - Za +bc ZAI ab+c).
b+c I, h+h
Solutie.
2
Folost Al (b+c)=6R.Inegalitateasescrie:za +bc P 6r- 2p sivezi Lema.
Ia h, +h, b+c 3R
a’+bc P
102 In AABC :
) Z b+c ZIal h+h
Solutie.
. Al a’ a’+bc_p .
Folost—- =2R. Inegalitatea se scrie: Z >—-2R=2p sivezi Lema
I, h+h, b+c R
103)  In AABC: Za +he 4pZA' “b)(p=c)
+C I, h, +h,
Solutie.
2
FOI05|mz Al wzl 1+ 4R+ 1 <—(din Gerretsen p*> <4R*+4Rr +3r?)
I, h, +h, r p
) e a’+bc_4p R
Este suficient sa aratam ca: z >—.-—=2p sivezi Lema.
b+c R 2
104) I AnBC: 3% +bc_£zﬂ-a(p_a)
+¢c R, h+h
Solutie.
F0|OSImZ Al (p—a) =2R. Inegalitatea se scrie: Z bCZE-ZR:Zp si vezi Lema.
a ho+h b+c R
a’+bc
105 In AABC : >—-=> a(p-a).
) 2 b+c R\/§Z (p-3)
Solutie.
.2 2 4r r r 9
Folosim—= ) a 2r(4R+r 4+ — ——:2-3r\/§£2 .
pTalp-a)- o araren= Flav L)< S :
a’+hbc

Este suficient sa aratam ca: z

>2p sivezi Lema.

b+c
2 —
106) In AABC : Za +bc22acosz B
b+c
Solutie.
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—C_ p(l+ %j < 2p ( care rezulta din inegalitatea lui Euler: R > 2r).

] B
Folosim Zacos2

o ad+he o
Este suficient sd aratam ca: Z 0 >2p sivezi Lema.
+C
107)  In AABC: Za +bc_83p2 0s:2=C
b+c
Solutie.

,B-C p*+p?*(2r’—8Rr)+ r(4R+r)(2R+r)’

Folosim Zlcos < —z( Gerretsen).
a

16SR®
2
Este suficient sd aratam ca: z a’+he 2@ 9_R_ 2p sivezi Lema.
b+c 9 4S
2
108)  In AABC: Za he, Sz(lasinﬁj .
+C p 2
Marin Chirciu, Pitesti
Solutie.
2 9p*+ p?(8Rr—6r2)+r(4R+r) p2
Folosim Z[Iasiné) = b TP ( ) 2( ) sp—(Gerretsen).
2 ( p’*+r°+2Rr) 4
C . mat +bc _ 8 p? .
Este suficient sa aratam ca: Z —-—=2p sivezi Lema.
b+c p 4
secé
109)  In AABC: Za +he > 228Y —
Solutie.
secA
Folosimz 2 <1 (Cebasev). Este suficient: Za +2C >2rp-%=2p si vezi Lema.
+
110)  InaaBC: YA, 4552
b+c 3R b
Solutie.

Folosim Z% < z—F: (GM 4-5/1990, V.Bandila si M.Lascu).

. a’+hbe 1 o
Este suficient sa aratdm ca: Z 5 >2rp-—=2p sivezi Lema.
+C r
La toate inegalitatile de mai sus egalitatea are loc daca si numai daca triunghiul este echilateral.

20iunie 2018
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3. LOCURI GEOMETRICE

Prof. Alexandru Elena-Marcela
Scoala Gimnaziala ,,Ion Irimescu” Falticeni

1. Se numeste loc geometric multimea punctelor care se bucura de o aceeasi proprietate.
(definitie din geometria elementard)

Tn plan aceasti multime de puncte poate alcitui una sau mai multe curbe. De exemplu
toate punctele din plan egal depdrtate de un punct fix se gasesc pe un cerc, prin urmare- cercul-
este format dintr-o singura curba, in timp ce punctele egal departate de o dreapta sunt situate pe
doua drepte paralele cu o dreapta data, de o parte si de alta a ei, deci locul geometric este alcatuit
din doua drepte.

Se poate concepe locul geometric si intr-un alt mod, bazat pe miscare, deci cinematic. Fie
un punct M mobil, care pastreaza in tot timpul miscarii proprietatea datd si genereaza astfel locul
geometric. Tn acest fel punctul M coincide pe rand cu punctele locului geometric definit mai
inainte static, ca multime de puncte. Definitia cinematica: se numeste loc geometric figura plana
descrisa de un punct mobil M, care satisface o anumita conditie (proprietate) datd. Aceasta
figurd plana poate fi alcatuitd din una sau mai multe curbe sau chiar de o portiune din plan.

Clasificare, dupa conditia la care este supus punctul variabil:

a) locuri geometrice rezultate din miscarea unui punct care pastreaza neschimbata o
relatie geometrica;

b) locuri geometrice descrise prin schimbarea pozitiei punctului de intersectie a doua
curbe variabile. In acest caz proprietatea care se pastreaza este ¢ punctul variabil se gaseste
mereu la intretdierea celor douad curbe.

2. Locuri geometrice rezultate din relatii geometrice. A gasi locul geometric al punctului
M (X, y) inseamni a gisi relatia de legitura intre coordonatele X si y, adica ecuatia locului. In

cazul cand M (X, y) satisface o anumita relatie geometrica este suficient sa se transforme relatia

data intr-o relatie analitica. Rezulta regula simpla: locul geometric al unui punct care satisface o
relatie geometrica se gaseste transformdnd relatia geometrica in relatie analitica.

Exemple:

1) Se cere locul geometric al punctelor egal departate de dreptele paralele Ax+By+C =0 si
Ax+By+C'=0.

Rezolvare:

Fie M(X,,Y,) punctul care are distante egale fatd de cele doua drepte, adica

Ax,+By,+C  Ax,+By,+C’ (1)

++ A? + B? +\A? + B®

Semnele din fata radicalilor se pot combina in patru feluri care conduc la urmatoarele
doua ecuatii:

Ax, + By, +C =+(Ax, + By, +C").

Daci se ia semnul (+) inaintea parantezei se ajunge la o imposibilitate (deoarece C#C");
daca se ia semnul ( - ) se gaseste:
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C+C'

Ax, + By, + 0.

Deoarece x,, Y, sunt coordonate curente se poate sterge indicele si ecuatia locului este
C+C'

dreapta: AX+By+ =0 2

echidistanta fatd de dreptele date, deoarece ordonata la origine este media aritmetica a
ordonatelor la origine a dreptelor date.

2) Sa se gaseasca locul geometric al punctelor care au suma distantelor fatd de doua drepte
perpendiculare, constanta si egala cu a.
Rezolvare:

Problema poate fi studiatd sub doud aspecte dupa cum distantele sunt socotite cu semn
sau in valoare absoluta. In orice caz, axele de coordonate vor fi chiar cele doua drepte si atunci
este foarte clar ca distantele unui punct M la cele doua drepte sunt chiar coordonatele punctului.

Relatia geometrica datd de enunt este: MM, + MM, =a.

Cazul I: Daca distantele sunt socotite cu semn atunci acestea sunt coordonatele punctului
M, cu semnele respective in cele patru cadrane. Relatia geometrica transformata analitic este deci
X+y=a (3) si reprezinta dreapta AB in intregime din figura de mai jos, deci si partea punctata.
Daca M iese din cadranul I atunci din punctul de vedere al geometriei fara semne diferenta
distantelor este constanta si nu suma.

Cazul 1I: Daca relatia geometrica se refera la distantele absolute atunci relatia analitica
este: |X| +|y| =a (4) si reprezinta patratul ABCD, deoarece daca M apartine locului atunci

simetricele fata de OX, OY si origine apartin de asemenea locului.
Din punct de vedere al geometriei elementare problema se incadreaza in al doilea caz.
Dupa ce s-a obtinut ecuatia ramdne de cercetat daca natura problemei permite ca toate
punctele care verificd ecuatia sa apartind locului sau numai o parte. Este chestiunea locului
geometric limitat.
3) Fiind date trei puncte A, B, C sa se gaseasca locul geometric al punctelor care satisfac relatia:
MB? + MC? =2-MA®.
Rezolvare:
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Se alege dreapta BC ca axa OX si mediatoarea segmentului BC ca axa OY. Coordonatele
punctelor sunt A(x,,Y,), B(a,0), C(-a,0) si M(x,y) care este punctul curent al locului.

Relatia geometrica transpusa analitic este:
(x—a)* +y* +(x+a)* +y* =2(x—x)* +(y—V,)* sau, dpa dezvoltarea si reducerea

termenilor asemenea: 2xX+2y,y =X’ +y’ —a’. (5)
Aceasta este ecuatia locului geometric si reprezinta o perpendiculara pe mediana OA a

X

triunghiului ABC, deoarece coeficientul sdu unghiular este ——.
Vi
Discutie:
a) Problema, prin enuntul ei, nu duce la nicio limitare a locului geometric, deci locul geometric
este toatd dreapta.
b) Cazuri particulare.

1) Daca OA=a, adica mediana triunghiului ABC este jumatatea laturii BC atunci
Xf + yl2 =a’ si ecuatia locului se reduce la XX+ Y,y =0, adicd perpendiculara pe OA care trece

prin origine.
2) Daca triunghiul ABC este isoscel atunci A€ QY si x, =0. Ecuatia locului devine
2 2
y= Nhra , 0 paralela la OX.
2y,
3) Daca A, B, C sunt coliniare atunci A€OX si y, =0. Ecuatia (5) se reduce la
?-a’ . :
=2 x deci o perpendiculara pe dreapta BC.

3. Locuri geometrice rezultate din intersectii. In cazul locurilor rezultate din intersectii de
curbe punctul M se afla la intersectia a doua curbe variabile, a caror pozitie depinde de un
parametru A . Prin urmare ecuatia fiecarei curbe contine variabilele X, y si un acelasi parametru
A care schimba pozitia fiecarei curbe, dar nu modifica gradul ecuatiei sale. Cele doud curbe se
pot scrie, Tn general, sub forma: f(x,y;4) =0 si g(x,y; 1) =0 (6).

Ecuatiile (6) formeaza un sistem care se rezolva in raport cu X si Y; acestea vor fi functii
de A: x=9(4), y=v(4).(7)

In baza relatiilor (7) la fiecare valoare a lui A corespunde o pereche de valori (X, y), deci
un punct in plan. Cand A variaza continuu, punctul M (X, y) isi schimba si el continuu pozitia si
descrie curba — loc geometric. Pentru acest motiv se zice ca (7) reprezinta ecuatiile parametrice
ale locului geometric. Legatura intre X si y este facutd indirect prin parametrul A .

Ecuatia carteziand a locului reprezinta legatura directa intre X si y. Aceasta se face
eliminand pe A intre cele doua ecuatii (7), deci scotand pe A dintr-una din ele si introducandu-I
n cealaltd. In acest fel se obtine o relatie de forma F(X,y) =0 (7’) care este ecuatia locului
geometric cautat.

Pentru a gasi locul geometric rezultat din intersectia a doua curbe variabile, care depind
de un acelagsi parametru, se elimina parametrul intre ecuatiile celor doua curbe.
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In cazul cand curbele contin mai multi parametri (de exemplu doi parametri) atunci cand
se elimind unul din parametri se elimina de la sine si al doilea.
Exemplu: Pe laturile unui unghi drept xOy se iau punctele A pe Ox si B pe Oy, apoi punctele
- . . OM ON o
variabile M pe Ox, N pe Oy care satisface relatia: =+§ = 2. Sa se gaseasca locul

geometric al punctului {J}=ANBM .

Rezolvare:
In problema data axele sunt laturile unghiului drept. Coordonatele punctelor le notam:
A(a,0), B(0,b), M(«,0), N(0,p).

Dreptele din enunt se scriu prin taieturi:

ANy 2+Y_1-0: evm 2+ 1-0
a pg a b

: .. a
in care se adauga relatia de legaturd —+ s =2.

Din primele doua ecuatii rezulta f = % ; a= bb—xy Acestea inlocuite in relatia de
legétura si dupa efectuarea calculelor conduc la

b®x? + 2abxy +a’y* —3ab(bx + ay) + 2a’h® =0.

S-a obtinut o ecuatie de gradul al II-lea. Atunci cand N=B, deci £ =b, din relatia de
legitura se obtine « = a, adica M=A. Tn acest caz dreptele AN si BM coincid si toate punctele
dreptei AB sunt puncte comune deci AM trebuie sa apara ca loc geometric rezultat din
nedeterminare. In consecinta ecuatia de gradul al II-lea trebuie sa se descompuna.

Ecuatia poate fi scrisd (bx +ay)® —3ab(bx +ay) +2a’h® =0 care rezolvati in raport cu

X X . o o 1 ..
(bx+ay) duce la 2a + 2—):3 -1=0, —+ % —1=0. Prima dreapta este veritabilul loc geometric si
a a
se construieste imediat avand taieturile 2a, 2b ; este deci paraleld cu AB. A doua dreapta este AB,
care trebuia sa apara ca loc rezultat din nedeterminarea punctului de intersectie.
Observatie: La acelasi rezultat se ajunge mai simplu daca se scrie ecuatia locului geometric sub
bx a
-1+ y
ab—ay ab —bx
numitorul.

forma

—1=0. Apare imediat factorul (bx+ay —ab), dupa care se elimina

Bibliografie: Geometrie analitica, Manual pentru anul III liceu, sectia reala si licee de
specialitate de Gh.D.Simionescu, EDP —Buc. 1973
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4. MATEMATICA GPS

ANCA CIOBOTARU
LICEUL TEHNOLOGIC DE TRANSPORTURI - PLOIESTI

Matematica este omniprezenta in dezvoltarea tehnologiei, iar rezolvarea unei probleme din
viata reald se face de obicei prin utilizarea unor cunostinte matematice. Unul dintre cele mai
bune exemple de aplicatie a matematicii in practica este dat de urmatoarea problema simpla :
cum poate fi localizat un obiect pe suprafata Pamantului?

Pentru rezolvarea acestei probleme au fost utilizate diverse instrumente, precum compasul
magnetic, astrolabul, sextantul. In prezent sunt folosite metode si tehnologii mai avansate, cum
ar fi Sistemul Global de Pozitionare (GPS). Sistemul GPS a fost completat in 1995 de catre
Departamentul Apararii al SUA si a fost autorizat pentru aplicatii civile. El era compus initial din
24 de sateliti, dintre care cel putin 21 erau functionali 98% din timp. In 2005 el a fost extins la 32
de sateliti, dintre care cel putin 24 sunt functionali, iar restul sunt de rezerva, pentru a inlocui un
eventual satelit defect. Satelitii se afla la 20 200 km de suprafata Pamantului si sunt distribuiti in
6 plane orbitale, care fac un unghi de 55° cu planul ecuatorial. Fiecare plan orbital contine cel
putin 4 sateliti si fiecare satelit descrie o orbita circulara in jurul Pamantului in 11 h 58 min.
Satelitii sunt distribuiti astfel incat in orice moment si in orice loc de pe suprafata Pamantului pot
fi observati cel putin 4 sateliti.

Cei 24 de sateliti emit cate un semnal care se repetd periodic si care poate fi captat de céatre un
receptor special, un echipament care foloseste informatia pentru a-si determina pozitia. In acelasi
timp, receptorul poate determina pozitia absoluta a fiecarui satelit in orice moment. Semnalul
emis contine si un cod corector al inevitabilelor erori de orbita, cod actualizat la fiecare ora.
Semnalul emis de catre fiecare satelit are o perioada fixa si inceputul fiecarui ciclu poate fi
calculat de receptor. Satelitii sunt dotati cu cate un ceas atomic de mare precizie, sincronizat cu
ceasul receptorului. Cand receptorul primeste un semnal de la un satelit, el incepe sa-1 compare
cu unul generat de el si care se presupune ci este identic. In general, aceste semnale nu sunt
identice, de aceea receptorul il modifica pe cel generat de el, pana cand cele doud semnale sunt
in faza. In acest mod, receptorul poate si calculeze timpul necesar semnalului si ajunga de la
satelit la el.

Sistemul GPS descris mai sus este cel standard si permite calculul pozitiei receptorului cu o
precizie de pana la 20 m. Aceastd precizie poate fi imbunatatita, dar din anul 2000
Departamentul Apararii a introdus Th mod intentionat inadvertente in semnalele satelitilor, pentru
a reduce precizia sistemului la 100 m.

Teoria care sta la baza GPS. Presupunem ca ceasurile receptorului si ale tuturor satelitilor
sunt sincronizate perfect. Receptorul isi calculeaza pozitia prin triangulare, al carei principiu de
baza este determinarea pozitiei unui obiect, cunoscand pozifia acelui obiect fata de niste obiecte
de referinta, ale caror pozitii sunt cunoscute. Receptorul GPS calculeaza distanta la sateliti
cunoscand pozitia acestora.

o Satelitul P, emite un semnal care ajunge la receptor in timpul t,, timp pe care receptorul

poate sa-1 determine. Distanta pana la satelit este r;, = ct,, unde c este viteza luminii.

Multimea punctelor care se afla la distanta =, de satelitul P, este o sfera S, cu centrul in
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P, si raza r,. Intr-un sistem cartezian de coordonate, fie (X, y, z) pozitia necunoscuti a

receptorului si (a,, by, ¢, ) pozitia cunoscutd a satelitului P,. Receptorul se afld pe sfera
5,, deci
(x—a,))*+ (y—b)* + (z—¢,)* = rf = *t]. 1)
e Informatia este insuficienta pentru determinarea pozitiei receptorului, dar acesta primeste
un alt semnal in timpul ¢, de la un satelit P., care se afla la distanta r, = ct,. Ca mai sus,
receptorul se afld pe sfera 5, cu centrul P,(a,,b,, c,) siraza r,, deci

(x—a)*+ (v —b)" + (z—¢c)* = rf = ¢, (2)
Intersectia celor doua sfere este un cerc C, , pe care se afla receptorul.

e Receptorul mai primeste un semnal in timpul ¢, de la un satelit P;(a,, by, c;) aflat la
distanta 1, = ct5, deci el este situat pe sfera 5, cu centrul P, sirazarn :

(x_“3):+ (}’_1’3):4' (Z_cajzz Taj = C:taz- 3
Receptorul se afla deci la intersectia cercului C, , cu sfera 5;. Intersectia unui cerc cu o

sferd poate sa contina doua puncte, deci teoretic inca nu putem fi siguri care este pozitia
receptorului. Practic, sateliii sunt pozitionati astfel incat una dintre solutii poate fi
eliminata, fiind departe de suprafata Pamantului. Prin rezolvarea sistemului de ecuatii (1),
(2), (3) se poate deci determina pozitia receptorului.

Prin scadere obtinem ecuatiile

E(ﬂa - ﬂ'i]x + Z(ba - bij}’+ 3[53 - Cljz = A, (4)
2(“3_ﬂ2j1+2(b3_b:)}’+ 2(53_52j3= A, (5)

unde

-

A= (2 —t2) +ad +bE+cf—a —bI—cF,

A, =c*(ti—t5)+a3+bi+ci—a3—bi—ci. (6)

Satelitii sunt plasati astfel incit nu existd trei coliniari. Acest fapt ne garanteaza ca printre
determinantii

a; —a; by—b

b;—b, c3—¢c

‘aa—al €3 — €,
¥
by —b;, ¢3—c,

g — Qg Cq — Cq

¥
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existd cel putin unul nenul. Presupunem ca primul determinant este nenul si gasim cu regula lui

Cramer din ecuatiile (4), (5) pe X, y ca functiide z :

Al—z{:CE_Cl}Z 2{:‘.?3_1?1} ‘2{:{13_{11} AI—E{:cg—cl}z‘
AZ_E{:CE_CE}Z z{bg_sz 2{:{13_{52} Az_z{:CE_{?z}z

2{(13—{12} 2{:1?3—132} 2{:{13—{12} 2{:133—132}

Inlocuind aceste valori in (3) obtinem o ecuatie de gradul doi in z, cu solutiile z,,z,. Substituind
Z CU z; si z, in (7), se obtin cele doud solutii cautate (x,,v,,z;),(x5,v,,2,), dintre care

receptorul o recunoaste pe cea corecta.
Alegem sistemul cartezian de coordonate astfel ca exprimarea pozitiei prin latitudine,
longitudine si altitudine sa fie cat mai simpla :
e originea sistemului de coordonate este centrul Pamantului;
e axa Oz este axa polilor si este orientata spre nord;
e axele Ox, Oy sunt continute in planul ecuatorial;
e partea pozitiva a axei Ox trece prin punctul de 0° longitudine;

e partea pozitiva a axei Oy trece prin punctul de 90° longitudine vestica.
Raza Pamantului este egald aproximativ cu 6365 km, deci o solutie (X, Y, z) este considerata

acceptabild dacd x2+ y®+ z2& (6365 + 50) 2. Aproximarea +50 este admisd pentru

pozitionarea avioanelor si a altitudinilor montane. Latitudinea | si longitudinea L sunt unghiuri
exprimate in grade si pot fi determinate din egalitatile :

x=RcosLcosl, y=RsinLcosl, z=Rsinl.

z
Cum | € [ —90°, 90°], obtinem | = arcsin Rz cecacene permite sa calculam cos |. Longitudinea

L este deci unic determinata din egalitatile :
X

sinL =

COSL:RCGSL’ Rcosl’

. . - “ A . = . =+ . = -
Distanta h a receptorului fatd de centrul Pamantului este h = x<+ ¥+ z= . Putem sa

Tnlocuim peste tot pe R cu h si sa calculam latitudinea si longitudinea. Altitudinea la care se afla

receptorul este egala cuh — R.
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Aceastd teorie se aplicd intr-o lume ideald, dar, din pdcate, lumea reald este mult mai
complicatd. Satelitii sunt dotati cu cate un ceas atomic foarte precis (si foarte scump!), receptorul
este Tnzestrat Tnsd cu un ceas de duzind, accesibil unui buget modest. Chiar daca ceasurile
satelitilor sunt sincronizate perfect, receptorul va calcula niste timpi fictivi, conform ceasului

sau. Fie T = (timpul de sosire a semnalului dupad ceasul receptorului) — (timpul de sosire a
semnalului dupa ceasul satelitului). Apare astfel o a patra necunoscuta =, decalajul ceasului

receptorului fatd de ceasurile satelitilor, ceea ce impune considerarea unui al patrulea satelit. Se
aplicd in mod similar regula lui Cramer pentru determinarea pozitiei receptorului, ceea ce este
posibil, deoarece nu exista trei sateliti coplanari vizibili dintr-un punct dat de pe suprafata
Pamantului.

Daca receptorul “vede” mai mult de patru sateliti, atunci se poate ardta ca pentru a obtine o
aproximare mai bund a pozitiei sale, receptorul trebuie sd aleagd acei patru sateliti care
maximizeaza determinantul

2(ay,—a,) 2(by—b;) 2(cy—cy)
2(ay —ay) 2(by—by) 2(cs— )|
2(ay —az) 2(by—b;) 2(cs—c5)

Distantele sunt calculate de catre receptor folosind constanta ¢, care este viteza luminii Tn vid.
In realitate semnalul traverseaza atmosfera si se refractd, ceea ce ii lungeste traiectoria si ii
micsoreaza viteza. Se foloseste de aceea un receptor auxiliar (statie de baza) cu pozitie fixa
cunoscutd, realizandu-se astfel un GPS diferential (DGPS), cu o precizie de ordinul
centimetrilor.

Pamantul nu este sferic in realitate, el este turtit la poli, cu raza de 6356 km, pe cand la ecuator
raza este de 6378 km, de aceea trecerea de la coordonate carteziene la cele geografice trebuie sa
ia in considerare acest fapt.

Viteza satelitilor si masa Pamantului sunt mari, deci conform teoriei relativitatii (confirmata de
masuratori) ele vor influenta mersul ceasurilor satelitilor. Cu toate ca aceste influente sunt de
sens contrar, ele nu se anuleaza reciproc, deci trebuie considerate impreuna in calcule.

Pana acum Statele Unite detin monopolul pe aceasta piata, ceea ce le permite un control
exclusiv. In 2002 Uniunea Europeani a creat un fond de dezvoltare pentru Galileo, un sistem de

pozitionare alternativ fatd de GPS.
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Aplicatii ale GPS. Sistemul Global de Pozitionare tinde si devina indispensabil, el realizand,

printre altele :

e determinarea pozitiei unor persoane izolate (excursionisti, vanatori, marinari) prin
marcarea unui traseu, inclusive pe o harta ;

e gasirea unei adrese de catre conducatorul unui taxi, de exemplu ;

e orientarea cu o harta veche, prin scanarea sau digitizarea ei ;

o realizarea de coridoare aeriene pentru avioane, pentru a evita coliziunea lor ;

e urmadrirea simultand a mai multor autovehicule, de exemplu de cétre o companie de
inchirieri, pentru a verifica respectarea contractului ;

e determinarea exacta a altitudinilor montane (Everest, K2, Mont Blanc, etc.) ;

e aplicatii militare (doar pentru asta a fost creat!).

Satelitii GPS nu transmit informatii in legatura cu starea lor sau calitatea semnalului. Spre
deosebire de ei, satelitii Galileo transmit Tn mod constant astfel de informatii, ceea ce permite
receptorului sa ignore semnalele de la satelitii cu defecte. Acest fapt se realizeaza prin
intermediul unui sistem de statii de baza, care masoara pozitia reala a satelitilor si o compara cu
pozitia antecalculata. Informatia este transmisa satelitului defect, care o retransmite
receptoarelor. Guvernul SUA are in plan o imbunétatire asemanatoare a GPS.

Semnalul GPS si registrele cu deplasare liniara. Registrele cu deplasare liniard genereaza
siruri care permit receptorului sa se sincronizeze cu ele. Aceste echipamente simple genereaza
semnale care par in mare masura aleatoare, cu toate ca sunt generate de un algoritm determinist.
Un semnal care nu se coreleaza cu translatiile lui sau cu alte semnale permite receptorului GPS
sd identifice semnalul unui anumit satelit si sd se sincronizeze cu el.

Registrul poate fi considerat ca o banda cu r casete care contin numerele a,,_,, ..., a,_,., fiecare
dintre ele avand valorile 0 sau 1. Fiecare caseta este asociata cu un numar q; € {0, 1}, celer
valori g; sunt fixe si distincte pentru fiecare satelit. Se genereaza un sir pseudoaleator astfel :

e se dau conditiile initiale a,._,, ..., ay € {0, 1}, nu toate nule ;

o fiinddate a,_y, ..., a,_,, registrul calculeaza a, = XiZ;a,_,.;q; (mod2);
e se deplaseaza toate valorile spre dreapta cu o unitate, se omite a,,_,. $i se insereaza a,, In

caseta cea mai din stanga ;
e se itereaza procedura.

Acest algoritm este determinist si numarul conditiilor initiale este finit, deci sirul generat este
periodic. Existd 2" siruri distincte de lungime r, deci perioada este cel mult 2".Daca la un
momentdat a,_, = - = a,_, = 0, atunci a,,, = 0, pentru orice m = n. Un sir periodic
“interesant” nu contine r zerouri consecutive, deci lungimea perioadei este cel mult 2" — 1. Fie

M=2" —1,B=(by, .., by) sirul finit (a,)i=m ™ 5i € = (cy, ... cy) sirul finit (a,)p=p "
de exemplu sirul B este transmis de catre satelit, iar sirul C este o permutare ciclica a lui,
generatd de receptorul GPS. Se numeste corelatia sirurilor B si C, notata Cor (B, C), numarul

indicilor i pentru care b; = ¢; minus numarul indicilor i pentru care b; # c¢;. Avem evident
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— M = Cor (B, C) = M. Spunem ca sirurile sunt slab corelate, atunci cand Cor (B, C) este
apropiat de 0.

Teorema 1. Corelatia a doua siruri este data de

Cor (B,C) = ZiL,(—1)%i(—1)=,

DEMONSTRATIE : Se aduna 1 la Cor (B, C) daca b; = «¢; si se scade 1 daca b; # c;. Daca
b, = ¢, =0, atunci (—1)%(—1)%=1-1=1,iardaci b, = ¢; = 1, atunci (—1)%(—1)% =
=(—1)-(—1) = 1. Similar, daci b; # c;, atunci unul dintre numerele (—1)%i,(—1)i este egal
cu 1, celilalt este —1, deci (—1)%(—-1)%=1-(-1)= —1.

Orice registru cu deplasare liniard poate fi initializat astfel incat sa genereze un sir slab corelat
cu toate translatiile lui, asa cum rezulta din urmatoarea teorema, a carei demonstratic o0 omitem

Teorema 2.1 Exista coeficientii g, -, q,—4 € {0, 1} si conditiile initiale ag, ..., a,_; € {0, 1}
astfel incat sirul generat de registrul cu deplasare liniard corespunzator sa aiba perioada de
lungime 2" — 1. Daca B si C sunt doud “ferestre” de lungime M = 2" — 1 ale acestui sir, B =
= (a,)5=m ™™t C=(a,)i2™ ! p>msi M nudivide p —m, atunci Cor (B, C) = —1.

Exemplu. Fier =4, (q,.9,.95.95) = (1,1,0,0) si (ay, a,,a,,a5) = (0,0,0,1). Sirul generat

are perioada 0,0,0,1,0,0,1,1,0,1,0,1, 1, 1, 1 de lungime 2* — 1 =15, care coincide cu toate
translatiile sale Tn exact 7 pozitii, deci corelatia lui cu orice translatie este egala cu —1.

Fie F,r un corp finit cu 2" elemente (toate aceste corpuri sunt commutative §i sunt izomorfe
ntre ele), x € F,r un element primitiv peste i, si T : Fr — [, functia “urma”, definita prin
T(b_yx™ '+ ..+ byx+ by)=b,_,, unde b, € F,,0 = i = r - 1. Alegem un polinom
primitiv P peste [, (ireductibil si cu o radacina x element primitiv al lui Fyr), P = X"+ g,_, X"+
+ ..+ g,X+ g, b e Fr un element nenul si construim registrul cu deplasare liniara avand
conditiile initiale a, = T(x'b), 0 <i <r —1.

Tn exemplul precedent am ales P = X* + X + 1, polinom care este primitiv, b = 1, deci a, =
=T(1)=0,a,=T(x)=0,a, =T(x*)=0,a; =T(x*) =1,

Aceasta constructie functioneaza in general [l Daca dorim sa generam alt sir pseudoaleator de
aceeasi lungime (fiecare satelit are un sir propriu), atunci schimbam polinomul P. Corelatiile
acestor siruri cu translatiile lor pot fi calculate folosind teoria lui Galois, 1n practicad se folosesc

insa tabele cu valori antecalculate.
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Notd. Aceasta scurtd prezentare este realizatd dupa "), dezvoltari mai ample ale subiectului pot fi

gasite In IB] | celelalte lucrari contin alte aplicatii interesante ale matematicii in probleme de

transport, dar si in alte domenii.
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5. TRIUNGHIURI MEDIANE

Prof. Stan Ilie?

Materialul face parte din seria “Observatii fara Ilustratii si fara Demonstratii”.

Lipsa desenelor este conceputd ca o invitatie la imaginatie sau la...desen.

Chiar simpla lecturare a sectiunii Notatii ar putea conduce pe Cetitor la a deveni Descoperitor.

Liniile mijlocii determina un triunghi(triunghiul median) asemenea celui dat, de arie % si
perimetru % din acesta.

Acesta a fost punctul de la care a pornit acest studiu. Rezultatele au venit(aproape) de la sine...

NOTATII

Fie triunghiul AABC cu AB=c, AC=b, BC=a.

A1, B; si C; mijloacele lui BC, AC respectiv AB.

A, By si C, mijloacele lui B;Cy, A;C; respectiv A;B; samd

An, Bn si C, mijloacele lui Bp1Cp.1, An-1Cn-1 respectiv An.1Bn-1
tA:AAB101=AAOBlcl ) tB:AAchleAlBocl ) tC:AAlBlczAA181C0
th=AABC,, AAB;Ci=AABC=tg

O, centrul cercului circumscris triunghiului t,.

H, ortocentrul triunghiului t,.

I, centrul cercului nscris in triunghiul t,.

Ga, Gg, G¢ centre de greutate in triunghiurile ta, tg respectiv tc

Oa, Og, Oc centrele cercurilor circumscrise triunghiurilor ta, tg respectiv tc
Ha, Hg, Hc ortocentre Tn triunghiurile ta, tg respectiv tc

Ia, Is, Ic centrele cercurilor inscrise n triunghiurile ta, tg respectiv tc
PARALELISM

o Triunghiurile t, au laturile respectiv paralele.

LATURI, ARII si PERIMETRE

. Laturile lui t, sunt (a/2", b/2", ¢/2")

i Stn:SABC/Arn; Stn:‘]'m-n Stm

i I:>tn:|:>ABC/2n; Pm:2m-n Ptm

. (4"-1)/3 triunghiuri mediane dupa n pasi

. (2"-1)/2"* lungimea totala a figurii realizate de triunghiurile t, dupa n pasi
ASEMANARI

J Triunghiurile t, sunt asemenea.

L AABC"—'AGAGBGC ’\-'AHAHBHC ""AIAIBIC ’\'AOAOBOC
ECHIVALENTA

. Trapezele ABA;B1, BCB1C; si ACA;C; sunt echivalente si au aria % S.

° Paralelogramele AB;A;C;, BA;B;C; si CB;C1A; sunt echivalente si au aria 1/2 S.

° Trapezele AnBnAn+1Bn+1, BnCnBns1Cns1 si AnChAn+1Cns1  sunt echivalente si au aria
(3/4)™* S.

2 stan_ilie@yahoo.com
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CONGRUENTA

. Liniile mijlocii si laturile ce le determind, formeaza 3 triunghiuri congruente cu triunghiul
median.

o Inca 3 triunghiuri congruente se obtin unind mijloacele segmentelor congruente.

o G-urile, H-urile, I-urile respectiv O-urile corespunzatoare triunghiurilor ta, tg respectiv tc
determinad alte 4 triunghiuri congruente cu triunghiul median t;.

COINCIDENTA

o Medianele triunghiului AABC sunt mediane si in t,.

o Medianele lui t, sunt mediane si in ty.1.

o Toate triunghiurile t, au acelasi centru de greutate.

° Triunghiurile AGAGgGc, AA1B1C1 s1 AABC au acelasi centru de greutate.
CORESPONDENTA

Mediatoarele lui t, sunt inaltimi in tp;.

CONVERGENTA

. Sirul triunghiurilor mediane t, este convergent catre G.

. Sirul {On} converge catre G.

o Sirul {Hn} converge citre G.

o Sirul {l,} converge catre G.

COLINIARITATE

. Punctele O, sunt coliniare. 00'=20'0%=40%0%=.. . =2"0,0n+1

. Punctele H, sunt coliniare.

. Punctele I, sunt coliniare.

° Punctele G, On , Hy, se gésesc pe dreapta lui Euler.

FRACTALI

o Se traseaza un triunghi, triunghiul sau median §i apoi triunghiurile mediane pentru ta, tg
si tc. Procedeul se repeta la nesfarsit(Triunghiul lui Sierpinski).

o Pornind de la un triunghi plin se indeparteaza triunghiul median. Procedeul se repeta la

nesfarsit(Garnitura lui Sierpinski).

TRANSFORMARI GEOMETRICE

) to, to, t4,... sunt omotetii de centru G

° to, tg, t, t3, ty,...... sunt omotetii de centru G

o Triunghiul lui Sierpinski se poate construi printr-o succesiune(de succes!) de omotetii de
centru G si raport %2 aplicate triunghiului initial si tuturor triunghiurilor nemediane aparute.
TETRAEDRU

J Triunghiurile congruente AAB;Ci, AA;BC;, AA;BiC si AA;1B1C; sunt fetele unui
tetraedru VA;B1C; daca triunghiul ABC este ascutitunghic.

J Planele paralele cu baza la distantele h/4" de varf, intersecteazi tetraedrul dupi t;, t3, ts,. ..

”'

Desigur, dupa “Cuvinte farda Demonstratii” ar trebui sa urmeze “Demonstratii fara Cuvinte
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6. Aplicatiile trigonometriei in geometria patrulaterului

Antohe Florin

in patrulaterul convex ABCD notam lungimile laturilor AB=a, BC=b, CD=zc,
DA=d, lungimile diagonalelor AC=e, BD=f si masurile unghiurilor prin A, B, C, D. Se stie ca

A+B+C+D=360".
Relatii intre masurile unghiurilor unui patrulater:

I In orice patrulater convex au loc relatiile:

A+B C+D A+B . C+D
1) cos S n =sin

+CO0 =0, si
2 2 2

2) cosw = —cos(B + D) = —cos(A+C)

A+B+2C CcC-D
3) cOS————— = —C0S———

A-B+C-D . A+C . B+D
4) cos =sin =sin B

. A-B-C+D B+C
sin = CO0S
4

Demonstratie:
1) Din A+B+C+D=360", rezulta 22 —180° - S0 |

Utilizand formulele trigonometrice cos(180 °-x)=-cos X, sin(180°-x)=sin x, obtinem:

cos A+B _ cos(L80° — c ; D) - _cosC +D , de unde rezulta:
A+B C+D

coS +C0S =0

sin A+t B =sin(180° —C+D)=5i”C+D

2) %(A—B+C—D):%[(A+B+C+D)—2(B+D)]:%[BGOO—2(B+D)]:1800—(B+D)

De aici rezulta ca: cosw =—cos(B+ D)

Tinand cont de faptul ci 180 °-(B+D)=(A+C)-180° rezultd —cos(B + D) = —cos(A+C)

O_
3) CoSA+ B+2C :cos(360 D)+C

= cos(L80° —D—;C) =—cos

C-D
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B+D . B+D . A+C

— — 0_
A-B+C-D _ 360 2(B+D) _ c0s(90° ———) =sin =sin
4 2 2 2
— — 0_
SinA B4C+D:Sin360 i(B+C):sin(90°—B;C):COSB;C

4) cos

Aplicatii :
e Sa se arate ca in orice patrulater convex au loc relatiile :
A+B . B+C . C+A
-SIN -SIN

1) sinA+sinB +sinC +sinD =4-sin Si 5 5
2) cosA+cosB+cosC+cosD:4-cosAJ2rB -cosBJzrC -cosCJZrA
3) sinA—sinB+sinC—sinD:4-cosA;B-cosB;C-sinC;A
4) cosA—cosB +cosC —cosD =4-sin A;B -sin B;C -cosC;A
. A . B .C . D . A+C . B+C A B C D
5) sin—-sin—+sin—-sin— =sin -sin = C0S— - COS— + COS— - COS—
2 2 2 2 2 2
. A+B . A+C . B+C
sin -sin -sin
D 2 2 2

A B C
6) tg—+tg—+tg—+tg— = =
2 2 2 2 cosé : cosE : cosE : cosB
2 2 2 2
A B, ,C B,C . ,D C.,D,A D, A _B
=tg—-tg—-tg—+tg—-tg—-tg — +tg—-tg —-tg — + tg — - tg — - tg —
g2 g2 g2 g2 g2 g2 g2 g2 gZ g2 g2 g2

A+B . A+C . B+C
-sin -sin
2 2 2

. A . B .C .D
sin—-sin—-sin—-sin—
2 2 2 2

sin

A B C D
7) ctg—+ctg—+ctg—+ctg— =
) g +Clg— +clg - +clg

Rezolvare :
1) Transformam n produse si aplicdm relatiile 1 si 4 demonstrate anterior. Notam membrul stang
prin M.
M, =2sin AtB 0sAB 1 26inEt D 0s =D L pin At B (cosA_ B cosS D) =
2 2 2 2 2 2 2
A+B A-B+C-D A-B-C+D . A+B . B+C . C+A
-COS -COS =4-sin -sin -sin
4 4 2 2 2
2) Se demonstreaza analog cu 1)
3) Transformam in produse si aplicam relatiile 1 si 4 de mai sus.

=4-sin

. A-B A+B . C-D C+D A+B,. A-B . C-D
2sin -COS +2sin -COS =2C0S (sin —sin )=
M = 2 2 2 2
; A+B . A-B-C+D A-B+C-D A+B B+C . A+C
=4co0s -sin -COS =4co0s -COS -sin
4 4 2 2 2
4) Analog cu 3.
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= z,% =t. Evident x+y+z+t=180"°

5) Se noteaza ?z X,

Va trebui sa demonstram :

COSX-COSY +C0Sz-cost =sin(X+ z)-sin(y + z) =sinx-siny +sinz-sint

Notam cele trei expresii, in ordinea in care apar, prin E,F,G.

E=G < cos(X + y) = —c0s(z +t) < cos(180° — (z +t)) = —cos(z +1)
2E =[cos(x + y) + cos(x — y) + cos(z +t) + cos(z —t)] = cos(x — y) + cos(z —t)
2F =cos(x—y)—cos(x+ Yy +2z) =cos(x—y) +cos(z —t) = 2E , deoarece:

cos(x+y+2z)=cos(180 ° +z-t)=-cos(z-t).

Analog se demonstreazi ( sub aceeasi conditie x+y+z+t=180°) :
cost-cosx+cosy-cosz =sin(t+ y)-sin(x+y) =sint-sinx+siny-sinz,
COSX-COSZ+COoSY-cost =sin(x+Yy)-sin(z+y) =sinx-sinz +siny-sint

6. Notam expresiile, in ordinea in care apar , prin , E, F, G.
sin(x+Yy)

COSX-COSYy

Pentru E=F se aplica formula tgx+tgy = si punctul 5) iar pentru E=G se observa ca

A+BHC g0 —% si se aplicd formula :
tgx +tgy + tgz — tgx - tgy - tgz
1—-tgx-tgy —tgy-tgz —tgz-tgx
sin(x+y)
sinx-siny
e Fie x,ye(0;90°). Si se arate ca :
X+y _ tgx+tgy

a) tg > < > egalitatea avand loc daca si numai daca x=y.

b) Sa se arate ca In orice patrulater convex :

tg(x+y+2)=

7) Se aplica formula ctgx + ctgy = si punctul 5).

A B D
tg E) +1g E) +19 % +1g E >4, egalitatea avand loc dacd si numai daca patrulaterul este

dreptunghi.

Solutie :

X+y tgx+tgy
2

X+y cos(x—y)-1

2 2cosX;y-cosx-cosy

a) Notam E=tg . Dupa un calcul simplu obtinem :

E =sin

Deoarece X,y € (0;90°).rezultd ca factorii expresiei E sunt strict pozitivi, cu exceptia factorului

cos(x-y)-1, care este negativ sau nul. Deci E<O0.
E=0< cos(x—y)-1=0x-y=0x=Y.
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b) Daci o este misura unui unghi al unui patrulater convex, atunci oe(0;180°), deci

%e (0;90%). Tn acest caz putem aplica punctul a) pentru ng, y:%si apoi pentru x=%si

y= % . Adunand cele doua relatii obtinem :

A B C D A+B C+D
tg—+tg—+tg—+tg— > 2t + 2t .
92 92 92 92 g ) g

: A+B D
Aplicam inca o datd punctul a) pentru X = Z , Y= ¢ Z .

0
A+B+C+D:4tg3680 _ 4tga5® = 4,

A+ B C+D
+ >

2tg 2tg 4ty

In final si demonstram ca egalitatea se realizeaza daci si numai daci A=B=C=D.

De la punctul a) stim ca tgx+tgy = 2tg XLZY = X=Y.

Din egalitatea tg?ﬂg%ﬂg%ﬂg% =4 rezulta :

4> 2tg AZB+2thZD24,deci tg AZB+th+D=2=2thA+Bj+(C+Dj/2]

4 4 4

de unde A+B=C+D. Analog obtinem A+C=B+D si A+D=B+C.
Din ultimile trei relatii rezultda A=B=C=D.

e Diagonalele unui patrulater ABCD sunt perpendiculare §i congruente.
Sa se determine masurile unghiurilor patrulaterului , daca a=1, b= V2 si c=4/3.
Solutie :
Deoarece patrulaterul are diagonalele perpendiculare, avem :a* +c? =b? +d? .
Deci 1+3=2+d? =d =+/2.
Patrulaterul care respectd aceste conditii este trapezul isoscel ABCD din figura :

A B

Punctul de intersectie al diagonalelor 1l notdm cu 1.
Deci misura unghiului CAB este egald cu misura unghiului DBA=45°.

V2

IA=IB=—.
2
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V2 BC

Tn triunghiul dreptunghic BIC , BC=+/2, IB:7 , deci IB:T'

Atunci masura unghiului ACB=30"° si prin urmare masura unghiului DBC este de 60°.
Rezultd masura unghiului ABC este de 105° si masura unghiului BCD este de 75°.

Teoremele generalizate ale lui Ptolemeu

Fie ABCD un patrulater convex . Notim m(<CAD)=a , m(<DBC)=4, m(<ACB)=y si

m(<ADB)=¢ .Au loc relatiile :
1) e?f2 =a’c? +b?d? +2-abcd .cosh=B+C-D

e’(b? +d? —2bd -cos(y +«)) _a*d? +b’c’ —2abcd - cos(B + D)
f?(b* +d? —2bd-cos(B+y)) a’b®+c’d* —2abed-cos(A+C)

2)

Demonstratie :

Vom demonstra doar prima relatie din cele doua.
Construim punctul E, in semiplanul opus cu D fata de BC, astfel incat triunghiurile DAC si BEC
sa fie asemenea cu <CBE =<CDA si <BCE=<ACD.

RezultéE:E:C—E de unde BE:m , CE:E.
c d e c c

C

E

- E - .
In triunghiurile CDB si CAE avem <ACE =<DCB si CE = E deci triunghiurile sunt asemenea.
e ¢

Rezulta €_ E deci AE = ﬂ.
c f c

In AABE, unde m(<ABE)=2 7 -(B+D) (sau B+D) , aplicim teorema cosinusului pentru AE:

2¢2 242
¢ Z = b? —2-@-005(B+D)c>
C c C

AE® = AB® + BE® -2-AB-BE -cos(B+ D) & a’+
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< e’f?=a’c? +b?d* —2-abcd-cos(B + D).

Conform relatiilor demonstrate anterior —cos(B + D) = COS%C_D =—-cos(A+C).
e 1In orice patrulater convex ABCD au loc relatiile:
1) lac—bd| <ef <ac+bd.
e ad+bc . 0 e ad+bc . 0
2) —< daca A+C>180" sau — > daca A+C<180".
f ab+cd f ab+cd
Vom folosi relatia anterior demonstrata : e°f? =a’c® +b?d* + 2-abcd -COS%C_D ,

pe care o scriem convenabil astfel :
e’f? =a’c? +b?d* —2-abcd - cos(B + D).

Avem —-1<cos(B+ D)<1. Nu putem avea cos(B+D)=1, decat in cazul B=D=0 care este

imposibil. Egalitatea cos(B+D)=-1 are loc daci B+D=180°, deci in cazul patrulaterului
inscriptibil. Rezulta —1 < —cos(B + D) <1deci:

a’c® +b’d* -2-abcd <e*f? <a’c?® +b*d* +2-abcd sau
(ac—bd)* <e’f? < (ac+bd)?,
de unde rezulta inegalitatile din enunt.

Masura unghiului format de diagonale

In patrulaterul ABCD , unde AC ~nBD={I}, misura ¢ a unghiului AIB verifici relatia:
b®+d?-a®*-c?
2ef

CoS¢ =

Demonstratie:

D
I este punctul de intersectie al diagonalelor AC si BD.
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Notam AB=a ; BC=b;CD=c; AD=d;IA=x; IB=y; IC=z; ID=t

In cazul unui patrulater convex ca cel din figura de mai sus , daca m(<AIB)=¢, rezulta
M(<BIC)=7—¢.

Aplicand teorema cosinusului in cele 4 triunghiuri formate obtinem :

a? = x> +y?—2xy-cos¢

b*> =y®+2? —2yz-cos(r —
y y =9) , de unde :

c? =z +t? —2zt-cos¢

d% =t + x* — 2tx-cos(r — @)

a’+c*=x"+y +2% +t> —2(xy+ zt)-cos¢

b?+d? =x*+y>+ 2% +t* + 2(yz + xt) - cos¢
Scazand ultimile doua relatii si tinand cont ca :

XY+ yz+zt +tx = (x+ z)(y +t) = ef , rezulta formula anuntata.

Consecinte :
a) Tn orice patrulater 0 < ‘bz +d?-a’ —cz‘ < 2ef.

b) Patrulaterul ABCD este ortodiagonal daci si numai dacd a* +c? =b® +d?.
¢) In particular , masura ¢ a unghiului dintre diagonale este datd de relatia:

2 2 2 2
COS¢ = b”+d”—a’ —c , dacad ABCD este inscriptibil.
2(ac+bd)

ac—hd

C0S¢ = , dacd ABCD este circumscriptibil.

e’ +f?—(a+c)?
2ef
e Fie paralelogramul ABCD cu AB=a , BC=b , a>b si ¢ masura unghiului ascutit sau
drept format de diagonale.
Sa se arate ca :
a) a®—b® <ef
a’ -b?
b) cos¢ > PO egalitatea avand loc daca si numai daca ABCD este romb sau dreptunghi.
a” +

, daca ABCD este trapez cu bazele AB=a si CD=c.

COS¢ =

Solutie :

2 2 2 2 2 2
a)cos¢:a b +c”—d _a b<1

2ef ef

2 2 2 2

b) cos¢ = a b > az b2 , deoarece ef <a” +Db”.
ef a“ +b

- e?+f% 1
Intr-adevar cu teorema cosinusului in A AIB si A IBC, a?= + Eef Cos¢g,
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CEE

——ef cosg.
4 2 ¢

Avem egalitate daca si numai dacd : a=b ( adicda ABCD e romb) sau a>b si e=f (adicd ABCD) e
dreptunghi.

b2

Bibliografie :
[1] D. Mihalca, I. Chitescu , Marcel Chiritd — Geometria patrulaterului, Ed Teora 1998.
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7. INTEGRALA DEFINITA A UNOR FUNCTII
TRIGONOMETRICE

Prof. Balogh Erika
Colegiul Tehnic ,,C.D.Nenitescu” Baia Mare

Fie f :[01] > Ro functie continui.Atunci

T

f (cosx)dx si . [ xf (sinx)dx == Ifsmx):ix n
0

0

oty

f(sinx)dx =

= LS

f (sin xJdx

o'—.m\kx

Solutie

I. Cu substitutia X =%—t obtinem relatia [ f(sinx)dx = —[ f(cost)dt = | f(cost)dt

O [N
N[N o
O v [ N

stiind ca: sin(g —t} = cost

Prin urmare | f(sinx)x = | f(cosx)dx .

Ot N
O o | N

I1. Cu substitutia X =7 —t obtinem relatia

T 0 T e
I :_[xf(sin x)dx=—f(;r—t)f(sint)dt=7rj f(sint)dt—tJ. f(sint)dt stiind ca: sin(z—t)=sint
0 V4 0 0

T T T

Prin urmare 21 :jxf(sin x)jx:ﬁj f(sint)}dt rezulta: _[ 5|nx)jx_—jf (sinx)dx
0 0 0
. 3 x 3
Functia fiind continud rezulta: J.f(sin x)jx:J. f (sin x)dx + I sin x)dx = 2_|. sin xJx
0 z 0
2

Aplicand sustitutia X =7 —t la a doua integrala

T
z 2

rezulta in final: | = I smx)jx ﬂj smx)jx
0 0

L. Aplicatii:
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2
. z I =I in® xdx
: Vs 5 . 5 o
1) I,= ISInZXdX = Icoszxdx =~ pentru ca 2 adunand cele doua relatii si
0 4 2
I :j 0s? xdx
0
2 Vs
folosind formula de bazi din trigonometrie : Sin® x+cos’ x =1 rezulta  2l, = '[ldx =—
0 2
z 71'
2
de unde obtinem |, = j in*xdx= Icos xdx="
0 4
|
.5 1 |
|
| x=mi2
. |
(sinx)*2 |
2 25 3
|
|
1
z z
2 [ t cosx
= I 4dx respectiv. |, = I ——————dx sunt egale, adunand cele doua relatii
5 SIN X+ COSX 5 COSX+Sinx

V3 T
2 son 2
. SIn” X cos" x V4 "
obtinem |,=1;= = I-’-:Iﬁdx J' dx=2= neN
0 0

cos" x+sin" x 4

NN

3) I, =[sin’xdx= _[cos xdx =

o'—.mm
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(sm X+C0S x)alx Ismx+cosx)(sm X —SinXCOoSX+C0S x)dx Ismx+cosx)(1—sinxcosx)dx=
0 0

N\n
N\a

N
II

V4 /4 T

OtV [N Oty

2 2 2
sinxdx-+ Icosxdx—%j%inz xcosxdx+%j3cos2 x(—sin x)dx =
0 0 0

~ T 1 . 1 1 1
= —CoSX|2 +SinX|2 —Esm3 x‘OZ +§cos3 x‘o —141---=

3 3

2_§=ﬂ = |4=£
3 3 3

4) | _I3|n xdx = Icos xdx—32

NN

T

2
(sm X +COS x}ix J‘(sin2 X +C0S° stin4 X —sin? xcos® X + cos’ x)jx:
0

N
'—,N\N o

oty o'—.m\k) o
I 1 1

. 2 .
(sm2 X + C0s? x) —3sin? xcos® x}jx

1—%(23in xcosx)z}dx

T

};‘MX—ETsinZZde
5 4

% g 2 T T
notand J = I in?2xdx  obtinem 2J = _[(sm 2X +c0s* 2x)1x IldX_E = J =7
0 0
de unde rezulta 2I5:£—§-£:£—3—7[:5—” si 1n final |5:5_7z
2 44 2 16 16 32
PR 2 -
:j_smx dx— J- cos® x dx= " 1
5 SINX+COSX 0cosx+5|nx 4
2
j sin’ X+COS Xdx  simplificand fractia cu (sinx+cosx) rezulta:
5 SiNX+Cosx
% 71' 71' ~
21, J'(sm X —SIiNXCOSX + C0S x)jx Ildx——I5|n2xdx_£+10032x|2 _1—3—1:7[—1
5 2 4 2 4 4 2
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I1.Aplicatii:

Folosind relatia: Ixf (sinx)= 7z | f(sinx)dx de la punctul I1. obtinem:

0

Ot |y

V3 2 T 2
1) |7=jxsin2xdx=;r.|l=”T respetiv lg = Ixcos xdx_T
0
I
34
24 .
X(sinx)"2
14
0
0 1 3
X(cosxfA2 X":T
T xsin*x 7wt : f_ xcos'x nt
) ly=[— —0dx =" respetiv I J' x=2_
5 SIN" X +C0S”™ X 4 2 c0s* x +sin* x 4
x 2 ,
xsm X sm X T -
- I I X=m-l,=— respectiv:
5 sin® x+cos’ x 2 sin® x+cos” x 4

V4

XCOS X 7’
j X

< cos* x+sin® x 4

In caz general obtinem:
t  xsin"x 7’ : T xcos"x r s _
Illz'[ﬁdX:— respetiv Ilzzj . ——0X=—/, ne Ndaca n-numar par
5 SIN" X+COS™ X 4 5 COS” X+sIn™ X 4

3) 1, =Ixsin3xdx:2§
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a

T 2 2r
I, = Ixsinsxdx:ﬂjsin3xdx= Tl ="
0 0 3

o 57° . T 57°
4) IM_.([xsm Xdx = 37 respetiv s !xcos xdx
T 2 2 : f 572
., =J‘xsm6 xdx=7zjsm6 xdx=7-1; = 5;2 respectiv: |, :Ixcos6 xdx =2
0 0 0
5) | _"f xsinx dX—ﬁ—Z
© J1+cos” X 4
T xsinx 2 sinx 2 (=sinx) z
=] s Ox=7- [ =" —dx=-7- [ — 2 dx=—7-arctg(cosx)z =—r-arctgo+ 7 -arctgl =
o 1+cos” x - 1+Cc0s” x o 1+cos” x 0
2 2
—0+7- 2= o =L
4 4 4
Sau
I —dex——EEw——Zarctg(cosx)rr——Zarctg(—l)+£arctgl—7[—2+7T—2—”—2
® 314008’ x 2 31+cos’ x o2 2 8 8 4
Bibliografie:
1.Gh.Siretchi, Calculul diferential si integral, Editura Stiintifica si Enciplopedica, Bucuresti,
1985

2.B.P.Gyemidovici, Culegere de probleme de analiza matematica, 1987
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8. Probleme de antrenament pentru liceu (cls. a X a)

Dobre Andrei Octavian

. Fie YY) = . X3y .
Ix-3ly? {‘/x3y
Atunci 3/E(81,27) este:

a)l; b)8l; c)84; d)121

In2015 In2016 In2017
2. Rezultatul calculului [@j [@j (%j este:
2017 2015 2016

a)0; b)1; «c)2016; d) 2017

3. Rezultatul calculului 109,y 2017 -109,,,, 2015109, 2015-109,,,,, 2017 este:
a)10g,,,, 2018; b)0; c)1; d)2017

4. Aveti la dispozitie cifrele 0, 1, 2, 3. Cate numere naturale puteti forma cu aceste cifre astfel ca in
orice numar fiecare cifra se gaseste cel mult o data.

a) 18;b) 36; c) 45;d) 49

5. Folosind cate o singura data fiecare din cifrele 0,1,2,3, ... ,9, se scriu toate numerele a,a,...a,,

care au cifre pare pe pozitii impare si cifre impare pe pozitiile pare. Cate astfel de numere se
pot scrie?
a) 11520; b)12016;c) 12620; d) 12017

6. Dintr-un colectiv format din doi matematicieni si zece economisti trebuie aleasa o comisie de
opt persoane. in cate moduri se poate alcitui aceastd comisie daci ea include cel putin un
matematician.

a) 210;b)240; c)420; d) 450

7. Un depozit bancar beneficiaza de dobanda la vedere de 2% anual. Pentru ce perioada trebuie
|asata la banca suma de 2400 de lei, pentru a obtine o dobanda de cel putin 50 lei.

a)lan ; b)13luni; c)14luni ; d)15luni



http://www.mateinfo.ro/

9. Other solutions for Quickies problems from Math Journal
Sclipirea Mintii

By Daniel Vacaru, Pitesti, Romania

Q41. Proposed by Mihaly Bencze, Bucharest, Romania

. then prove that § +— 3 —=14 .
sin’ 2x  sin x—+cos x

o
If xE(,z

Solution (proposed by Daniel Vicaru. Pitesti. Romania).

One has, equivaletly,

- 2 2
8 3 - l4e 2 ’. 3 . _:_}14‘:.2(51_11 x+cos x]+

- 2 2 - 4 - 2 -3 - z -3
4sin"xcos x  sin x+cos x sin"xcos x  sin x+cos X sin”xXcos X sm x+cos x

w22+2+ 3 =14

. 2 -4 4
S X COS X S X+C0S X

==

nat

L2 T . 2 2 3 2,2
Onenote sin'x = ¢ . One may write ——t—+— — a8 —+———4
sin’ X cos X sin x+cos x t 1-t

3
5 = ,f:01) =R .
2r=2t+1 £10).£:04)

Then

W |2 2 ) (4t-2)
f1ln)= ( 2)Jr[l—r}l2 3 ({2t2—2t+1]2

'=2_(r2—[l—r)2]_3_( (4t-2)

1 3
(1—1) (282-2t+1) = t_2)'(12-{1—1}2 (26 -2t+1)
(262 =2t+1)=3-+*(1—¢) [(26=2t4+1)=3-¢-(1—1) (262 =2+ 1)4431-(1-1)]
(1=t (2672t 41) (1= (24 =2t +1 )
[(2443)F=(243)t+1][(2—3)F=(2=\3)t+1]
(1=t (262 2t+1)

=(4t-2)-

=[4t—2]-(

(4t—2)

Let's calculate A for (2+3)#—(2+v3)¢+1 whichis

(2443 =4 243)=(243)(243-4)=(24+3)(3-2)=(3) -2}=—1<0 |
and this proves that (2+3)"—(2++3)t+1>0.(V)re(0.1)

In the same manner, for (2—+3)"—(2—3)t+1 one obtain
A=(2—y3T=4{(2=3)=(2=V3)-{2=3-4)=(2=3)(=2=3)=—1 and this shows that

(2—+3)"—(2—+3)¢+1>0,(V)¢€(0,1) . This shows that the sign for derivative f'(¢) is given by the sign for 4t—2

. That proves that mimimum 1s attained for !=% and this mmimum 1s %+ 21 1 v 3 B =4+44+32=14,
= 1= 92| 292
) ) 2{2] 2 5 +1

as desired. This concludes our solution.
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Q43. Proposed by D.M.Bitinetu — Giurgiu, Bucharest, Romania
If ABC is a triangle with area S and usual notations, then prove that
V(a* +1)(6*+1)+V(*+ 1) (P + 1)+ (c*+1) (a*+1) =83 S
Solution (proposed by Daniel Vacaru, Pitesti, Romania)
By AM — GM. one has
(a*+1)(p*+1)=a"*p*+a *+b*+1 24{7"((:4!}4}-04-174-1 =4a’ b=+ (a"+1)(b*+1 )=V4a’b’=2ab
On the other hand, one know

25=absinC=2ab= _43
sinC
One obtain _ .
i a 3 .4 1 [ a 4 1 1 1
Ha +1)(b"+1)+v(b +1){c +1)+vV(c +1 +1)=4S5- + + 1
W@+ 1)EH 1) )( )+ D)@ +1)245| 2 2+ siuCJ(}
But .
. . . 1 1 1 1 1 1 9
i A +sin B+sin C )| — +— +— =9=— +— - =— . :
(sm s s ) sind smB sinC sinAd smmB  sinC -~ sin A+smmB+smC

About sin: [0, It]—> [0.1] one know that is concave, for example,

(sinx)''=—sinx<0 :itfollows 0<sinA+sin B+sin C<3sin A+B+C =3;3 .
One obtain ,1 + _] + _1 = 9.—= 1’,“1:2\-’?(2)
sind smB smC 343 343
2

From (1) and (2) one obtain the required relation.
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Q44. Proposed by D.M.Bitinetu — Giurgiu, Bucharest, Romania.

Let f:R—R bea continuous and odd functionand g: R{[ *

]_.—_
g(—]— gfx}l vxeR * N
1

J—aR be a continuous function such that

+)

Compute dv, where a=1 .
'F (1+x%) fl+rr“f"“[”]]]
Solution (proposed by Daniel Vicaru, Pitesti, Romania) . With substitution Y—:ﬁrﬁ—_f—df \
V2- 1—.—5—_«F+1 and V2+1-——=v2-1 ,onehas
za 1 *}1 1 \(—at
Ao \ (T ) {1 7o) [ ( 1+ (uﬂ:fua(ln [ ’ }_
t
- L3 L Y
visl 2 ( ~'2+1 |
- .r F ! 1 - gl [d_:)= .F : Flgl=l) }fﬁ=
A\ (£ +1){1+a I g (F+1){1+a" )|
241 ' + Azt
+F }{1+a"
1 (1) [1+ m[r]”} -1
L} I
Onehas _
I+l ! I+ | U (el =W ¥I+1 | i lglx]] I+
1 gl lel=hll 14 g/ el=ll ) 1
I+J= dx + - ——— |dx= — dx= dx=
gF (fl+x]fl+rr fﬂﬂ“ﬂ)] i {1+x21-[l+am”“'}|] EJ_L (1427)-(1+a'f10) !1 +1

terl 2 =arctg (V2+1)~arcig (V2-1)
o
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