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1. Cateva limite de tip Lalescu la 120 de ani de la aparitia in
Gazeta Matematica

D. M. Bitinetu-Giurgiu® si Neculai Stanciu?

Tn acest material vom prezenta cateva limite de tip Lalescu. Problemele selectate au fost
publicate in diverse reviste de specialitate, dar, aici sunt prezentate alte solutii.
1) Limita sirului lui Traian Lalescu (G.M., Vol. VI, 1900-1901, problema 579, pag.
148).

k
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2) Limita sirului lui D. M. Batinetu-Giurgiu (G.M., Vol. XCIV, 1989, problema C:890,
pag. 139).
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3) (D.M. Batinefu-Giurgiu, Neculai Stanciu, CMJ 3/2018)

Fie e, :(1+1j , lime,=e ( constanta Iui Euler) si s, :—2\/ﬁ+ i,
n n—ow k:l\/E
. . : —e
lims, = s (constanta loachimescu ). Calculati lim ( ”)2 :
Nn—o0 nN—oo Sn _s
. . €—e n(e—e,)
Solutie. lim > =lim >
n—o (Sn —S) n—o0 (\/ﬁ(sn _S))
. . S, —SCs . S,.1—S . n(n+1)
lim/n(s, —s) = lim>2— = lim—2">0__ _ |im (S, —Sny) =
n—w n—oo L n—ow 1 _i n—w /n +1—\/ﬁ 1
Jn Jn+l +n
:Iim,/n(n+1)(\/n+1+\/ﬁ(—2\/ﬁ— L +2\/n+1j=
n—>o Vn+1
tim VAR 14 v fen +1- 2/ D)) - fim YN FLEV) L
Ry e 2n+1+2\n(n+1) 2

! Profesor, Colegiul National ,,Matei Basarab’’, Bucuresti
2 Profesor, Scoala Gimnaziali ,,George Emil Palade’’, Buziu
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<e-e, < :>I|mn(e—en)=5. Deci, lim——"— = 2e.

2n+2 2n+1 now n (s, —S)2

Remarci. Problema 16 din Gazeta Matematica, nr. 2, Vol. I, 1895-1896, pag. 39, propusa
de Andrei G. loachimescu (1868-1943) — unul dintre cei patru stalpi ai Gazetei Matematice -

Este binecunoscut ca

N—oo

cerea sa se calculeze Iim(l+%+%+...+l—2\/ﬁj.
n

4) (D.M. Batinetu-Giurgiu, Neculai Stanciu, GMB 2/2014)
Si se calculeze lim+/n - (2("+1,)/(n +1)! - an/ﬁ)

N Cauchy—D'Alembert n+l 1
Solutia 1. Avem: lim n :Iimnn— = lim ui =
n—o /0l n—w \| nl n—oo (n +1)| n"
2!
X, = n - (oD - 2nt) = n -4l (u, 1) = (U, D=
n
Ynl u -1, 20(n4+ )1 20+ Jn o [n+1
= : ‘Inuy,vn>2,unde u, = = . : .
n Inu, 2Un! Jn+l  A/nl n
- . . u -1
Deci, IImun=\/g~\/1-1=1,§1urmeazécéllm —=1.
n—w e nN—> In un
. (o) [ (et 1 T n+l
limu; =lim_ || —=—1 = [lim : - Jlim——== =+
n—o n—o ( Nn! n—o n! n+y(n + 1! n—o n+i|/(n +1)|

Prin urmare, limx, = Jl -1 In(!im un”)= i~In Je =i.
n—oo e —0 e 2 [e
Solutia 2.

X :\/ﬁ_(Z(ml)[(n_i_l!_z\n/m):\/— n+3/(n+1)!—w n+y(n+1)!—w

n- )
20+ 1)1+ 2/nt \/n+,y(n+1)! nel  [Vnt

. +
n+1 n n

1
"m{\/my(n +1)! n+1 +\/ﬁ}
n—>o0 n+1 n n

111
e\F \/T 2.Je
i_i_ J—

e e

20 (n+1)!—2nt
Solutia 3. X, = \/ﬁ (2(n+1)/(n +1 !_2m): \/ﬁ ( \/_ _

1+n-n
Ynlu, -1 [4nt u, -1 Inv, Inu,

deci lim x, = lim(r/(n +1)1 - ¥/ni).

nt v, -1 o

n v, -1 n v, -1 n Inu, v,-1 Inv,
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Ynl u, -1 Inv, Inu; 20 (n+1)!

1 .. .
v, =1+—,sideci limu, =limv, =1

- . ,unde u, = —————,
n Inu, v,-1 Inv " 2/n! n N o
) ) u -1 v -1 .
si  atnci  lim-"—=lim-"—~=1. De asemenea avem limu" =+e,
n—-» |n un n—-» |n Vn n—w
. . 1Y" . : 1 Inve 1
limv, =lim|1+=| =e.Prinurmare: limx, =—-1-1- =—.
n—>0 n—o0 n N—>0 \/g Ine 2\/5
Exercitii

1) (D.M. Batinetu-Giurgiu, Neculai Stanciu, CM 7/2013)

- . . .« . A A - a _a *
Fie (a,)_,un sir de numere reale strict positive astfel incat lim—"2 —"=aeR’.

n—

n+\]; an+l! _ R/a_nlJ .

n—oo

Definima, ! astfel a,,, =a,ta,,,,Vne N". Sa se calculeze Iim( 1
n+ n

2) (D.M. Batinetu-Giurgiu, Neculai Stanciu, P 2/2011)
2 2
Daca x, = V@%W , atunci sa se calculeze Iim(m—n—J .

n—o X X

n+1 n

3) (D.M. Batinetu-Giurgiu, Neculai Stanciu, MP 3/2013)

Fie f,g:R’ — R’ astfel incat lim(f (x+1)— f(x))=acR’, |img(x—(+)1) —beR’ siexistd
X—>00 X—>00 Xg X
1
x : sin? cos’t cos’t
Iimﬂ, IimM. Daci t € R, atunci calculati lim(f (x)) t((g(x)) w1 —(g(x)) x ]
X—0 X X—0 X X—00
4) (D.M. Batinetu-Giurgiu, Neculai Stanciu, SSM 5/2013)
Fie(a, )., (b,)....a,,b, € R7,¥n e N astfel ncat lim(a,, —a,)=aeR si
. bn+1 * . .. . sin? x cos? X cos? x
lim P beR,.Daca X € R, atunci sa se calculeze lim| a; (”t}/bml) - (,”/bn ) :

5) (D.M. Batinetu-Giurgiu, Neculai Stanciu, MP 2/2013)
Daci xeR, atunci sirul (L,(x))._,, Ln(x)=n°°s2x((“+\1/(n ) e ) j Sa se

calculezelim L, (x) .
n—o0o

6) (D.M. Batinetu-Giurgiu, Neculai Stanciu, RMM 1/2018)
Fie (x,) un sir de numere reale positive astfel incat lim(x,,, —x,)=x> 0.

n>1?

Calculagi lim| (W D%es _ OX

nos| nggf(2n + 1)1 Q/(Zn—l)!!}

7) (D.M. Batinetu-Giurgiu, Neculai Stanciu, AMM 4/2014)

"J(n+1)!
Caleulagi lim| 3/@n—D)i| tan © 3 D4 |1
N 43/l
8) (D.M. Batinegu-Giurgiu, Neculai Stanciu, SSM 5/2014)
. * . 1 T ﬁ_l

FieaeRsi {E,} . E, :ZE.Calculatl rl]m\/ﬁ(a —1).

k=0 ™=

9) (D.M. Batinetu-Giurgiu, Neculai Stanciu, RMM 2020)
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n
Fie {7,} ...7, :—Inn+2% ,cu limy, =y (ie. y este constanta Euler — Mascheroni),
k=1

atunci calculati lim(sin y, —sin 7)¥nt
10) (D.M. Batinetu-Giurgiu, Neculai Stanciu, P 1/2018)

. . ”, PVRETI -
Fie (a,) ., un sir de numere reale positive astfel incat lim—=a > 0.

n>1 n—o nl

2 2
Caleulai fim| (F- 0 |
n—w n+[an+1 n[an

11) (D.M. Batinetu-Giurgiu, Neculai Stanciu, PME 1/2015)
Fie (an )nzl

Calculatilim(a, , -4/, )

12) (D.M. Batinegu-Giurgiu, Neculai Stanciu, CM 7/2014)
Fie (a, )., un sir de numere reale positive si a > O astfel incat lim(a, —a-n!)=b >0.

Calculati !m(ﬂﬁ —f{/a—n )

13) (D.M. Batinetu-Giurgiu, Neculai Stanciu, SSM 4/2018)

2 2
Fie (X,)pe, X =1, X, =1-/3L- /5l -1/(2n D). Calculai Iim[(n+1) _ A ]
nN—o0 n+. Xn+1 n Xn

. .. PVRETI -
un sir de numere reale poziive astfel incat lim—=a > 0.

nN—o n_

14) (D.M. Batinefu-Giurgiu, Neculai Stanciu, RM 2/2017)
Fie y, =—Inn +Z%, limy, =y . Calculati lim(y, —»)y(@n-DI.

k=1
15) (D.M. Batinetu-Giurgiu, Neculai Stanciu, FQ 3/2014)
Caleulati lim(+(n+D)1L,, —3/niL, ).

16) (D.M. Batinetu-Giurgiu, Neculai Stanciu, FQ 3/2014)
Calculati lim(+f/(2n +)NF, , —3/2n—1)IF, ).

17) (D.M. Batinetu-Giurgiu, Neculai Stanciu, SSM 4/2012)

. . . o _a . ,
Fie (a,)..;,a, € R}, ¥ne N astfel incat lim—"_=beR’. Calculati

2
Ilm n‘% an+1 _ nV an
ool N4l n

n—o N .an

Abrevieri
* Crux Mathematicorum (CM); Gazeta Matematica Seria B (G. M. —B); La Gaceta de la
RSME (LG); Math Problems (MP); Pi Mu Epsilon Journal (PME); Revista de Matematica
din Timisoara (RMT); Recreatii Matematice (RM); Revista Escolar de la Olimpiada
Iberoamericana de Matematica (REOIM); Romanian Mathematical Magazine (RMM);
School Science and Mathematics (SSM); The American Mathematical Monthly (AMM);
The College Mathematics Journal (CMJ); The Pentagon (P); The Fibonacci Quarterly (FQ).
Bibliografie
1. D.M. Batinetu-Giurgiu, Siruri, Editura Albatros, Bucuresti, 1979.
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2. Inegalitatea VASC
&
JP.118 -RMM-Spring 2018

Marin Chirciu®

Tn literatura de specialitate eticheta ,,inegalitatea VASC’’ se atribuie inegalititii lui Vasile
Cartoaje publicata in Gazeta Matematica 7-8/1992 , vezi problema 22694, prezentata aici
sub forma echivalenta:
a’(a-b)(a-2b)+b*(b—c)(b-2c)+c*(c-a)(c-2a)=0,va,b,ceR.

GM-B 7-8/1992, Problema22694, Vasile Cirtoaje, conf.univ., Ploiesti
Inegalitatea folosita in aplicatii este echivalenta cu cea propusa in GM-B 7-8/1992 si anume:

vab,ceR, (a° +b2+c2)2 >3(a’b+b’c+c).
Demonstratie.
Folosim inegalitatea :
(x+y+2z) >3(xy+yz+2x),cu x=a?—ab+bc, y=b?—bc+ca, z=c’—ca+ab.

Variante de rezolvare:
Se poate folosi una din identitatile:

(a2 +b? +¢? )2 —3(a3b+b3c+c3a) = %Z(a2 —b%-ab+ 2bc—ca)2 .

1
(a2 +b? +c2)2 —3(a‘°’b+b3c+c3a) = EZ(Za2 —b?—¢? —I:’»ab+3bc)2 .

Folosind aceasta inegalitate se pot rezolva o serie de noi inegalitati , cu aplicatii in triunghi.
in legituri cu Problema JP.118
Spring 2018
Romanian Mathematical Magazine
3 3 3 3 3 3
1) In AABC: a—+b—+c—zM
b ¢ a a+b+c
Proposed by Nguen Ngoc Tu, Vietnam
Solutie.
Folosim inegalitatea lui Vasile Cartoaje:

2
(a®+b”+c?) 23(a’b+b%c+ca), vabceR.
Sa trecem la rezolvarea inegalitatii din enunt.

Folosind inegalitatea lui Bergstrom obtinem:

2
a® b ¢ a® b b (a3+b3+cg) 3(a3+b3+03)
Tt ot st et a2 g e e 2
b ¢ a ab bc ca ab+b’c+c’a a+b+c

echivalentd cu (a3 +b+ c3)(a +b+c)> 3(a3b +b’c+ CSa) , adevdratd din inegalitatea CBS si

, unde ultima inegalitate este

inegalitatea lui Vasile Cartoaje:

-~ 2

Intr-adevar: (a°+b°+c®)(a+b+c)>(a’+b*+c*) =3(ab+b’c+c’a).
Egalitatea are loc daca si numai dacia=b=c.

Remareca.
Inegalitatea este adevarata pentru oricea,b,c>0.

3 Profesor, Colegiul National ,, Zinca Golescu”, Pitesti
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3 3 3
In continuare vom pune in evidenta inegalitati In triunghi in care suma —+—+—se va
c a
compara cu diferite sume remarcabile construite cu elemente ale triunghiului.
P oot 3(at+b’+c’)

: : a <
Vom scrie un rezultat echivalentcu —+—+—> , adevarat pentru

c a a+b+c
a,b, ¢ lungimile laturilor unui triunghi oarecare.
Lema:
3 3 3
2) In AABC : a—+b—+C—zs(pz—:arz—eer).
b ¢ a
Solutie.

Folosim 1) si a®+b®+c®=2p(p®-3r°~6Rr),a+b+c=2p.

Egalitatea are loc daca si numai daca triunghiul este echilateral.

3 3 3
3) namsc: &2 5 6r(sR-ar).
b ¢ a
Solutie.
Vezi Lema si inegalitatea lui Gerretsen p” >16Rr —5r.
a® b ¢
4) In AABC : —+—+—>12r",
b ¢ a
Solutie.
Vezi 4) si inegalitatea lui Euler R > 2r .
5) In aaC: 32 Cn v
‘b ¢ a '
Solutie.

Vezi Lemasiy a*=2(p’—r’—4Rr).
Este suficient sa aratam ca:
3( p®—3r? —6Rr) > 2( p°—r? —4Rr) < p? =10Rr +7r?, care rezulti din inegalitatea lui

Gerretsen p® >16Rr —5r” si inegalitatea lui EulerR > 2r .
Ramane sa demonstram ca:
16Rr —5r? >10Rr +7r?> < R > 2r.
3 3 3
as b ¢’ 4
6) In AABC : —+—+=—>—->"m?>.
) b ¢ a SZ @
Solutie.

Vezi Lema, > m’ :%Zaz siy a’ :2(p2—r2—4Rr).

Este suficient sa aratim ca:
3(p*-3r*—6Rr)>2(p°~r’—4Rr) < p®210Rr+7r*, care rezulta din inegalitatea lui

Gerretsen p® >16Rr —5r” si inegalitatea lui Euler R > 2r .

Ramane sa demonstram ca:
16Rr —5r2>10Rr + 7r> < R >2r.

a3 3 C3

4
7) In AABC : —+—+=—>-) |2,
) b ¢ a 32""

Solutie.

Vezi Lema, I, >m, , > m’ :%Zaz siy a’=2(p’-r’—4Rr).
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Este suficient sa aratam ca:
3(p®—3r*-6Rr)22(p*~r’—4Rr) < p’210Rr +7r’, care rezultd din inegalitatea lui
Gerretsen p> >16Rr —5r” si inegalitatea lui Euler R > 2r .

Ramane si demonstram ca:
16Rr —5r2>10Rr + 7r> < R >2r.

a® p® 4
8) In AABC :—+—+=>—-Y"h?.
) b ¢ a BZa
Solutie.

VeziLema, h,>m, , > m’ =§Za2 siy a’=2(p’—r’—4Rr).

Este suficient sa aratam ca:
3( p®—3r’ —6Rr) > 2( p*—r? —4Rr) & p®210Rr +7r?, care rezultd din inegalitatea lui

Gerretsen p> >16Rr —5r? si inegalitatea lui Euler R > 2r .
Ramane sa demonstram ca:
16Rr —5r>>10Rr + 7r> < R >2r.
a® p® ¢ 16r
9) In AABC i —+—+— r?
) b ¢ a 3R2 2N

Marin Chirciu, Pitesti
Solutie.

Vezi Lemasi D r2=(4R+r) -2p?.
Este suficient sa aratam ca:
16r°

2
~7 [(4R+r) —2sz &
& p*(9R®+32r*) 2 r(54R*+ 283R’r +128Rr” +16r°), care rezulta din inegalitatea lui

Gerretsen p® >16Rr —5r” si inegalitatea lui Euler R > 2r .
Ramane sa demonstram ca:
(16Rr —5r2)(9R2 +32r2) > r(54R3 +283R%r +128Rr? +16r3) N

& 45R°-164R’r +192Rr’ -88r°>0 < (R —2r)(45R2 —74Rr +44r*)20.

3(p*-3r*—6Rr)>

3 13 _
10)In anC 2 0L s sz bre-al
b ¢ a b+c-a

Marin Chirciu, Pitesti
Solutie.

+c?-a’ _5p’—(4R+r)’
b+c-a p

p? <4R?+4Rr +3r?).

Este suficient sa aratam ca:

Vezi Lema si Z <2p (adevarata din inegalitatea lui Gerretsen

3( p® —3r? —6Rr) > 2—3p-2 p < 5p*227r(2R+r), care rezultd din inegalitatea lui

Gerretsen p® >16Rr —5r” si inegalitatea lui EulerR > 2r .
Rémane s demonstram ca:
5(16Rr —5r*) > 27r(2R+r) < R>2r.
3 3 3 3 3 3
11)In 4ABC 2,2, C o ybre-a
b ¢ a b+c—-a
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Marin Chirciu, Pitesti

Solutie.
Vezi Lemasi > 2+ "8 _ 702 (24R? 4 26Rr +517)
"~ b+c-a '

Este suficient sa aratim ca:
3(p*—3r*—6Rr)>7p”—(24R*+ 26Rr+5r”) < p> <6R*+2Rr—r’, care rezultd din

inegalitatea lui Gerretsen p® <4R?+4Rr +3r” si inegalitatea lui Euler R > 2r .

Ramane sa demonstram ca:
4R?* +4Rr +3r* <6R*+2Rr—r? < R*~Rr-2r’>0 < (R-2r)(R+r)>0.

3 3 3
12)In 4ABC & 12 & sy 2
b ¢ a b+c
Marin Chirciu, Pitesti
Solutie.
~2(p*-r*-Rr)

Vezi Lemamz e TR

Este suficient sa aratam ca:
2(p®-r’—Rr)
p®+r?+2Rr
care rezultd din inegalitatea lui Gerretsen p° >16Rr —5r? si inegalitatea lui EulerR > 2r .

Rémane sa demonstram ca:
(16Rr —5r*)(16Rr —5r® —18r° —4Rr ) > r*(12R” —4Rr —13r% ) <

& 45R? ~106Rr +32r2>0 < (R—2r)(45R—16r)>0.

3(p®—3r* —6Rr)>24r*. & p*(p®-18r’ —4Rr)>r?(12R*~4Rr -13r°),

a B b+c
13)In 4ABC -2+ 2 1 C Sy
) b ¢ a Z

Marin Chirciu, Pitesti
Solutie.

2 2
VeZ|Lemas1ZbJrC p+r 2Rr.

2Rr
Este suficient sa aratam ca:
2 2
3( p® —3r? —6Rr) > 6r° %ZRF = pZ(R — r) > r(6R2 +Rr + rz), care rezultd din
r

inegalitatea lui Gerretsen p> >16Rr —5r” si inegalitatea lui Euler R > 2r .
Ramane sa demonstram ca:
(16Rr —5r*)(R—r)=r(6R*+Rr+r°) < 5R* ~11Rr +2r* >0 < (R-2r)(5R-r)>0.

3 3 3
14) In AABC : %+b—+c—>6r22—
c

Marin Chirciu, Pitesti

Solutie.
Vezi Lema s1z 2(2R—r).
p-a r

Este suficient sa aratam ca:

10
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2(2R-r)
r
Gerretsen p> >16Rr —5r? si inegalitatea lui Euler R > 2r .

Ramane sa demonstram ca:
16Rr —5r? >14Rr —r®> < R>2r.

3( p® —3r? —6Rr) >6r’- & p? >14Rr —r? | care rezultd din inegalitatea lui

3 3 3
15) In AABC : %+b_+c_>24rzz p-a
C
Marin Chirciu, Pitesti
Solutie.
Vezi Lema Slz p-a_pi+r —8Rr
4Rr

Este suficient sa aratam ca:

2 2
3(p? ~3r2 —6Rr) > 2417 1 —8Rr
4Rr
din inegalitatea lui Gerretsen p® >16Rr —5r? si inegalitatea lui Euler R > 2r .
Ramane sa demonstram ca:
(16Rr —5r*)(R—2r)>r(6R*~13Rr +2r’) < R>2r.

3 Rp3 a3 _
16) In AABC : %+—+C—>12r ybrc-a
C

& p?(R-2r)2r(6R*~13Rr+2r?), care rezultd

Marin Chirciu, Pitesti
Solutie.
b>+c?—a® 2(R+r)
bc ro
Este suficient sa aratam ca:

Vezi Lemasiy_

3(p*-3r*—6Rr)>12r° ~M & R(p’—3r’-6Rr)=8r*(R+r), care rezulta din

inegalitatea lui Gerretsen p> >16Rr —5r si inegalitatea lui Euler R > 2r .
Ramane sa demonstram ca:
R(16Rr —5r® —3r® —6Rr)>8r*(R+r) < 5R*—8Rr —4r’ >0 <> (R-2r)(5R+2r)>0.

3 3 3
17)In AABC : %er— S >er? zb e

Marin Chirciu, Pitesti
Solutie.
24+¢? p2 +r?—2Rr

Vezi Lema s1z R
"

Este suficient sa aratam ca:

, PP+r®=2Rr
2Rr

inegalitatea lui Gerretsen p® >16Rr —5r? si inegalitatea lui Euler R > 2r .

Ramane sa demonstram ca:

3(p*—3r* —6Rr)>6r*- & p?(R=r)2r(6R*+Rr+r?), care rezulta din

a bn c
18)In AABC i~ +-—+— > 48r P
b ¢ b+c
Marin Chirciu, Pitesti

Solutie.

11
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2 2
Vezi Lema 512 p-a__p :5r2+8Rr .
b+c  2(p*+r°+2Rr)
Este suficient sa aratam ca:
p®+5r® +8Rr

2( p+r? +2Rr)

3(p?—3r* —6Rr)>48r°-

& p?(p*-10r* —4Rr)>r?(12R* + 76Rr +43r’), care rezultd din inegalitatea lui

Gerretsen p> >16Rr —5r” si inegalitatea lui Euler R > 2r .
Ramane sa demonstram ca:

(16Rr—5r2)(16Rr—5r2 —10r? —4Rr) > r2(12R2 +76Rr +43r2) N
< 45R?* —94Rr +8r’>0 < (R—2r)(45R—4r)20.

3 3 3 b —c
19)1n 4B : 2+ B O ggry (P=D(P=C)
b ¢ a bc
Marin Chirciu, Pitesti
Solutie.

(P-b)(p-c) 2R-r
bc 2R
Este suficient sa aratam ca:

2R—r
3(p>—3r>—6Rr)>48r?.
(p ) ;

Vezi Lemasiy_

=S R( p? —3r? —6Rr) >8r?(2R—r), care rezultd din

inegalitatea lui Gerretsen p? >16Rr —5r” si inegalitatea lui Euler R > 2r .
Ramane sa demonstram ca:
R(16Rr —5r® —3r® —6Rr)>8r*(2R—r) <> 5R* —12Rr +4r* >0 <> (R-2r)(5R-2r)>0.

3 3 3
—a
20)In aaBCc: 2 42, ¢ zmﬂZM.
b ¢ bc
Marin Chirciu, Pitesti
Solutie.
a
Vezi Lema s1z (p- ) 4R+r
bc 2R

Este suficient sd aratam ca:
3(p —3r? 6Rr)>l6r 5 2= R(p -3r —6R|’)28r (4R+r), care rezultd din

inegalitatea lui Gerretsen p? >16Rr —5r si inegalitatea lui Euler R > 2r .
Ramane sda demonstram ca:
R(16Rr —5r® —3r® —6Rr)>8r” (4R +r) < 15R” —28Rr —4r* 20 <

& (R-2r)(15R+2r)>0.

21) In AABC : a—3+b—3+c—3>60r22 P-a,
b ¢ p+a
Marin Chirciu, Pitesti
Solutie.
p—a 4p’—r?-16Rr
p+a 4p>+r®+8Rr
Este suficient s aratam ca:

Vezi Lemasi )

12
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2
3(p*-3r*—6Rr)=60r"- 4p” 1" ~16Rr
4p®+r° +8Rr

& p*(4p®-91r® —16Rr)>r?(48R* —290Rr —17r?), care rezulta din inegalitatea lui
Gerretsen p> >16Rr —5r? si inegalitatea lui Euler R > 2r .

Ramane sa demonstram ca:
(16Rr —5r2)[4(16Rr ~5r?)-91r? —16Rr] > r?(48R* - 290Rr -17r) &

< 360R*—-863Rr +286r°>0 < (R—2r)(360R—143r)20.
3 3 A3 _
22)In aaBC & 42, C 5oy 2Pa
b ¢ a 2p+a
Marin Chirciu, Pitesti
Solutie.
2 2
Vezi Lema s1z 2p-2a 15p2 r2 16Rr
2p+a  9p°+r°+6Rr
Este suficient sa aratam ca:
, 15p® —r?—16Rr
9p®+r?+6Rr
& p?(9p® —146r° —48Rr)=r?(36R* —56Rr —5r7 ), care rezult din incgalitatea lui

Gerretsen p> >16Rr —5r” si inegalitatea lui Euler R > 2r .
Ramane sa demonstram ca:

(16Rr —5r2)[9(16Rr ~5r?)-146r" —48Rr] >r?(36R? ~56Rr -5r%) &
& 25R?—58Rr +16r>>0 <« (R—2r)(25R-8r)>0.
3 3 3 2
23)In anpc: & 400, ¢ 9 g albre)
b ¢ a 2 “p(p-a)

3(p*-3r® —6Rr)x24r*.

Marin Chirciu, Pitesti

Solutie.
b +C
Vezi Lema SIZ—) _4R .
p(p-a) r
Este suficient sa aratam ca:
or? 4R

3( p? —3r? 6Rr) > TR < p® =12Rr +3r?, care rezulti din inegalitatea lui
r

Gerretsen p> >16Rr —5r” si inegalitatea lui Euler R > 2r .
Rémane sd demonstram ca:
16Rr —5r? >12Rr +3r° < R>2r.
a® b* c®_3r a(b+c)
24)In AABC : —+ —+—2>—» —————~
b ¢ a 2“(p-b)(p-c)
Marin Chirciu, Pitesti

Solutie.
: : a(b+c) 12R
Vezi Lema si = .
20-0)p-0) 1

Este suficient sa aratam ca:

13
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3( p®-3r? —6Rr) 37 2— p? >12Rr +3r?, care rezultd din inegalitatea lui
r

Gerretsen p> >16Rr —5r? si inegalitatea lui Euler R > 2r .

Réamane sa demonstram ca:

16Rr —5r* >12Rr +3r° < R>2r.

3 3 3 2 b
25) In AABC:%+b_+C_Z3L a(b+c)

¢ a2 Tyl
2
Marin Chirciu, Pitesti
Solutie.
. a(b+c
Vezi Lemasi ) (b+e) _12R :
| .2 A r
bcsin E

Este suficient sa aratam ca:
s a2 3r? 12R ) ) . . .
3( p°—3r —6Rr) > - < p°212Rr +3r°, care rezulta din inegalitatea lui
r
Gerretsen p® >16Rr —5r” si inegalitatea lui Euler R > 2r .

Ramane sa demonstram ca:
16Rr —5r>>12Rr +3r? < R>2r.

3 3 3
26)In 4ABC: 2 2 © 5 g2y B
b ¢ a —-a
Marin Chirciu, Pitesti
Solutie.
. . 4(R+r
Vezi LemagaZbJrC: ( )
p-a r

Este suficient sd aratam ca:

2 2 2 4(R + I‘) 2 2 - e ) )
3( p°—3r°— 6Rr) >3r°-——= < p°“210Rr +7r°, care rezulta din inegalitatea lui

r
Gerretsen p® >16Rr —5r” si inegalitatea lui Euler R > 2r .
Ré@mane sa demonstram ca:
16Rr —5r* >10Rr +7r* < R>2r.
a’ b ¢ c)
27)In AABC i~ ~+-—+—>192r Z
c

Marin Chirciu, Pitesti
Solutie.

Vezi Lemasi )

((Z ; E; E ; -:(S)) 0 2+(rR _-:: ;)Rr < % (adevarata din inegalitatea lui

Gerretsen p*> >16Rr —5r?).
Este suficient sa aratam ca:

3(p*—3r*—6Rr)>192r % < p?26Rr +15r2, care rezulta din inegalitatea lui

Gerretsen p® >16Rr —5r” si inegalitatea lui Euler R > 2r .

Ramane sa demonstram ca:
16Rr —5r? > 6Rr +15r? < R >2r.

14
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3 3 3 2
28)In aaBC: 2 424 C gy &
b ¢ a (p—b)(p-c)
Marin Chirciu, Pitesti
Solutie.
. . a’ 4(R+r)
Vezi Lema si = .
2080

Este suficient sa aratim ca:

4(R+r
3( p®—3r° - 6Rr) > 3r? AR+r) < p? >10Rr +7r?, care rezultd din inegalitatea lui
r

Gerretsen p> >16Rr —5r” si inegalitatea lui Euler R > 2r .
Ramane sa demonstram ca:

16Rr —5r? >10Rr+7r?> < R>2r.

3 3 3 _ —
20)In an8C &2 5 4oy (PRIP=C)
b ¢ a bc

Marin Chirciu, Pitesti
Solutie.
p-b)(p—-c) 2R-r
be 2R
Este suficient sa aratam ca:

2R—r
3(p>—3r>—6Rr)>48r?.
(p ) ;

Vezi Lema s1z(

=S R( p®—3r? —6R|’) 28r2(2R —r), care rezulta din

inegalitatea lui Gerretsen p? >16Rr —5r si inegalitatea lui Euler R > 2r .
Ramane s demonstram ca:
R(16Rr —5r® —3r® —6Rr)>8r*(2R—r) < 5R* —12Rr +4r* 20 <> (R-2r)(5R-2r)>0.

a® b ¢ be
30)In AABC :—+—+—2>0r*y —— |
b ¢ a Z(p—b)(p—c)
Marin Chirciu, Pitesti
Solutie.
2
. bc AR +r
VeziLemast ) ——— =1+ —— | .
X i

Este suficient sa aratam ca:
2
3(p*-3r’ —6Rr)>9r{1+(4R+rj } =N
p

< p? ( p?—6r® - 6Rr) >3r?(4R+ r)2 , care rezulta din inegalitatea lui

Gerretsen p® >16Rr —5r” si inegalitatea lui Euler R > 2r .
Ramane sa demonstram ca:

(16Rr —5r?)(16Rr —5r* —6r* —6Rr ) > 3r* (4R +1)" <
& 56R*~125Rr +26r>>0 < (R-2r)(56R-13r)>0.

a p c a
3 In 4AABC:—+—+—>2S) —.
) b ¢ a Zr

a
Marin Chirciu, Pitesti
Solutie.

15
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2(4R+r
Vezi Lema s1Z a M
r p
Este suficient s3 aratam ca:

3( p® —3r? —6Rr) > 2rp-—2(4R +r)

& 3p® = 34Rr +13r?, care rezulti din inegalitatea lui
Gerretsen p> >16Rr —5r” si inegalitatea lui Euler R > 2r .
Rémane s demonstram ca:

3(16Rr —5r2) >34Rr +13r> < R>2r.

3 3 88
32)In AABC : —+—+—>— 2,
b ¢ a 3 a
Marin Chirciu, Pitesti

Solutie.
2
Vezi Lemasizizi 14| AR
a 4R p

Este suficient sa aratam ca:

2
3(p?-3r~6Rr) > 8;'0 4‘;{1{42”” < p?(9R-2r) > r(86R? +43Rr +2r7), care

rezultd din inegalitatea lui Gerretsen p® >16Rr —5r” si inegalitatea lui Euler R > 2r .
Ramane sa demonstram ca:
(16Rr —5r*)(9R—2r) > r(86R* +43Rr +2r°) <

& 29R?—60Rr +4r?>0 < (R-2r)(29R-2r)>0.

3 3
33)In 4aBC & 40 O AR
b ¢ a 3 a

Marin Chirciu, Pitesti
Solutie.

. .
Vezi Lema §1zu:£.
a

Este suficient sa aratam ca:

3( p® —3r? 6Rr) 3p % < 5p?227r(2R+r), care rezultd din inegalitatea lui

Gerretsen p® >16Rr —5r” si inegalitatea lui Euler R > 2r .
Rémane sd demonstram ca:
5(16Rr —5r*) > 27r(2R+r) < R>2r.

3 3

o
34)In AABC : —+—+—>9r — -
) b ¢ a Z I
Marin Chirciu, Pitesti
Solutie.
2 2
Vezi Lema siza—zzzl(mﬂj —1}.
r; p

Este suficient sa aratam ca:

16
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p
care rezulti din inegalitatea lui Gerretsen p° >16Rr —5r? si inegalitatea lui Euler R > 2r .
Ramane si demonstram ci: (16Rr —5r°)(16Rr —5r” +3r* —6Rr ) > 6r° (4R +r)’
< 32R*-65Rr+2r’>0 < (R-2r)(32R-r)>0.

2
3(p23r26Rr)>9r2-2[(4R+rj 1] < p*(p°+3r*—6Rr)>6r*(4R+r1)’,

3 3 3
35) In AABC : %+b—+c— SN rbrc .
c
Marin Chirciu, Pitesti

Solutie.
rr. 4R+r _9 DR . .
Vezi Lema si Z = R < Z( adevarata din inegalitatea lui Euler R > 2r).
bc

Este suficient sa aratam ca:
3(p*—3r*—6Rr)>16r’ % < p?26Rr +15r2, care rezultd din inegalitatea lui

Gerretsen p® >16Rr —5r” si inegalitatea lui EulerR > 2r .

Ramane sa demonstram ca:
16Rr —5r? > 6Rr +15r? < R >2r.

3 3 3
36) In 4ABC : & 4+, 5 g2y BC
b ¢ a rr,
Marin Chirciu, Pitesti
Solutie.
2
Vezi Lema s1z aR+r
I'-brc p

Este suficient sa aratam ca:

2
3(p?-3r? 6Rr)>9r{1+(4R+r

j] & p’(p*—6r’—6Rr)>3r’(4R+r)’,

care rezulti din inegalitatea lui Gerretsen p> >16Rr —5r si inegalitatea lui Euler R > 2r .

Réamane sa demonstram ca:
(16Rr —5r”)(16Rr —5r* —6r* —6Rr ) 2 3r* (4R +1)" < 56R* ~125Rr +26r° >0 <

& (R-2r)(56R-13r)>0.
3 3 3
37)in aaBC: 2 2 C sy B
b ¢ a r,+r,
Marin Chirciu, Pitesti
Solutie.
pz(r—8R)+(4R+r)3
L+ 4p°R '
Este suficient sa aratam ca:
pz(r—8R)+(4R+r)3
3(p*—3r*—6Rr)>24r*. -
4p°R

& p*[Rp? —r(6R? ~13Rr +2r2) |2 2r*(4R+1)’,

Vezi Lema Slz

care rezulti din inegalitatea lui Gerretsen p> >16Rr —5r si inegalitatea lui Euler R > 2r .

17
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Ramane sa demonstram ca:
(16Rr —5r*)[ R(16Rr —5r°) ~r(6R* ~13Rr + 2r*) | > 2r* (4R +1)’

& 16R*—9R°r —48Rr’ +4r*>0 < (R-2r)(16R* +23Rr —2r*) 0.

a p® ¢l h+r,
38)In 4ABC: —+—+—>6
) b ¢ a Z

a
Marin Chirciu, Pitesti
Solutie.

Vezi Lema §izrb:r° = Z(ZR;_r) .

Este suficient sa aratam ca:
2(2R-r)
r
Gerretsen p> >16Rr —5r si inegalitatea lui EulerR > 2r .

Ramane s demonstram ca:
16Rr —5r> >14Rr —r?> < R>2r
3 3 3
39)In 4ABC: 2+ 2 C 5 gy Tl
b ¢ a r+r

3(p®—3r* —6Rr)>6r’ < p? >14Rr —r?, care rezulta din inegalitatea lui

Marin Chirciu, Pitesti
Solutie.

—r 2(p*-r’-Rr)
rL+r p’+r’+2Rr
Este suficient sa aratam ca:
2(p®—r®—Rr)

p°+r’+2Rr
care rezulti din inegalitatea lui Gerretsen p> >16Rr —5r si inegalitatea lui Euler R > 2r .
Ramane sa demonstram ca:
(16Rr —5r?)(16Rr —5r* —18r® —4Rr) > r*(12R* - 4Rr —13r%) <
& 45R?~106Rr+32r2>0 < (R—2r)(45R—16r)>0.

Vezi Lema s1z

3(p*-3r*—6Rr)>24r*.

& p*(p*-18r*—4Rr)>r’(12R* - 4Rr -13r°),

3 3
40)in aaBc L 2L C sy htr
b ¢ a nL-—r

Marin Chirciu, Pitesti
Solutie.
T p2 +r?—2Rr
r,—r 2Rr
Este suficient sa aratam ca:

Vezi Lema SIZ

2 2
3(p*~3r*—6Rr)>6r’ ptr —2Rr
2Rr

inegalitatea lui Gerretsen p® >16Rr —5r si inegalitatea lui Euler R > 2r .
Ramane sa demonstram ca:
(16Rr —5r*)(R—r)>r(6R*+Rr+r) < 5R* ~11Rr +2r? >0 < (R-2r)(5R-r)>0.

a 3 3
C

41)In A4ABC: 24+ 2 18 55
) b ¢ a Z

< p*(R-r)= r(6R2 +Rr+ rz), care rezultd din

h+h

18


http://www.mateinfo.ro/

REVISTA ELECTRONICA MATEINFO.RO ISSN 2065-6432 — SEPTEMBRIE 2020 RWANEWI0i{sR o)

Marin Chirciu, Pitesti
Solutie.
R(5p”+r° +4Rr)
h, +h, p(p2+r2+2Rr) '

Vezi Lema s1z

Este suficient sa aratam ca:
R(5p”+1r?+4Rr)

2 2
S(p ~3r —6Rr)24rp~ p(p2+r2+2Rr)

& p?(3p®—6r’—32Rr)>r’(44R’ +38Rr +9r?), care rezultd din inegalitatea lui

Gerretsen p> >16Rr —5r” si inegalitatea lui Euler R > 2r .
Ramane si demonstram ca:
(16Rr —5r2)[3(16Rr ~5r2)-6r” —32Rr] > r?(44R? +38Rr +9r?) <

< 17R?-38Rr+8r2>0 « (R-2r)(17R—4r)>0.

3 3 3
42)1n 4ABC & 42, AR
b ¢ a 3 a
Marin Chirciu, Pitesti

Solutie.

Vezi Lema gizhﬂ th _2p

a R
Este suficient sa aratam ca:

3(p*-3r*—6Rr)> 4rp 2p

< p*(9R—8r)=27Rr(2R+r), care rezulta din inegalitatea

lui Gerretsen p? 216Rr —5r si inegalitatea lui Euler R > 2r .

Ramane sa demonstram ca:
3 3 3

43)In AABC F+_+C_> szb+c

C a

a
Marin Chirciu, Pitesti
Solutie.

2 2
Vezi Lemas1zb+c p+r +4Rr_

h, rp
Este suficient sa aratam ca:
2 2
r +4Rr .. . ]
3( p® —3r? —6Rr) > rp~p+—+ & p? 211Rr +5r?, care rezultd din inegalitatea lui
rp

Gerretsen p> >16Rr —5r” si inegalitatea lui Euler R > 2r .

Ramane sa demonstram ca:
16Rr —5r?>11Rr +5r> < R>2r.

3 3
agyin 4nC 2 2L O s gpy Zh iy
b ¢ a h,
Marin Chirciu, Pitesti

Solutie.

2 2
Vezi Lemasizhb+h° _prr-2Rr

h 2Rr

a
Este suficient sa aratam ca:
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p’+r’—2Rr
2Rr
Gerretsen p> >16Rr —5r? si inegalitatea lui Euler R > 2r .

Ramane sa demonstram ca:
16Rr —5r? >10Rr +7r®> < R > 2r.
a b c

3( p’—3r° - 6Rr) >3Rr- < p®=10Rr +7r?, care rezultd din inegalitatea lui

45)In AABC : F+—+—>16rzz—.
C
Marin Chirciu, Pitesti
Solutie.
2 2 2
Vezi Lema s1zh—a = LJ;A'Rr
bc 4R

Este suficient sa aratam ca:
2 2
3(p?-3r?—6Rr)>16r2. 2L LR
4R
care rezultd din inegalitatea lui Gerretsen p° >16Rr —5r? si inegalitatea lui EulerR > 2r .
Ramane sa demonstram ca:
(16Rr —5r?)(3R* ~4r*) > r(18R° +9R’r +16Rr’ +4r°) <

& 15R*~12R’r —40Rr* +8r° >0 < (R- 2r)(15R2 +18Rr—4r*)>0.

p*(3R*—4r®)>r(18R°+9R’r +16Rr’ +4r°),

3 3 3
46) In AABC : %+b—+c—>9r Z
C

Marin Chirciu, Pitesti
Solutie.

Vezi Lema s1zbC 2R

a r .
Este suficient sa aratam ca:
3(p®-3r*—6Rr)>9r’ 2R p? >12Rr +3r?, care rezultd din inegalitatea lui
r
Gerretsen p® >16Rr —5r” si inegalitatea lui Euler R > 2r .
Ramane sa demonstram ca:
16Rr —5r>>12Rr +3r> < R>2r
3 3 3
a7yin apBC -2 42, C L85 hh
b ¢ a 3 ah

a
Marin Chirciu, Pitesti

Solutie.
. ~hh p
Vezi Lemasi » 2t =-,
’ Z ah R

a

Este suficient sa aratam ca:
3( p®—3r? - 6Rr) > 8?% < p*(9R—8r)=27Rr(2R+r), care rezulta din inegalitatea lui

Gerretsen p> >16Rr —5r” si inegalitatea lui Euler R > 2r .
Rémane sd demonstrdm ca:
(16Rr —5r*)(9R—8r) = 27Rr (2R +r) <> 9R*—20Rr +4r’ >0 < (R—2r)(9R—2r)=0.

3 3 3
48)In AABC %+b— ¢
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Marin Chirciu, Pitesti
Solutie.
ah, p*+r’+4Rr

Vezi Lemasi )

: 2rp
Este suficient sa aratam ca:
2 2
3(p?-3r2—6Rr)> 2rp-%+4m & p?>11Rr +5r2, care rezulti din inegalitatea lui
rp

Gerretsen p> >16Rr —5r” si inegalitatea lui Euler R > 2r .

Ramane si demonstram ca:
16Rr —5r> >11Rr +5r> < R>2r.

3 3 2 a b I
49)In anpc L2, E 9 salbre)
b ¢ a 2 h,h.
Marin Chirciu, Pitesti
Solutie.
b c
Vezi Lema s1z e)_ B
h,h, r
Este suficient sa aratam ca:
3( p®-3r? 6Rr) > 9% R o p® >12Rr +3r?, care rezulti din inegalitatea lui
r

Gerretsen p® >16Rr —5r” si inegalitatea lui EulerR > 2r .

Ramane sa demonstram ca:
16Rr —5r>>12Rr +3r> < R>2r

3 b3 C r2
50) In AABC : —+—+—>4r22—.
b ¢ a (p—b)(p-c)
Marin Chirciu, Pitesti
Solutie.
2
Vezi Lema SIZ fa _AR+T
(p-b)(p-c) r

Este suficient sd aratim ca:
3(p*—3r*—6Rr)>4r’. 4R+T
r
Gerretsen p® >16Rr —5r” si inegalitatea lui Euler R > 2r .
Ramane sa demonstram ca:
3(16Rr —5r2) >34Rr +13r2 < R>2r

< 3p® >34Rr +13r?, care rezulti din inegalitatea lui

3 3 3
—C
51) In AABC : %+b—+c—>36r 5 (P=b)(p=c)
c
Marin Chirciu, Pitesti
Solutie.
. -b)(p-c
Vezi Lema Slzw =1.
r

a
Este suficient sa aratam ca:

3(p®—3r’—6Rr)>36r"-1 < p’>6Rr+15r’, care rezulta din incgalitatea lui

Gerretsen p® >16Rr —5r” si inegalitatea lui Euler R > 2r .
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Ramane si demonstram ca:
16Rr —5r>>6Rr +15r < R>2r

3 3
52)in aaBc: 2 2L oo Zh e
b ¢ a r,+r,
Marin Chirciu, Pitesti
Solutie.

. ) 2(R+r
Vezi Lemasi ). hth _2(R+r)
L+, R
Este suficient sa aratam ca:

3(p®-3r*-6Rr)212r*-3 < p* 2 6Rr +15r?, care rezultd din inegalitatea lui

<3( adevarata din inegalitatea lui Euler R > 2r ).

Gerretsen p> >16Rr —5r” si inegalitatea lui Euler R > 2r .
Ramane sa demonstram ca:
16Rr —5r? > 6Rr +15r* < R>2r
53) In AABC : a—3+b—3+c—3 2120y b b1,
b ¢ h,+h,
Marin Chirciu, Pitesti
Solutie.
Vezi Lema Siz L+, :B, p22+5|—22 +8Rr .
hy+h, r p +r°+2Rr
Este suficient sa aratam ca:
: R p®+5r® +8Rr
CPer 2R
care rezultd din inegalitatea lui Gerretsen p> >16Rr —5r si inegalitatea lui EulerR > 2r .
Ramane sa demonstram ca:
(16Rr —5r?)(16Rr —5r® —2r* —8Rr) > r*(44R* +32Rr +3r? ) <

< 21R*—46Rr+8r>>0 < (R-2r)(21R—4r)>0.

3(p*-3r* —6Rr)>12r%. & p?(p*—2r*-8Rr)=r?(44R* +32Rr +3r°),

a® b ¢ h+h
54)In AABC : F+?+E>6 2y -
Marin Chirciu, Pitesti
Solutie.
Vezi Lemasi ) h+N, =6.
o+,

Este suficient sa aratam ca:
3(p®—3r*-6Rr)26r’-6 < p’>6Rr+15r’, care rezulta din inegalitatea lui

Gerretsen p> >16Rr —5r” si inegalitatea lui Euler R > 2r .

Ramane sa demonstram ca:
16Rr —5r>>6Rr +15r> < R>2r

a® b ¢ o+,
55) In AABC : b+c+a>6 Z o
Marin Chirciu, Pitesti
Solutie.
2(R+r)

. U
Vezi Lemasi )| bh ¢ =

a

r

22


http://www.mateinfo.ro/

REVISTA ELECTRONICA MATEINFO.RO ISSN 2065-6432 — SEPTEMBRIE 2020 RWANEWI0i{sR o)

Este suficient sa aratam ca:
2 2 2 2( R+ r) 2 2 S ) )
3( p°—3r°— 6Rr) >6r°-————= < p° 210Rr+7r°, care rezulta din inegalitatea lui
r
Gerretsen p> >16Rr —5r” si inegalitatea lui Euler R > 2r .
Rémane s demonstram ca:
16Rr —5r* >10Rr +7r°> < R > 2r.
a® b ¢ h
56) In AABC :—+—+—2>24r) —2_
b ¢ a r,+r,
Marin Chirciu, Pitesti
Solutie.

“+p?(2r’—4Rr)+r(4R+r)’
Vezi Lemasiy_ h _P p( . 2) ( ) :
L+, 8Rp
Este suficient sa aratam ca:
‘4 p?(2r2—4Rr)+r(4R+r)’
3(p2—3r2—6Rr)224r2-p Gl . 2) ( )
8Rp

o p? [ p*(R®—r?)—r(12R*+ 2R’r —4Rr’ + 2r3)] >r®(4R+r)’, care rezulta din

inegalitatea lui Gerretsen p> >16Rr —5r” si inegalitatea lui Euler R > 2r .
Ramane sa demonstram ca:

(16Rr —5r°)[ (16Rr —5r)(R* —r?)—r(12R°+ 2R°r —4Rr* +2r°) | > r*(4R+1)
& 80R* —121R°r —100R°r* +48Rr® —8r* >0 < (R—2r)(80R’® +39R’r —22Rr’ +4r°)>0.

3 3 3
57)In 4ABC: 2+ 4+ >253' 2
b ¢ a h

Marin Chirciu, Pitesti
Solutie.
2 2
Vezi Lema gizi _proroARr
h, rp
Este suficient sa aratam ca:
p®>—r?—4Rr
rp
Gerretsen p> >16Rr —5r” si inegalitatea lui Euler R > 2r .
Ramane sa demonstram ca:
16Rr —5r2>10Rr + 7r> < R >2r.
3 3 3
58)In 4ABC: 2 + 2 85N
b ¢ a 3 a

3( p®—3r?— 6Rr) >2rp- < p? =10Rr +7r?, care rezultd din inegalitatea lui

Marin Chirciu, Pitesti
Solutie.

p*+ p*(2r* —8Rr)+r® (4R + r)
8SR’ '

Vezi Lema s1ZE =
a

Este suficient sa aratam ca:
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3( ?-3r? 6Rr)>§ p +p (2r2—8Rr)+r2(4R+r)2
p 3 8SR?

& p? (9R2 +8Rr—2r? - p2)2 9R? (3r2 + 6Rr)+ r’(4R+ I’)2 , care rezultd din inegalitatea lui

Gerretsen16Rr —5r” < p? <4R*+4Rr +3r” si inegalitatea lui Euler R > 2r .
Ramane sia demonstram ca:

(16Rr —5r*)(9R* +8Rr —2r* —(4R* +4Rr +3r°)) = 9R? (3r’ + 6Rr )+ r* (4R +1)" =
& 13R*—2R°r —42Rr* +12r° >0 < (R-2r)(13R* +24Rr —6r°)>0.

3 3 A3 _
50) In 4ABC : & +2 4 & 5 ogry Tl
b ¢ a h, +r

Marin Chirciu, Pitesti
Solutie.

-r _15 p?—r?—10Rr
4T 9p®+r®+6Rr
Este suﬁ01ent sa aratam ca:
, 15p?—r?—10Rr

9p®+r°+6Rr

& p?(9p® —146r” —48Rr) = r*(36R* —56Rr —5r* ), care rezultd din inegalitatea lui
Gerretsen p> >16Rr —5r” si inegalitatea lui Euler R > 2r .
Ramane sa demonstram ca:
(16Rr —5r2)[9(16Rr ~5r?)-146r" —48Rr] > r?(36R? ~56Rr -5r%) &

& 25R*-58Rr +16r° >0 < (R—2r)(25R—8r)>0
3 3

h,+r
60) In 4ABC : —+—+—>6r
) b ¢ a Zh -r’

Vezi Lema SIZ

3(p*-3r*—6Rr)>24r*.

Marin Chirciu, Pitesti
Solutie.
h,+r 7p2—r2+2Rr
—r  p’+r’+2Rr

Este suficient sa aratam ca:

7p°—r*+2Rr
3(p*~3r2—6Rr)=6r°- p—+

p®+r’+2Rr

care rezulti din inegalitatea lui Gerretsen p> >16Rr —5r si inegalitatea lui Euler R > 2r .

Vezi Lema SIZ

& p?(p®—16r° —4Rr)>r’(12R* +16Rr+r°),

Ramane s demonstram ca:
(16Rr —5r?)(16Rr —5r® —16r° —4Rr) > r*(12R* +16Rr +1°) <

& 45R? ~103Rr +26r>>0 < (R-2r)(45R-13r)>0.

a® b ¢
61)In AABC -+ —+—>24r ) -
b ¢ r,+r
Marin Chirciu, Pitesti
Solutie.

r 2(p°-r’-Rr)

Vezi Lemamzerr TR
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Este suficient sa aratam ca:
2(p®—r*—Rr)
p®+r+2Rr
care rezulti din inegalitatea lui Gerretsen p° >16Rr —5r? si inegalitatea lui Euler R > 2r .

Ramane sa demonstram ca:
(16Rr —5r2)(16Rr —5r2-18r? —4Rr) > r2(12R2 —4Rr—13r2) PEN

< 45R? -106Rr +32r° >0 < (R—2r)(45R—16r)>0.

3(p*-3r*—6Rr)>24r*. & p*(p*-18r*—4Rr)>r’(12R* ~4Rr -13r°),

3 3
c? r,+r
62)In AABC: —+—+—>6
) b ¢ a Zr—r

Marin Chirciu, Pitesti
Solutie.

T p2 +r?2—2Rr
r,—r 2Rr
Este suficient sa aratam ca:

, PP+r*=2Rr
2Rr
inegalitatea lui Gerretsen p> >16Rr —5r” si inegalitatea lui Euler R > 2r .
Ramane s demonstram ca:
(16Rr —5r*)(R—r)>r(6R*+Rr+r°) < 5R*~11Rr +2r* >0 <« (R-2r)(5R-r)>0.
63)In AABC : a_3+b_3+c_324_82 e
b ¢ a 3R “hh

Vezi Lema Slz

3( p®-3r? 6R|’) >6r°- < p*(R-r)2 r(6R2 +Rr+ rz), care rezultd din

Marin Chirciu, Pitesti
Solutie.

be p4 + p2(2r2 —8Rr)+ r’(4R+ r)2

hh 487 '

Este suficient sa aratam ca:

452 p*+p? (2r2 —8Rr)+ r’(4R+ r)2

3R 45?

& p?(9R®+8Rr—2r? — p*) > 9R*(3r® +6Rr )+ r° (4R + r)’, care rezulti din inegalitatea lui

Vezi Lema SIZ

3(p*-3r*—6Rr)>

Gerretsen16Rr —5r? < p® <4R*+4Rr +3r? si inegalitatea lui Euler R > 2r .
Rémane s demonstram ca:
(6Rr—5r*)(9R” +8Rr —2r° —(4R” + 4Rr +3r°)) = 9R? (3r° + 6Rr )+ r* (4R +r1)° =

& 13R*—2R’r —42Rr’ +12r° 20 < (R—2r)(13R2 +24Rr —6r%) 0.

a3 3 C3
64)In AABC -+ —+—>16r Z
C

Marin Chirciu, Pitesti
Solutie.

hh, p>-r’—4Rr

Vezi Lema siz . < g( adevirati din Gerretsen p> <4R*+4Rr +3r ).
"~ be 2R? 4

Este suficient sa aratam ca:
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3(p*—3r*—6Rr)>16r’ -% < p? >6Rr+15r?, care rezultd din inegalitatea lui

Gerretsen p> >16Rr —5r” si inegalitatea lui EulerR > 2r .

Ramane si demonstram ca:
16Rr —5r? > 6Rr +15r? < R>2r.

3 3 3
65)In 4ABC : &+ 2 4 & >16r7 5 M0
b ¢ a a’

Marin Chirciu, Pitesti

Solutie.
2 2
Vezi Lemasiy. hbrzlc _P +;Rj4Rr < %( adevirati din Gerretsen p” < 4R*+4Rr +3r? ).
a

Este suficient sa aratam ca:
3(p*-3r*—6Rr)>16r’ % & p?26Rr +15r2, care rezulta din inegalitatea lui

Gerretsen p> >16Rr —5r” si inegalitatea lui Euler R > 2r .

Ramane sa demonstram ca:
16Rr —5r? > 6Rr +15r? < R>2r.

a® b ¢
66)In 4ABC: 2 +2 & >or Z—
b ¢ a h,h.
Marin Chirciu, Pitesti
Solutie.
2
Vezi Lema s1Z— _2R
bhc r

Este suficient sa aratam ca:
2R .. : )
3( p® —3r? —6Rr) >9r>.—— < p®>12Rr +3r?, care rezulti din inegalitatea lui
r
Gerretsen p® >16Rr —5r” si inegalitatea lui Euler R > 2r .
Ramane sa demonstram ca:
16Rr —5r>>12Rr +3r? < R>2r.

3 3 3
67)In aaBC: 2+ 21 & 5oy O
b ¢ a h.r,
Marin Chirciu, Pitesti
Solutie.
Vezi Lemasiy — be _2R

hr r

Este suficient sa aratam ca:
3( p? —3r? —6Rr) >9r? 2R < p® >12Rr +3r?, care rezulti din inegalitatea lui
r
Gerretsen p> >16Rr —5r” si inegalitatea lui Euler R > 2r .
Rémane sd demonstrdm ca:
16Rr —5r? >12Rr +3r° < R>2r.
a3 3 C3
68)In AABC : - +—+—=>16r Z
c

Marin Chirciu, Pitesti
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Solutie.

Vezi Lemasiy_

N 0 <9 (adevarata din inegalitatea lui Euler R > 2r).
be 2R 4

Este suficient sa aratam ca:

3( p° —3r2—6Rr)216r2 -% < p®>6Rr+15r?, care rezultd din inegalitatea lui

Gerretsen p> >16Rr —5r” si inegalitatea lui Euler R > 2r .

Ramane si demonstram ca:
16Rr —5r? > 6Rr +15r? < R>2r.

3 3 3
—a
69)In 4aBC 222, & 1oy P(P=3)
b ¢ a h,r,
Marin Chirciu, Pitesti
Solutie.
. . —a - . . .
Vezi Lema §IZ p(hp ) = 2R-1 ( adevarata din inegalitatea lui Euler R > 2r).
r r

Este suficient sa aratam ca:
3(p*-3r*—6Rr)>12r*. 2R-t
r
Gerretsen p? >16Rr —5r” si inegalitatea lui Euler R > 2r .
Ramane sa demonstram ca:
16Rr —5r?>14Rr —r* < R>2r.
3 3 3
—a
70)in ane 242 s 1oy P(PA)
b ¢ a h,r,

& p®=14Rr —r?, care rezulti din inegalitatea lui

Marin Chirciu, Pitesti
Solutie.
Vezi Lemasi ) p(p-a) _P (r SR)_:(L‘RH) :
h.r 2p°R

aa

Este suficient sa aratim ca:
p?(r—8R)+(4R+r)’
2p°R
% [2Rp2 —r(12R? - 26Rr + 4r2)] > 4r?(4R+r)’, care rezultd din inegalitatea lui

3( p® —3r? —6Rr)212r2 -

Gerretsen p> >16Rr —5r” si inegalitatea lui Euler R > 2r .
Ramane sa demonstram ca:

p’| 2R(16Rr —5r*)—r(12R* ~26Rr +4r°) |2 4r* (4R +1)’
& 16R*—9R°r —48Rr’ +4r*>0 < (R-2r)(16R*+23Rr —2r*) 2 0.

3 3 3 _ —
71y in ansc &2 sy (P=PI(P=C).
b ¢ a ar,

Marin Chirciu, Pitesti

Solutie.
_ _ 2, 2
Vezi Lema§iz(p b)(p C): p~+1” +4RT

ar, 4Rp

a
Este suficient sa aratam ca:
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p®+r° +4Rr
4Rp
din inegalitatea lui Gerretsen p® >16Rr —5r” si inegalitatea lui Euler R > 2r .

Ramane sa demonstram ca:
(16Rr —5r*)(3R—2r) 2 r(18R* +17Rr +2r*) < 15R* —32Rr +4r’ >0

< (R-2r)(15R-2r)>0.

3(p*~3r*—6Rr)>8rp- & p?(3R-2r)>r(18R*+17Rr +2r”), care rezultd

3 3 3
72)in angc: 242, C LBy AL
b ¢ a 3“(p-b)(p-c)
Marin Chirciu, Pitesti
Solutie.
ar, 2p
VeziLemasi ) ———2——=—.
Z (p-b)(p—c) r

Este suficient sa aratam ca:

3( p® —3r? —6Rr) > 2_::p 2p < 5p°> 27r(2R + r) , care rezulta din inegalitatea lui
r

Gerretsen p® >16Rr —5r” si inegalitatea lui Euler R > 2r .

Rémane s demonstram ca:

5(16Rr —5r*)>27r(2R+r) < R22r.

3 3
73) In AABC : —+—+C_>832M.
b ¢ a ah,
Marin Chirciu, Pitesti
Solutie.
(p—b)(p—C)_4R+r
ah,  2p

Este suficient sa aratam ca:

3(p*—3r*—6Rr)>8rp- 4R

Vezi Lemasi

+r

< 3p® > 34Rr +13r?, care rezulti din inegalitatea lui

Gerretsen p® >16Rr —5r” si inegalitatea lui Euler R > 2r .
Ramane sa demonstram ca:
3(16Rr —5r2) >34Rr +13r2 < R>2r.

3 3
74)In AABC —+—+—>§ &,
b ¢ a (p—b)(p-c)
Marin Chirciu, Pitesti
Solutie.
. : ah 2p
Vezi Lemasi ) ——2——=—.
D TEITEI

Este suficient sa ardatdm ca:

3(p?-3r?~6Rr)2 23p 2P 5p?>27r(2R +1), care rezult din inegalitatea lui
r

Gerretsen p® >16Rr —5r” si inegalitatea lui Euler R > 2r .

Ramane sa demonstram ca:
5(16Rr —5r*)>27r(2R+r) < R>2r.
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3 3
75)In aapc & 40, ¢, 8 .
b ¢ a 3 ah

a

Marin Chirciu, Pitesti

Solutie.
. = rr
Vezi Lemasi) ¢ = P
h, 2r
Este suficient sa aratam ca:

3( p° —3r2—6Rr)>8% 2£ < 5p®>27r(2R+r), care rezulta din inegalitatea lui
r

Gerretsen p> >16Rr —5r” si inegalitatea lui Euler R > 2r .
Ramane sa demonstram ca:
5(16Rr —5r*) > 27r(2R+r) < Rz 2r.

3 3 C

c a LI

76)In AAB

Marin Chirciu, Pitesti
Solutie.
ah, 2(4R+r)

p

Este suficient sa aratam ca:

R+r)

2(4
3( p® —3r? —6Rr) > 2rp-(— < 3p? > 34Rr +13r?, care rezulti din inegalitatea lui
p

Gerretsen p® >16Rr —5r” si inegalitatea lui Euler R > 2r .
Ramane sa demonstram ca:
3(16Rr —5r2) >34Rr +13r2 < R>2r.
3 3 C3
77)In AABC : —+—+—>4S
) b ¢ a Z

h+r

Marin Chirciu, Pitesti
Solutie.

2p2 2R+3r)=3r(4R+r)(2R+r
Vezi Lemamz o _ 2P p(p)2+r2(+2Rr))( )

Este suficient sa aratam ca:
2p*(2R+3r)- 3r(4R+r (2R+r)

(p +r?+2Rr )
& p?(3p®—30r® —28Rr)+r*(28R* +12Rr —r?) 20,

Distingem cazurile:

Cazul 1). Daca (3 p?—30r?— 28Rr) >0, inegalitatea este evidenta.

3(p?—3r* —6Rr)>4rp-

Cazul 1). Dacé (3p® —30r® —28Rr) <0, inegalitatea de rescrie:
r*(28R* +12Rr —r*) > p?(30r® + 28Rr —3p’), care rezulta din inegalitatea lui

Gerretsen16Rr —5r? < p® <4R*+4Rr +3r? si inegalitatea lui Euler R > 2r .
Rémane s demonstram ca:

r?(28R? +12Rr —r?) > (4R” +4Rr +3r2)[30r2 +28Rr—3(16Rr—5r2)] N
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& 20R°-18R’r—27Rr* —34r° >0 < (R-2r)(20R*+22Rr +17r%) 2 0.

3 3 3
78)In 4ABC: 2 0 O S yh+n
b ¢ a 3 a
Marin Chirciu, Pitesti
Solutie.
‘4 p2(2r2—6Rr)+r(4R+r)’(2R+r
Vezi Lema gizha+ra _P P ( S)SRZ( ) ( )
a

Este suficient sa ardtdm ca:
2r2—6Rr)+r(4R+r1)*(2R+r
3(p2—3r 6RI‘)>E p"‘p( )+2( + )( + )
3 8SR
& p*(18R*+6Rr—2r” — p?) =18R*(3r* +6Rr )+ r (4R +r)’ (2R +T), care rezulta din

inegalitatea lui Gerretsen16Rr —5r° < p? <4R*+4Rr +3r” si inegalitatea lui Euler R > 2r .
Ramane sa demonstram ca:
(16Rr —5r*)(18R? + 6Rr — 2 —(4R” +4Rr +3r°)) 218R* (3r* + 6Rr ) + 1 (4R +1)" (2R +T)

& 21R*-31R’r—25Rr’ +6r’°>0 < (R-2r)(21R2 +11Rr -3r*)>0.

3 3

c?
79) In AABC : —+—+—>6
) b ¢ a Zh +2r
Marin Chirciu, Pitesti
Solutie.
2 R+r
Vezi Lema s1z (R+ )
+2r p

Este suficient sa aratdm ca:

2(R+r
3(p?—3r®—6Rr )= 6rp- (R+1) < p?210Rr +7r?, care rezulta din inegalitatea lui
p

Gerretsen p> >16Rr —5r” si inegalitatea lui Euler R > 2r .
Ramane sa demonstram ca:
16Rr —5r2>10Rr +7r> < R >2r.
3 3 3
80)In aaBc: 2 2, 8 Nt
b ¢ a 9 a

Marin Chirciu, Pitesti
Solutie.

h, +2r, p“+ p*(2r’ —4Rr)+r(4R+r)’
8SR? '

Vezi Lema s1z

Este suficient sa aratam ca:
+p?(2r2 —8Rr)+r(4R+rY’
3(p?-3r?—6Rr)> 2. AL 2) (4R+1)
9 8SR
& p°(27R* +4Rr—2r" — p?) 2 27R*(3r* + 6Rr )+ 1 (4R +1)’, care rezulta din inegalitatea

lui Gerretsen16Rr —5r” < p® <4R*+4Rr +3r’ si inegalitatea lui Euler R > 2r ,
Rémane s demonstram ca:
(16Rr —5r”)(27R +4Rr - 2r° —(4R” +4Rr +3r°)) > 27R* (3r* + 6Rr ) + 1 (4R +1)’ =

& TIR®—122R%r—46Rr? +12r° >0 <« (R—2r)(71R?+20Rr —6r)>0.
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3 3 3
81)In AABC : a—+b—+c_>4szM .
b ¢ a h,
Marin Chirciu, Pitesti
Solutie.
Vezi Lema 5i2¥ _AR+T
A Y

Este suficient sa aratam ca:

3( p° —3r2—6Rr)24rp-4R+r < 3p? > 34Rr +13r?, care rezultd din inegalitatea lui

Gerretsen p> >16Rr —5r? si inegalitatea lui Euler R > 2r .
Rémane s demonstram ca:
3(16Rr —5r) > 34Rr +13r* < R>2r.
3 3 3
82)In aaBC: 2 42, €555 N
b ¢ a 3 p—a

Marin Chirciu, Pitesti
Solutie.

2
Vezi Lema s1z P [1+[4R+rj ]
p a 2R p

Este suficient sa aratam ca:

2
3(p?-3r2~6Rr)2 4;'0 2‘;{1{4:”” & p?(9R-2r)>r(86R*+43Rr +2r?), care

rezultd din inegalitatea lui Gerretsen p® >16Rr —5r” si inegalitatea lui Euler R > 2r .
Rémane s demonstram ca:
(16Rr —5r*)(9R—2r) > r(86R* +43Rr +2r° ) <> 29R* —60Rr +4r” >0

< (R-2r)(29R-2r)>0.
3 3

c? h, +h
83)In 4ABC: —+—+—>3R
) b ¢ a Z

a
Marin Chirciu, Pitesti
Solutie.
. .~ h +h
Vezi Lemasiy 2 —= =

r

a

6.

Este suficient sa aratam ca:
3(p®—3r*-6Rr)23Rr-6 <> p°>12Rr+3r’, care rezultd din inegalitatea lui

Gerretsen p> >16Rr —5r” si inegalitatea lui Euler R > 2r .

Ramane sa demonstram ca:
16Rr —5r?>12Rr +3r’ < R>2r.

3 3
84y in 4nBC 22 s prry P(P23)
b ¢ a rr,
Marin Chirciu, Pitesti
Solutie.
a
Vezi Lema si Zp—) =3.

rb rc
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Este suficient sa aratam ca:
3(p®—3r*-6Rr)26Rr-3 <> p°>12Rr+3r’, care rezulta din inegalitatea lui

Gerretsen p> >16Rr —5r” si inegalitatea lui Euler R > 2r .

Ramane si demonstram ca:
16Rr —5r?>12Rr +3r’ < R>2r.

3 3
c?
85)In 4ABC: 2 +2 1 & >erry Tole
) b ¢ a > (p a)
Marin Chirciu, Pitesti
Solutie.

Vezi Lemasi y —2¢—=
I

Este suficient sa aratim ca:

3(p®—3r*-6Rr)26Rr-3 <> p°>12Rr+3r’, care rezultd din incgalitatea lui

Gerretsen p® >16Rr —5r” si inegalitatea lui Euler R > 2r .
Ramane sa demonstram ca:
16Rr —5r>>12Rr +3r® < R>2r.
a® p* c?
86)In AABC :—~+—+— >12r22
C

Marin Chirciu, Pitesti
Solutie.

Vezi Lemasizp(p a):p -8R

h.h, 4r®
Este suficient sa aratam ca:
2, 2
3( p®-3r? —6Rr) >12r? % < R>2r, (inegalitatea lui Euler ).
r
3 3
87)In 4ABC &+ 2 o grry Pl
b ¢ a p(p-a)
Marin Chirciu, Pitesti
Solutie.
Vezi Lema s12£ _g4-20
p(p-a) R

Este suficient sa aratam ca:

3(p? —3r2—6Rr)26Rr-4R_2r

< p® >14Rr —r?, care rezulti din inegalitatea lui

Gerretsen p> >16Rr —5r” si inegalitatea lui Euler R > 2r .
Ramane sa demonstram ca:
16Rr —5r?>14Rr —r* < R>2r.
3 3 3
88)In 4ABC & 42, C St
b ¢ a 3 p—a
Marin Chirciu, Pitesti

Solutie.

I+ 2p
Vezi Lema s1z ==F,

p-a r
Este suficient sa aratam ca:
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3(p?-3r* —6Rr)2 4;'02—'0

< 5p®227r(2R+r), care rezultd din inegalitatea lui
Gerretsen p> >16Rr —5r” si inegalitatea lui Euler R > 2r .

Rémane s demonstram ca:
5(16Rr —5r*) > 27r(2R+r) < R22r.
3 3 3
89)In 4ABC: & 42, O A4Sy +h
b ¢ a 3 p—a
Marin Chirciu, Pitesti

Solutie.
+h, 2
Vezi Lema s1z h, _P
p-a r
Este suficient sa aratam ca:

3(p*-3r*—6Rr)> 4—;'0 2p < 5p?227r(2R+r), care rezultd din inegalitatea lui

r
Gerretsen p> >16Rr —5r” si inegalitatea lui Euler R > 2r .
Rémane sa demonstram ca:
5(16Rr —5r*) > 27r(2R+r) < R=2r.

3 3 3

90) In AABC : %+b—+c—>12r Z
c
Marin Chirciu, Pitesti
Solutie.
m? pz(Rr+4r2)—r2(4R+r)2
rbrC s® '

Este suficient sa aratam ca:
, P (Rr +4r2)—r2(4R+r)2

p*
>0

3(p*-3r* —6Rr)>12r*.

r?
< p’(p*-19r° —10Rr)+r’(4R+r)’
Distingem cazurile:

Cazul 1). Daca ( p?—-19r? —10Rr) >0, inegalitatea este evidenta.

Cazul 1). Dacd (p® -19r° —10Rr) <0, inegalitatea de rescrie:

r’ (4R + r)2 > p? (10 Rr+19r” — pz) , care rezulta din inegalitatea Blundon- Gerretsen
R(4R+r)°
2(2R-r)

Ramane sda demonstram ca:

R(4R+r)" r)

2(2R-r)

< 3R*—4Rr-4r’>0 < (R-2r)(3R+2r)>0.

3 3 2
91) In AABC:%+b— 4p Z n
c

16Rr —5r° < p* < si inegalitatea lui Euler R > 2r .

r?(4R+r)" > | 10Rr +19r” — (16Rr -5r°) | <

c?
e

Marin Chirciu, Pitesti
Solutie.
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h? p +p (2r2—4Rr)+r(4R+r)3
Lr p°R? '

c

Este suficient sa aratam ca:
4p? p*+p*(2r'—4Rr)+r(4R+r)’
) szz
& p?(27R®+4Rr—2r® — p?) > 27R*(3r* +6Rr )+ r (4R + r)’, care rezultd din inegalitatea

lui Gerretsen16Rr —5r° < p® <4R*+4Rr +3r” si inegalitatea lui Euler R > 2r .
Ramane sa demonstram ca:

(16Rr —5r”)(27R +4Rr - 2r° —(4R” + 4Rr +3r°)) > 27R* (3r* + 6Rr ) + 1 (4R +1)’ =
& TIR®-122R’r —46Rr’ +12r*>0 < (R—2r)(7lR2+20Rr—6r2)20.

3(p?-3r°—6Rr)=

3 3

C
c a LI
Marin Chirciu, Pitesti
Solutie.
Vezi Lema s1z => 4h <3.
rr (b+ c)

Este suficient sa aratim ca:
3(p®—3r*-6Rr)26Rr-3 <> p°>12Rr+3r’, care rezultd din inegalitatea lui

Gerretsen p> >16Rr —5r” si inegalitatea lui Euler R > 2r .

Ramane sa demonstram ca:
16Rr —5r?>12Rr +3r’ < R>2r.

3 3
c?
93)In AABC : —+—+—>12r —=
) b ¢ a Z h;
Marin Chirciu, Pitesti
Solutie.

2 p*+p?(10r2=8Rr)+r?(4R+r)’
Vezi Lema §i2%: b TP ( 882) ( ) .

a

Este suficient sa aratam ca:
, p+p (10r —8Rr)+r (4R+r)

r’p?
< p? ( p?—16r° - 4Rr) >r?(4R+ r)2 , care rezulta din inegalitatea lui

3(p*-3r* —6Rr)>12r*.

Gerretsen p® >16Rr —5r” si inegalitatea lui Euler R > 2r .
Ramane sa demonstram ca:

(16Rr —5r?)(16Rr —5r* —16r* —4Rr ) = r* (4R +r1)" <
< 44R*-101Rr +26r° >0 < (R—2r)(44R —13r) >0.

3 3 3
94) In AABC : %+b—+°— >12r Z
c
Marin Chirciu, Pitesti
Solutie.
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2 p2(10r2 —5Rr)-r?(4R +r)’
Vezi Lemasizr:na = p( 422 (4R+T) :
I

a'a

Este suficient sa aratam ca:
p*(10r* —5Rr)—r*(4R+r)’
4r?p?

& p’(p?+2r*—16Rr)+r*(4R+r) 2 0.
Distingem cazurile:
Cazul 1). Daci (p° +2r° —16Rr

Cazul 1). Dacé (p*+2r° —16Rr

3(p?—~3r°—6Rr)=12r’-

) >0, inegalitatea este evidenta.

r’ (4R + r)2 >p’ (16Rr —-2r* - pz) , care rezulta din inegalitatea Blundon- Gerretsen

<0, inegalitatea de rescrie:

R(4R+r)’ _ .
16Rr —5r” < p? SQ si inegalitatea lui EulerR > 2r .
2(2R-T)
Rémane sa demonstram ca:
R(4R+r)’
r(4R+r) > Q[mm ~2r’~(16Rr -5r*) | & R 2r.
2(2R-T)
3 3 3 2
95)In 4ABC: L+ 24 >1op2 5 e
b ¢ a h,h,
Marin Chirciu, Pitesti
Solutie.

) 2 “_Bp?Rr—r2(4R+r)

Vezi Lemasi ) m,__P 5P - ( ) :
h,h, 4S5

Este suficient sa aratam ca:

, P*—6p’Rr—r?(4R+ r)2

3(p?—3r®—6Rr)=12r’- 152 & r?(4R+r)’ >3p?( Doucet).
a® p* ¢ p—a . A
96) In AABC : —+—+—2>12r*) ——tg—.
) b ¢ a Z ., —2r J 2
Marin Chirciu, Pitesti
Solutie.
. < p-a. A 2R
Vezi Lema si tg—=—~-1.
i Zha—2r J 2 r
Este suficient sd aratam ca:
2R—r

< p? >14Rr —r?, care rezulti din inegalitatea lui

3(p*-3r*—6Rr)>12r*.
r
Gerretsen p> >16Rr —5r” si inegalitatea lui Euler R > 2r .
Rémane sd demonstrdm ca:
16Rr —5r? >14Rr —-r? < R>2r.
3 3 3
—a
o7)in 48C : &+ 2 o 1grry (P7A) A
b ¢ a p(h,—2r) = 2
Marin Chirciu, Pitesti
Solutie.
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(p-a) A
p(ha - Zr) 2
Este suficient sa aratam ca:

3( p?-3r° - 6Rr) >18Rr-1 < p®>12Rr +3r?, care rezulti din inegalitatea lui

Vezi Lemasi ) =1.

Gerretsen p> >16Rr —5r? si inegalitatea lui Euler R > 2r .

Ramane sa demonstram ca:
16Rr —5r>>12Rr +3r? < R>2r.

3 3 3 2
98)In 4ABC: 2+ O s gy ™
b ¢ a h,
Marin Chirciu, Pitesti
Solutie.
2 2 2
Vezi Lema slz% — M .
h, 4r
Este suficient sa aratam ca:
2 2 p2 _5r2 + 2Rr 2 2 - . . . -
3( pe—=3r°— 6Rr) >4r S a— < p° >210Rr +7r°, care rezulta din inegalitatea lui
r

Gerretsen p® >16Rr —5r” si inegalitatea lui Euler R > 2r .

Ramane sa demonstram ca:
16Rr —5r>>10Rr + 7r> < R >2r.

3 3 3
99) In 4ABC : 2 +2 4 58 Sgina,
b ¢ a 3
Marin Chirciu, Pitesti
Solutie.
Vezi Lemasi ) sin A= E :

Este suficient sa aratam ca:
3( p®—3r?— 6Rr) > 8?% < p*(9R—8r)=27Rr(2R+r), care rezulta din inegalitatea lui

Gerretsen p> >16Rr —5r” si inegalitatea lui Euler R > 2r .
Rémane sd demonstram ca:
(16Rr —5r*)(9R—8r) > 27Rr (2R +r) <> 9R* ~20Rr +4r’ >0 < (R—-2r)(9R—2r)>0.

3 3 3

100)  In AABC :%+—+C—212Rr2cosA.
c a
Marin Chirciu, Pitesti
Solutie.
Vezi Lema §i2c05A=1+% sg :

Este suficient sa aratam ca:
3(p®-3r*—6Rr)=12Rr g < p?212Rr +3r?, care rezultd din inegalitatea lui

Gerretsen p® >16Rr —5r” si inegalitatea lui Euler R > 2r .

Ramane sa demonstram ca:
16Rr —5r>>12Rr +3r? < R>2r.

36


http://www.mateinfo.ro/

REVISTA ELECTRONICA MATEINFO.RO ISSN 2065-6432 — SEPTEMBRIE 2020 RWANEWI0i{sR o)

3 3 3

10)  In4ABC: 4+ L+ S > 482 Y sin? 2,
b ¢ a 2
Marin Chirciu, Pitesti
Solutie.
. . ., A r
Vezi Lemasi ) sin®—=1-—.
2 2R

Este suficient sd aratam ca:

2R—r

3(p*—3r*—6Rr)>48r* & R(p*-3r*—6Rr)=8r’(2R-r), care rezulta din

inegalitatea lui Gerretsen p> >16Rr —5r” si inegalitatea lui Euler R > 2r .
Ramane sa demonstram ca:

R(16Rr —5r® —3r® —6Rr)>8r*(2R—r) < 5R* —12Rr +4r* 20 <> (R-2r)(5R-2r)>0.

.a3 38 , A
102) In AABC :—+—+-—2>8Rr) cos’—.
b ¢ a 2
Marin Chirciu, Pitesti
Solutie.
Vezi Lema giZcoszé PSP
2 2R 4

Este suficient sa aratam ca:

3( p2—3r2—6Rr)28Rr-% < p?212Rr +3r?, care rezultd din inegalitatea lui

Gerretsen p® >16Rr —5r” si inegalitatea lui Euler R > 2r .

Ramane sa demonstram ca:
16Rr —5r>>12Rr +3r® < R>2r.

3 3 3
103) In AABC :a—+b—+c—23r22csczé.
b ¢ a 2

Marin Chirciu, Pitesti
Solutie.
Vezi Lemasi ) _csc’ g = w :
Este suficient sa ardtdm ca:
532, p®+r>—8Rr

5 < R >2r (inegalitatea lui Euler).
r

3(p*-3r*—6Rr)

3 3 3
104) In AABC :a—+b—+c—29r223eczé.
b ¢ a 2
Marin Chirciu, Pitesti
Solutie.
2
Vezi Lema si ) sec’ g 14| ARET
p
Este suficient sa aratdm ca:
AR+1Y
3(p®-3r’—6Rr)29r’ -{H ] < p’(p*—6r’—6Rr)=3r’(4R+r)’, care rezulta

P

din inegalitatea lui Gerretsen p® >16Rr —5r? si inegalitatea lui Euler R > 2r .
Rémane s demonstram ca:
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(16Rr —5r?)(16Rr —5r* —6r* —6Rr ) 2 3r* (4R +1)" <
& 56R?~125Rr +26r*>0 <« (R-2r)(56R-13r)>0.

3 3 3

105) 1N AABC: -+ >+ = 28RrYsin’ A.
c a
Marin Chirciu, Pitesti
Solutie.
2 2
Vezi Lema siZsin2 A= P or—4Rr < 9 .
’ 2R? 4

Este suficient sa aratim ca:

3( p2—3r2—6Rr)28Rr-% < p®>12Rr +3r?, care rezulti din inegalitatea lui

Gerretsen p? >16Rr —5r? si inegalitatea lui Euler R > 2r .

Ramane sa demonstram ca:
16Rr —5r2 >12Rr +3r°> < R>2r.
a3 3 CS
106) In AABC :F+—+—28RrZsin BsinC .
c a

Marin Chirciu, Pitesti
Solutie.

p°+r’+4Rr 9
C:—ZS .
4R 4

Vezi Lema si ) _sinBsin
Este suficient sa aratam ca:

3( p2—3r2—6Rr)28Rr.% < p?212Rr +3r?, care rezultd din inegalitatea lui

Gerretsen p® >16Rr —5r” si inegalitatea lui Euler R > 2r .

Ramane sa demonstram ca:
16Rr —5r>>12Rr +3r’ < R>2r.

3 3 3
C

107)  In AABC :%+—+—224Rr2cos BcosC .
cC a

Marin Chirciu, Pitesti
Solutie.

2 2 2
4R 4

Vezi Lemasi ) cosBcos

Este suficient sa aratam ca:

3( p®—3r?— 6Rr) > 24Rr % & p®=12Rr +3r?, care rezulti din inegalitatea lui

Gerretsen p® >16Rr —5r” si inegalitatea lui EulerR > 2r .
Rémane s demonstram ca:
16Rr —5r* >12Rr +3r> < R>2r .
a> b ¢
108) In 4ABC :F+—+—29r22csc BescC.
c a

Marin Chirciu, Pitesti
Solutie.

Vezi Lemasi ) cscBescC = R
r

Este suficient sa aratam ca:
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3( p2—3r2—6Rr)29r2-§ & p? >12Rr+3r?, care rezulta din inegalitatea lui
r

Gerretsen p> >16Rr —5r” si inegalitatea lui Euler R > 2r .

Ramane si demonstram ca:
16Rr —5r?>12Rr +3r’ < R>2r.

3 3 3
109) In AABC : F+—+C—>ZSZCSCA
c a
Marin Chirciu, Pitesti
Solutie.
2 2
Vezi Lemasi ) cscA= %;4}'« :
Este suficient sa aratam ca:
2 2
3(p?-3r>—6Rr)>25 .%S”Rr & p?>11Rr +5r2, care rezult din inegalitatea lui

Gerretsen p> >16Rr —5r” si inegalitatea lui Euler R > 2r .

Ramane sa demonstram ca:
16Rr —5r?>11Rr +5r> < R>2r.

3 3 C

110) In AABC : E+—+—>4SZ<:tgA.
C a
Marin Chirciu, Pitesti
Solutie.
2 2

Vezi Lemasi ) ctgA= % :
Este suficient sa aratam ca:

2 2 p®>—r?—4Rr 2 2 .. ) )
3( p°—3r —6Rr) >4S s < p°>10Rr +7r°, care rezultd din inegalitatea lui

Gerretsen p® >16Rr —5r” si inegalitatea lui EulerR > 2r .
Ramane sa demonstram ca:
16Rr —5r> >10Rr + 7r*> < R > 2r.
a® b ¢
111) In AABC : F+—+—>112r223|n Bin? E
c

Marin Chirciu, Pitesti
Solutie.
,C _ p*+r’-8Rr

Vezi Lema si sin®—sin
Z 2 2 16R?

Este suficient sa ardtdm ca:

p®+r?—8Rr
16R?

care rezulti din inegalitatea lui Gerretsen p> >16Rr —5r si inegalitatea lui Euler R > 2r .

3(p*—3r*—6Rr)>192r”- & p?*(R*—4r?)=r(6R*+3R’r —32Rr’ +4r°),

Ramane si demonstram ca:

N (16Rr—5r2)(R2 —4r2)2 r(6R3+3R2r—32Rr2 +4r3) N

& 5R®—4R°r —16Rr” +8r° >0 « (R-2r)(55R* + 6Rr —4r*) 2 0.
a bt 64r? B

112) n aagc: &0, ¢ 2B o2&
b ¢ a 2 2

Marin Chirciu, Pitesti
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Solutie.
2 2
. . +(4R+r
Vezi Lemasi ) _cos’ Beos?E - w <2
2 2 16R 16
Este suficient sa aratam ca:

2
3( p° —3r2—6Rr)2647r-% < p?>6Rr+15r?, care rezult din inegalitatea lui

Gerretsen p> >16Rr —5r si inegalitatea lui Euler R > 2r .

Ramane si demonstram ca:
16Rr —5r? > 6Rr +15r? < R>2r.

3 3 3
113)  In AABC :%+—+C—26Rchos(B—C).
cC a

Marin Chirciu, Pitesti
Solutie.
_ PP+ +2Rr-2R* _

R 3.

Vezi Lemasi ) cos(B-C)

Este suficient sa aratam ca:
3(p®—3r’—6Rr)=6Rr-3 <> p°>12Rr+3r’, care rezultd din incgalitatea lui

Gerretsen p® >16Rr —5r” si inegalitatea lui Euler R > 2r .

Ramane sa demonstram ca:
16Rr —5r>>12Rr +3r’ < R>2r.

a3 3 C3
114) In AABC : -+ —+—=> 6Rr Y cos’
c a

Marin Chirciu, Pitesti
Solutie.

B-C_p*+r’+2Rr+4R° _

Vezi Lemasi ) cos®
’ Z 4R?

3.

Este suficient sa aratam ca:
3(p®—3r’—6Rr)=6Rr-3 <> p°>12Rr+3r’, care rezultd din incgalitatea lui

Gerretsen p® >16Rr —5r” si inegalitatea lui Euler R > 2r .

Ramane sa demonstram ca:
16Rr —5r?>12Rr +3r’ < R>2r.

. A
al 33 Sin—
115) In AABC : —+—+—>9Rr)’
b ¢ a COS—COS—
2 2
Marin Chirciu, Pitesti
Solutie.
. A
_ SInE
Vezi Lema S1 Zﬁ =2.
COS—COS—
2 2

Este suficient sa aratam ca:
3(p®—3r*-6Rr)29Rr-2 < p°=12Rr+3r’, care rezultd din inegalitatea lui

Gerretsen p> >16Rr —5r” si inegalitatea lui Euler R > 2r .
Ramane sa demonstram ca:
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16Rr —5r2 >12Rr +3r°> < R>2r.

3 3 3 COS—
116) In AABC :a—+b_+c_2§z 2
b ¢ a 3 sin—sin—
Marin Chirciu, Pitesti
Solutie.
cos,é
. . 2 _2p
Vezi Lema §1ZT_T,
sin—sin—
2 2

Este suficient sa aratam ca:

3(p2—3r 6Rr) 2'p 2p < 5p® >54Rr +27r?, care rezulta din inegalitatea lui

Gerretsen p> >16Rr —5r” si inegalitatea lui Euler R > 2r .
Ramane sa demonstram ca:
5(16Rr —5r”) = 54Rr + 27r° <> R>2r .

3 3
c?
117 In AABC : —+—+—>4S tg—
) b ¢ a Z g
Marin Chirciu, Pitesti

Solutie.

Vezi Lema s1Ztg A_AR+r

P

Este suficient sa aratam ca:

3( p® —3r? 6Rr) >4rp- 4R+ & 3p® = 34Rr +13r?, care rezulti din inegalitatea lui

Gerretsen p® >16Rr —5r” si inegalitatea lui Euler R > 2r .
Ramane sa demonstram ca:
3(16Rr —5r2) >34Rr +13r2 < R>2r.
3 3 3
118) I AABC:%+b—+C—2£ZCtgé.
a
Marin Chirciu, Pitesti

Solutie.

Vezi Lemasi ) _ctg g _P
r

Este suficient sa aratam ca:

3( p®-3r? 6Rr) 3p P < 5p® >54Rr +27r?, care rezulti din inegalitatea lui
r

Gerretsen p® >16Rr —5r” si inegalitatea lui EulerR > 2r .
Ramane sa demonstram ca:
5(16Rr—5r2) >B4Rr +27r> < R>2r.

3 3
119) In AABC : F+—+C—>18Rr2tg —tgg.
c a
Marin Chirciu, Pitesti
Solutie.
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Vezi Lemasi ) tg %tg % =1.
Este suficient sa aratam ca:
3(p®-3r*-6Rr)218Rr-1 < p’>12Rr+3r?, care rezulta din incgalitatea lui

Gerretsen p> >16Rr —5r” si inegalitatea lui Euler R > 2r .

Ramane si demonstram ca:
16Rr —5r?>12Rr +3r’ < R>2r.

a® b ¢ B.C
120 In AABC : —+—+->4r%) ctg—ctg—.
) b ¢ a Z J 2 d 2
Marin Chirciu, Pitesti
Solutie.
Vezi Lema sithggctg%: 4R+
r

Este suficient sa aratam ca:
» 4R+r

3(p*—3r*—6Rr)>4r’.
r
Gerretsen p> >16Rr —5r? si inegalitatea lui Euler R > 2r .
Ramane sa demonstram ca:
3(16Rr —5r*) > 34Rr +13r* < R>2r.

< 3p® = 34Rr +13r?, care rezultd din inegalitatea lui

a3 3 C3
121) In AABC :F+—+—22R2asinA.
c a
Marin Chirciu, Pitesti
Solutie.
2 2
Vezi Lemasi) asin A= %&Rr :
Este suficient sd aratam ca:
2 —4Rr

2 f—
3( p?—3r°— 6Rr) >2R % & p®=10Rr +7r?, care rezulti din inegalitatea lui

Gerretsen p> >16Rr —5r” si inegalitatea lui Euler R > 2r .
Ramane sa demonstram ca:
16Rr —5r> >10Rr +7r*> < R > 2r.
3 3 3
122) In AABC :a—+b—+c—24—p2acosA.
b ¢ a 3

Marin Chirciu, Pitesti
Solutie.

Vezi Lemasi » acosA= 2—2) :

3( p2—3r2—6Rr)Z4—:|;)p-2—|:r\)p < p*(9R-8r)=27Rr(2R+r), care rezulta din inegalitatea

lui Gerretsen p? >16Rr —5r” si inegalitatea lui Euler R > 2r .
Ramane sa demonstram ca:
(16Rr —5r*)(9R—8r) = 27Rr (2R +r) <> 9R*~20Rr +4r’ >0 < (R-2r)(9R—2r)=0.
a® b ¢ A
123 In AABC:—+—+—2>6r) a-tg—.
) b ¢ a Z J 2

Marin Chirciu, Pitesti
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Solutie.
Vezi Lemassi Y a-tg ? =2(2R-r).

Este suficient sd aratam ca:
3( p®—3r’— 6Rr) >6r-2(2R—r) < p*?=14Rr—r?, care rezulta din inegalitatea lui

Gerretsen p? >16Rr —5r? si inegalitatea lui Euler R > 2r .
Ramane sa demonstram ca:
16Rr —5r>>14Rr—r* < R>2r.
a® p c A
124 In AABC : —+—+—2>2r) a-ctg—.
) b ¢ a Z g 2

Marin Chirciu, Pitesti
Solutie.

Vezi Lema §i2a-ctg§: 2(4R+r).

Este suficient sa aratam ca:
3(p*—3r*—6Rr)>2r-2(4R+r) < 3p* 234Rr +13r’, care rezulti din inegalitatea lui

Gerretsen p® >16Rr —5r” si inegalitatea lui Euler R > 2r .
Ramane sa demonstram ca:
3(16Rr —5r2) >34Rr +13r2 < R>2r.
3 3 3
125) In AABC :%+b—+c—28?p2asin BsinC.
C a

Marin Chirciu, Pitesti
Solutie.

. ) . . 3r
Vezi Lemasi Y asinBsinC = ?p
Este suficient sa aratam ca:

3( p2—3r2—6Rr)28?p-3£ < p?(9R—-8r)=27Rr(2R+r), care rezultd din inegalitatea

lui Gerretsen p? >16Rr —5r si inegalitatea lui Euler R > 2r .
Ramane sda demonstram ca:
(16Rr —5r*)(9R—8r) = 27Rr (2R +r) <> 9R* ~20Rr +4r° >0 < (R—-2r)(9R—2r)>0.
3 3 3
126)  In AABC :%+b—+c—z%p2acosscosc.
c a

Marin Chirciu, Pitesti
Solutie.

Vezi Lemasi ) acosBcosC = %

Este suficient sa aratam ca:
3( p’—-3r’ - 6Rr) > 8%’% < p*(9R-8r)=27Rr(2R +r), care rezulta din inegalitatea lui

Gerretsen p® >16Rr —5r” si inegalitatea lui Euler R > 2r .

Réamane sa demonstram ca:
(16Rr —5r*)(9R—8r) > 27Rr (2R +r) <> 9R*~20Rr+4r’ >0 < (R—2r)(9R—2r)>0.

43


http://www.mateinfo.ro/

REVISTA ELECTRONICA MATEINFO.RO ISSN 2065-6432 — SEPTEMBRIE 2020 RWANEWI0i{sR o)

a p® cé A
127 In AABC : —+—+—>6R —-a)tg—.
) b ¢ a Z(p )g 2

Marin Chirciu, Pitesti
Solutie.

Vezi Lemasi ) (p-a)tg 2 =3r.

Este suficient sa aratam ca:
3(p®—3r’—6Rr)=6R-3r <> p°>12Rr+3r’, care rezulté din incgalitatea lui

Gerretsen p> >16Rr —5r? si inegalitatea lui Euler R > 2r .
Ramane sa demonstram ca:
16Rr —5r> >12Rr +3r°> < R>2r.
a p oc 2, , A
128) In AABC .F+?+§212Z(p—a) tg >

Marin Chirciu, Pitesti
Solutie.

Vezi Lemasi) (p- a)ztg2 g =3r?.
Este suficient sa aratam ca:
3(p*-3r*—6Rr)>12-3r* < p”26Rr +15r’, care rezultd din inegalitatea lui

Gerretsen p® >16Rr —5r” si inegalitatea lui Euler R > 2r .

Ramane sa demonstram ca:
16Rr —5r? > 6Rr +15r? < R >2r.

3 3 3
129) In AABC :a_+b_+c_2@ asin?2 |
b ¢ a 3R 2
Marin Chirciu, Pitesti
Solutie.
. . ., A r
Vezi Lemasi ) asin 5=P 1_E :

Este suficient sa aratam ca:

3(p?-3r>—6Rr)> %- p(l—%j & p?(9R® ~16Rr +16r?) 2 27R’r (2R +T), care rezultd

din inegalitatea lui Gerretsen p® >16Rr —5r” si inegalitatea lui Euler R > 2r .
Ramane s demonstram ca:
(16Rr —5r%)(9R* ~16Rr +16r°) > 27R°r (2R +1) < 45R*~164R°r +168Rr’ —40r° >0

& (R-2r)(45R* - 74Rr +20r*) 2 0.

3 3 3
130) In AABC :a—+b—+c—28—p2acosZé
b ¢ a 9 2
Marin Chirciu, Pitesti
Solutie.
Vezi Lemasi ) acos’ g = p(l+%j < 37p

Este suficient sa aratam ca:
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3(p*-3r*—6Rr)> %p%p < 5p® >54Rr +27r?, care rezultd din inegalitatea lui

Gerretsen p> >16Rr —5r” si inegalitatea lui Euler R > 2r .
Ramane si demonstram ca:
5(16Rr —5r2) >B4Rr +27r% < R>2r.

'as 3 8 LA
131) In AABC : —+—+—2>4 hcsin’ —.
b ¢ a 2

Marin Chirciu, Pitesti
Solutie.

Vezi Lema §iZbcsin2§: r(4R+r).

Este suficient sa aratam ca:
3(p®—3r*—6Rr)24-r(4R+r) <> 3p” 234Rr +13r°, care rezult din inegalitatea lui

Gerretsen p> >16Rr —5r” si inegalitatea lui Euler R > 2r .
Ramane sa demonstram ca:
3(16Rr —5r2) >34Rr +13r2 < R>2r.
3 3 3
132) In AABC :a—+—+c—252bccoszé.
b ¢ a 3 2

Marin Chirciu, Pitesti
Solutie.

Vezi Lema giZbccoszgz pZ.

Este suficient sa aratam ca:

3( p®—3r? - 6Rr) > % p® < 5p® >54Rr +27r?, care rezulti din inegalitatea lui
Gerretsen p® >16Rr —5r” si inegalitatea lui EulerR > 2r .

Ramane sa demonstram ca:
5(16Rr—5r2) >B4Rr +27r2 < R>2r.

a® b® c®_16 ., A

133 In AABC : — + —+—>— —a)sin®=.

) b ¢ a 3Zp(p ) 2

Marin Chirciu, Pitesti
Solutie.

. . LA rp? _p°
Vezi Lema si —a)sin—==—< 1.
’Zp(p ) 2 2R 4

Este suficient sa aratam ca:
2
3(p*-3r*—6Rr) z%-% < 5p? 254Rr + 27r2, care rezultd din inegalitatea lui

Gerretsen p® >16Rr —5r” si inegalitatea lui Euler R > 2r .
Ramane sa demonstram ca:
5(16Rr —5r2) >54Rr +27r2 < R>2r.

3 3 3
134y inamsc:A P, 5% @
b ¢ a R

Marin Chirciu, Pitesti
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Solutie.

Vezi Lemasi ) a :4R(4R+r)'

cos? ? p

Este suficient sa aratim ca:

AR(4R+r
3( p®—3r? —6Rr) > r—:-(—) < 3p? > 34Rr +13r?, care rezultd din inegalitatea lui
p

Gerretsen p? >16Rr —5r? si inegalitatea lui Euler R > 2r .
Ramane sa demonstram ca:
3(16Rr —5r2) >34Rr +13r2 < R>2r.

3 3 3
135) nangc- 242, 0. Sy @
b ¢ a 3R 2A
Marin Chirciu, Pitesti
Solutie.
. : a 4Rp
Vezi Lemasi ) A~
SIN" —
Este suficient sd aratam ca:
3( p? —3r’ —6Rr) > %ﬂ & 5p” >54Rr +27r°, care rezulti din inegalitatea lui
r

Gerretsen p> >16Rr —5r” si inegalitatea lui Euler R > 2r .
Ramane si demonstram ca:
5(16Rr—5r2) >B4Rr +27r% < R>2r.

a® b ¢ B, C
136) In AABC.b+C+a22pZatgztg2.
Marin Chirciu, Pitesti

Solutie.
Vezi Lemasi ) atg Etg C_ 2r(4R+r) :

2 "2 p
Este suficient sa aratam ca:

2r(4R+r)

3( p® —3r? —6Rr) >2p- & 3p® = 34Rr +13r?, care rezulti din inegalitatea lui

Gerretsen p> >16Rr —5r” si inegalitatea lui Euler R > 2r .
Ramane sa demonstram ca:
3(16Rr —5r2) >34Rr +13r2 < R>2r.

a3 3 C3
137) In AABC : —+—+—2>3) IA%.
b ¢ a
Marin Chirciu, Pitesti
Solutie.
Vezi Lemasi ) IA? = p®+r?—8Rr.
Este suficient sa aratam ca:
a3 3 C3
138) In AABC :F+—+—232GAZ.
c a
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Marin Chirciu, Pitesti
Solutie.

Vezi Lemasi » GA = %( p*—r’—4Rr).
Este suficient sa aratam ca:

3(p*-3r*—6Rr) 23-2( p?—r’—4Rr) < p’ 210Rr +7r?, care rezultd din inegalitatea lui

Gerretsen p> >16Rr —5r? si inegalitatea lui Euler R > 2r .
Rémane s demonstrdm ca:
16Rr —5r> >10Rr +7r°> < R > 2r.
a poc 2 Q162
139) In AABC 'F+?+§Z?’Za +91G”.

Marin Chirciu, Pitesti
Solutie.

Vezi Lema, ) a’ =2(p*~r’-4Rr) silG*= %( p?+5r> —16Rr).
Este suficient sa aratam ca:
3(p*-3r*—6Rr)>3-2(p’-r’ —4Rr)+9-%( p*+5r° —16Rr) <> R > 2r ( Euler).

a® p ¢ b ¢
140) In AABC :—+—+-—2>6RrY | —+" |cOSA.
b ¢ a c b
Marin Chirciu, Pitesti

Solutie.
. : b ¢
Vezi Lemasi ) o cosA=3.
C

Este suficient sa aratam ca:
3(p®—3r’—6Rr)26Rr-3 <> p°>12Rr+3r’, care rezultd din incgalitatea lui

Gerretsen p® >16Rr —5r” si inegalitatea lui Euler R > 2r .

Ramane sa demonstram ca:
16Rr —5r2 >12Rr +3r°> < R>2r.
3 3 3
141) In AABC :a—+b—+c—z4—srz(9+5 Ctg A.
b ¢ a R c b
Marin Chirciu, Pitesti
Solutie.
) 2(2R=r)-r?(4R+r
Vezi Lema §i2(9+9)ctg A=P ( )-r( ) :
c b 2RS

Este suficient sa aratam ca:
20 p°(2R—r)—r?(4R+r
3(p2—3r2—6Rr)24r p. P )= )
2RS
& p?(3R®—4Rr+2r*) > r(18R°+9R’r —8Rr’ - 2r°), care rezultd din inegalitatea lui

Gerretsen p® >16Rr —5r” si inegalitatea lui Euler R > 2r .
Ramane sa demonstram ca:
(16Rr —5r*)(3R* —4Rr +2r*) > r (18R +9R’r —8Rr’* - 2r°) <

& 15R° —44R%r +30Rr* —4r° >0 < (R-2r)(15R* ~14Rr+2r*)>0.
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Remarca.
La fiecare din inegalitatile de mai sus egalitatea are loc daca si numai daca triunghiul este
echilateral.
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3. Greseli tipice in rezolvarea exercitiilor si a problemelor de
analiza matematica

Prof. Ungureanu Angelica-Mihaela
Liceul ,,Alexandru cel Bun”, Botosani

Tipul de greseli pe care-l prezentaim sub denumirea de ,greseli tipice”, are drept
principald sursa necunoasterea corecta a teoriei matematice. Consecintele imediate ale acestui
fapt conduc la interpretari, extinderi sau extrapoldri eronate ale unor operatii, teoreme sau
extinderi matematice.

Este necesar sa obisnuim elevii sa sesizeze propriile greselile, greselile altora si greselile
in general. Identificand si analizand greselile, elevul va preveni si va evita ulterior aparitia
aceleiasi erori sau a alteia.

In cele ce urmeaza, vom prezenta o suitd de exercitii, probleme si ,,demonstratii” din
analiza matematica punand accentul pe cele referitoare la punctele de extrem ale unei functii.
Prin intermediul acestora vom scoate in evidentd unele greseli de largd circulatie in
activitatea rezolvitorilor Tncepatori. Unele greseli, care nu par a fi ,,vizibile” la prima vedere,
isi fac adeseori aparitia si in activitatea elevilor experimentati.

I. Din neatentie, apar deseori greseli privind domeniul de definitie al functiilor.
1) Spre exemplu, pentru functia definita prin relatia f(x) = In(1 + sinx), se stabileste

gresit x € R.Evident, functia nu existi pentru x; = (—1)¥"! g + km, k € Z, deci
_ _qyk+1 T
Dy = R\ {(-D¥** 2+ kn,k € Z},

2) Uneori se adopta in mod gresit ca domeniu al unei functii date, domeniul altei functii,
obtinutd dupa efectuarea de ,,operetii” asupra functiei date.

.
Astfel, observam cd functia definita prin relatia f(x) = lni_iz are

Dy = (—o0, —3) U (—v2,v2) U (V3,+) si functia g(x) =In(2 —x?) —In(3 —x2) are
D, = (—V2,v2).

Acest procedeu gresit il intalnim sub pretextul simplificarii calculelor (spre exemplu, in
calculul derivatei unei functii), dar conduce la grave erori atunci cand este vorba de studiul

variatiei §i trasarea graficului unei functii.
I1. O variata sursa de greseli iese n evidenta la determinarea derivatei unei functii.

1) Nefolosirea regulilor de derivare conduce la greseli in rezultatele derivatelor generand
concluzii false.

r '
ﬂx]) _ I . Procedeul este aplicat in virtutea inertiei,

De exemplu, calculeaza gresit: (g{—x] = 50"
mai ales dupa parcurgerea regulilor lui I’Hospital.

2) O greseala frecvent intdlnitd constd in omiterea modulului la scoaterea de sub
radicalul de ordin par, ceea ce conduce la o determinare eronata a derivatei, deci, implici, si a
punctelor de extrem ale functiei.

Spre exemplu, afirmatia (arcsinliz) = 1+2? (¥)x € R este gresitd. Calculul corect al

derivatei functiei este:
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(arcsin 2x )' - 1 ( 2x )' 2(1-2%)
1422 [ a2 147 (1+x2)1-x2]
| (1+x2]2

\
x€e(—1,1)

2
1+x2’

Tl x E (—00,—1) U (1. +OO)I

derivabilitatea functiei in punctele 1 si —1 urmand sa fie studiata separat.

De fapt, constatiim ci s-a comis inci o greseali: la simplificarea cu factorul 1 — x2, s-a
omis sa se excluda din domeniul de existenta al derivatei punctele 1 si —1.

3) Greseli apar si la calcularea derivatei unei functii intr-un punct. Adeseori se confunda

I -
F'(xo) cu (f(xq)), ceea ce este fals deoarece primul numdr reprezinta derivata functiei f

r
calculatd in x, iar al doilea reprezinti derivata functiei constante f(xo) si (f(xp)) = 0.
I11. In mod eronat, se cautd punctele de extrem ale unei functii f Tn Df:.Tn realitate, un

punct x, € D poate fi punct de extrem fara ca functia sa fie derivabila in acel punct.
-x,x=0

— _arederivata

Spre exemplu, functia f: R - R, f(x) = {xze‘x >0

, -1, x<0
f1ea = {(—xz +2x)e”™, x>0
f(0) =—-1,f/(x) =0, (¥)x € (0, 2), deci x, = 0 este punct de minim local. Functia are un
maxim local Th x; =2 si f'(2) = 0 (functia este derivabila in x, = 2 interior intervalului
(0, +0)).

Pentru aflarea punctelor de extrem in care f nu este derivabila (dar are derivate laterale
finite nenule sau infinite) se studiaza semnele derivatelor laterale.
IV. Alté sursa de greseli apare pe fondul identificarii mul{imii punctelor critice cu mul{imea

punctelor de extrem (in cazul functiilor derivabile).

1) Se poate intdmpla ca intr-un punct derivata sa se anuleze fara ca punctul respectiv sa
fie punct de extrem. Tntr-adevar, daci se considerd functia f:R — R, f(x) = x? , derivabila
pe R,cu f'(x) = 3x2, (¥)x € R, se observi ci f'(0) = 0 dar punctul x, = 0 nu este punct
de extrem al functiei.

In puctul x, =0 functia nu este derivabild, dar

Deci, daca f este derivabila, anularea derivatei este conditie necesard pentru existenta
extremului, nu insa si suficientd. Anularea derivatei in punctul x, si schimbarea simpla de
semn a derivatei in acest punct (trecerea de la valori numai pozitive la altele numai negative
sau invers) este conditie suficienta de extrem.

Schimbarea simpla de semn a derivatei intr-un punct nu este insa si necesara. Intr-adevir,

4 o1
functia f:R >R, f(x)= {x (2 —l—smx), x#0
0, x=0
2 T P
derivata £'(x) = {x [4x (2 + Slnx) Cosx]' x#0
0, x=10

in fiecare vecinatate a originii (in fiecare interval de forma (a,0)sau (0, b)functia nu este
monotona).
2) Se poate intampla ca o functie sa fie derivabila pe un interval [a, b] si derivata nu se

anuleaza in nici un punct din acest interval. Tn acest caz, a si b sunt punctele de extrem ale
functiei (consecinta a faptului ca f' are proprietatea lui Darboux).

V. In mod gresit, se considerd ci in cazul unui punct de extrem, existd o vecinatate in care
f sa fie descrescatoare la stdnga si crescatoare la dreapta punctului (sau invers).

are in xo, = 0 un minim absolut, insa

ia atat valori pozitive cat si negative
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2 — x? (2 -I—sin%), x+0
2, x=10
maxim local egal cu 2, insd, oricare ar fi intervalul (0,¢), existi mn € N, cu
1 ) . .
Xn = o € (0,) $1 Y —_€(0,¢) in care derivata
X — ?.xsini + cosi. x =0
X X

m = Zm+Dn
—4
100 =f) = {
0, x=0

Derivata f' fiind continua insa pe (0, £), eXista vecinatati ale punctelor x,, si v, pe care
ea este pozitiva, respectiv negativd. Deci f' nu pastreazd semn constant pe (0,¢) si in
consecintd f nu este monotona pe (0, £).

Deci conditia ca f continua in x, si existd o vecinatate V a lui x, 1n care f sa fie
descrescdtoare la stdnga lui x, si crescatoare la dreapta lui x, (sau invers) este conditie
suficienta de extrem, nu insa si necesara.

VI. Greseli apar si in interpretarea rolului derivatei a doua in caracterizarea punctelor de
extrem.
Conditia f""(x,) > 0 (respectiv f"'(x,) < 0) pentru un punct critic este suficienta, dar nu
si necesara pentru ca x, sa fie punct de minim (respectiv maxim) local.
Tntr-adevir, punctul x, = 0 este punct de minim global (deci si local) pentru functia
f:R—=R, f(x)=x*dar f"(x) = 12x2, deci f"(0) = 0.
Pentru a decide, in cazul functiilor derivabile, care din punctele critice sunt puncte de
extrem, putem recurge la derivatele de ordin superior.
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Intr-adevar, functia f:R — R, f(x) :{ are in xo =0 un

ia valori de semen contrare.
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