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1. Matematica este incompleta.
Matematica este inconsistenta.
Matematica este indecidabila.

Neculai Stanciu, Buziau

Tn 1999, revista Times a nominalizat personajele cele mai importante din secolul XX.
,,Omul secolului’> — Albert Einstein, ,,Matematicianul secolului’> — Kurt Gddel,
,,Informaticianul secolului’’ — Alan Turing, ,,Filosoful secolului’’ — Ludwig Wittgenstein, iar
,»Sportivul secolului’” — Muhammad Ali.

Primul care a organizat sistematic rezultatele obtinute de marii geometri ai Antichitatii, a
fost Hipocrate din Chios, pe la 450 i.e.n. Opera sa, se crede ca ar fi fost o versiune
preliminara a primelor patru carti ale Elementelor lui Euclid, aparute pe la 300 i.e.n.

Rationamentul matematicienilor greci pleca de la un numar mic de concepte primitive
nedefinite si de la un mic numar de propozitii primitive nedemonstrate, numite postulate, iar
cu acestea se demonstrau propozitii din ce in ce mai complexe. In lucrarea lui Euclid existau
23 de definitii', 5 postulate? si 465 de teoreme. Timp de doud mii de ani, opera lui Euclid a
fos un punct de referintd in matematica, dar cu trecerea anilor au iesit la iveald si puncte
slabe. Era deci necesara rescrierea Elementelor.

Cel care s-a ridicat la inaltimea lui Euclid a fost David Hilbert, care a publicat in 1899,
Fundamentele geometriei - o capodopera moderna. Constructia fundamentelor se baza pe 6
concepte primitive® si pe 21 de axiome. Unele dintre axiomele lui Hilbert sunt rescrieri ale
postulatelor lui Euclid. De exemplu, Hilbert ia ca axioma cazul L.U.L de congruentd a doua
tiunghiuri, care, in Elemente apare demonstrat prin suprapunerea celor doua triunghiuri. Alte
axiome sunt noi, de exemplu cea de continuitate?, in lipsa cireia nu se poate demonstra ci
douad drepte perpendiculare se intersecteaza intr-un punct. Fundamentele geometriei lui
Hilbert nu au adus o schimbare de fond, ci numai una de forma®. Schimbarea oferitd de
Hilbert a fost insa examinarea sistemului de axiome. El a demonstrat ca cele 21 de axiome
erau independente®, complete’ si decidabile®. Hilbert dorea fundamentarea matematicii cu un
sistem care satisfice trei cerinte de baza: consistenta, completitudine si decidabilitate.
Consistenta inseamna ca nu se vor gasi in sistem contradictii. Completitudinea inseamna ca,
daca un enunt e adevarat, atunci trebuie sa existe si un mod de a-I demonstra urmand regulile
sistemului. Decidabilitatea inseamna ca existd o metoda care, aplicatd oricarui enunt
matematic ne permite sa decidem daca enuntul e demonstrabil sau nu. Pentru a demonstra
independenta axiomei paralelelor, a fost necesara producerea unui model de geometrie in care
sunt satisfacute toate axiomele cu exceptia axiomei paralelelor. Prin introducerea axiomei de
continuitate, Hilbert a dedus ca propriile axiome erau complete si in plus categorice (admit
un model unic), adica nu putea exista nicio propozifie geometrica nedecisa de axiome.

! De exemplu Euclid incerca si defineasci si termeni precum punct (ceea ce nu are pirti), dreapti (lungime
lipsita de latime) si plan (lungime si latime fara inaltime).

2 Primul postulat: Prin doui puncte trece o dreaptd si numai una; Al cincilea postulat: Printr-un punct exterior
unei drepte trece o paralela la acea dreaptd i numai una.

3 ,Punctul”’, ,,dreapta’’, ,,planul”’, ,.a fi intre’’, ,,a fi pe’’, ,,a fi congruent cu’’.

4 Afirma cd dreptele nu au gauri.

5> Fundamentele geometriei nu au invalidat nicio teoremi din Elemente, ci s-au mirginit sd dea demonstrafii mai
precise si mai complete, bazate pe concept primitive noi i pe axiome noi.

8 Nicio axioma nu putea fi demonstrata folosindu-le pe celelalte.

" Axiomele sistemului sunt suficiente.

8 Toate axiomele laolaltd puteau decide orice propozitie geometrici.
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In 1900, la Congresul International de Matematici de la Paris, Hilbert a ficut o lista cu 23
de probleme deschise pe care le considera cele mai semnificative si stimulatoare pentru
matematica.

In 1928, la Congresul International de Matematicd de la Bologna din 3-10 septembrie,
Hilbert a propus o listd de patru probleme®: demonstrarea consistentei analizei si micar a
unei parti din teoria multimilor, completitudinea analizei®® si completitudinea logicii. Hilbert
spera sd ajungd la completitudinea analizei pe aceeasi cale pe care o urmase pentru
geometrie: demonstrand cd sistemul de axiome al numerelor este categoric, in sensul ca
admite ca unic model pe acela al numerelor reale. Dupa cum vom vedea primele trei
probleme au primit o solutie negativa si doar a patra a primit o solutie pozitiva. Problema
completitudinii logicii a fost pusa din nou intr-o carte — Principiile logicii matematice -
publicati de Hilbert impreund cu un fost student al sdau Wilhelm Ackermann in 1928. Tn
aceasta carte, Hilbert enunta si problema deciziei, care nu figura intre cele patru propuse n
conferinta de la Bologna.

Regulile generice care trebuiesc respectate de un sistem formal au fost cercetate pentru
prima datd de Aristotel'! (350 7.e.n) in seria sa de sase cirti care au primit titlul colectiv
Organon (Instrumentul). Tn jurul anului 250 T.e.n. Crisippus si scoala stoici nu s-au
concentrat pe cuantificatorii care guverneazi relatiile dintre predicate!? , ci pe conectorii care
leagi intre ele propozitiile’®; au descoperit astfel regulile logice care determini adevirul sau
falsitatea, anticipand abordarea semantica a logicii propozitionale data de Wittgenstein in
Tractatus cu doudi mii de ani mai tarziu. Abordarea sintactici a fost dati de Frege!* in
Ideografie!® (1879). Calculul propozitional a fost rezolvat de citre Whitehead si Russell*® in
Principia Mathematica (1910).

Tn 1929, Kurt Gédel demonstreaza completitudinea logicii Tn teza sa de doctorat - Asupra
completitudinii calculului logicii, aprobatia de Hahn si de Furtwéngler in 6 iulie 1929. Tn
1930, Kurt Gddel publica articolul Completitudinea axiomelor calculului functional al logicii
— titlu care anunta limpede solutia pozitiva a problemei completitudinii logicii. Odata
incheiata teza, in vara lui 1929, GOdel s-a decis sa atace pe cea mai grea dintre cele patru
probleme puse de Hilbert si Ackermann in 1928 si anume celebra ,,problema a doua a lui
Hilbert’’, enuntata inca de la Paris, in 1900.

Godel, in 1930, in 7 septembrie, la Congresul de Epistemologia Stiintelor Exacte de la
Konigsberg, a facut anuntul despre demonstrarea incompletitudinii matematicii. Apoi, n 23
octombrie 1930, la Academia de Stiinte din Viena este anuntata si rezolvarea consistentei
matematicii. Prima teorema de incmpletitudine era despre existenta propozitiilor indecidabile
din sistemele formale. Asadar, logicistilor de tip Frege si Russell, care-i provocau pe cei ce
nu admiteau egalitatea dintre logicad si matematica sa indice punctul unde se termina logica si
incepe matematica, rezultatele lui Kurt Godel le-au indicat exact acest punct: logica se
termind cu teoria predicatelor, care e completd, iar matematica incepe cu aritmetica, care e
incompleta. A doua teorema de incompletitudine — imposibilitatea demonstrarii consistentei
— spune ca: un sistem consistent nu-si poate demonstra propria consistenta. Deci, cele patru

® Doud din cele patru probleme erau si in lista celor 23 de probleme prezentate in 1900.

10 Enuntata si la Congresul de la Paris.

12 toti’’, ,,unul dintre”’, ,,nici unul”’

1B nu, i, ,,sau’, . deci’.

1% Frege e considerat parintele logicii moderne.

15 Aici apare primul sistem formal pentru logica predicatelor.

16 Au construit logica si matematica pornind de la axiome si deducind din ele teoremele logicii si ale
matematicii.
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probleme propuse de Hilbert in 1928 la Bologna au fost rezolvate de Kurt Godel. Dupa Von
Neumann, rezultatele lui Godel exprimau sfarsitul programului lui Hilbert’.

Mai ramanea de demonstrat problema decidabilitatii logicii. SOlutia a fost datd de Alan
Turing si Alonzo Church in 19362,

Teorema. Nici un sistem matematic nu poate fi in acelasi timp consistent si complet.

Demonstratie. Kurt Gddel a folosit urmatoarea

Teoremi®: | Acest enunt nu poate fi demonstrat’’.

Daca enuntul poate fi demonstrat, atunci este fals — contradictic ! Deci sistemul este
inconsistent !

Daca enuntul nu poate fi demonstrat, atunci este adevarat, dar - nu poate fi demonstrat, Deci
sistemul este incomplet !

Matematica e ori inconsistenta, ori incompleta, Q.E.D.

La data de 17 iunie 1952, Universitatea Harvard acorda o Diploma Ad Honorem lui Kurt
Godel, care a descoperit cel mai semnificativ adevar matematic al secolului: de neinteles
pentru profan?, revolutionar pentru filosof?! si logician®?. Tn 22 iulie 1952, intr-o scrisoare
pentru mama sa, Godel Ti explica ca aceasta diploma este o ,,minunatd motivatie’’, dar nu
trebuie sa traga concluzia ca el ar fi ,,matematicianul secolului’’.

Bibliografie

1. P. Odifreddi - Dumnezeul logicii. Viata geniald a lui Kurt Gédel, matematicianul
filosofiei, Editura Polirom, 2020.

17 Hilbert s-a Tmpicat cu teoremele de incompletitudine pe care le-a tratat minutios Impreuna cu Bernays n
,,arundlagen der Mathematik’’ (1934, 1939).

18 Calea de urmat a fost indicati cu mult inainte (1920) de Emil Post

19 Aceastdl teoremai este cu adevirat o teorema tare, tare frumoasi. Cred ci aceasti teoremd a lui GOdel este cea
mai frumoasa dintre toate cele pe care le stiu’’ Alan Turing

20 Mari experti in matematici au avut dificultiti cu intelegerea teoremelor lui Godel. Argumentele diletantilor
incompetenti adresate unei mase de alti diletanti la fel de incompetenti au atras si atentia mass-media.

2 Filosoful John Lucas in articolul ,,Minds, Machines and Gédel’* (1959) si in cartea ,,The Freedom of the
Will”” (1970) promoveaza idea ca noi suntem capabili sa recunoagtem, pentru orice system formal consistent, o
propozitie adevarata pe care sistemul nu o poate recunoaste ca atare. Adicd, mintea umana e superioara oricarui
system formal, ea Insasi nefiind formalizabila. Hilary Putnam in ,,Minds and Machines’’ (1960), a demonstrat
ca argumentul lui Lucas contine o eroare grosolana. Comentariile cele mai jenante referitoare la teoremele lui
Gddel au fost facute de filosoful secolului Wittgenstein.

22 Bertrand Russell s-a pronuntat putin si confuz in legituri cu teoremele de incompletidudine vorbind despre
ele ca despre niste ,,paradoxuri’’.
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2. Mathematical Olympiads
Decembrie 2020

Art 1933
Marin Chirciu®

Articolul dezvolta inegalitati in triunghi in legatura cu centrul cercului inscris | -
incenter AABC, avand ca problema de pornire o inegalitate din Mathematical Olympiads,
12/2020. Se stabilesc relatii intre F,,F, , F ariile AIBC,AICA,AIAB.
1) Let F,,F , F. ariile AIBC,AICA,AIAB, | -incenter AABC . Prove that
1,1,1.16
F2 R’ F? R
Elton P, Mathematical Olympiads, 12/2020
Solutie.
Demonstram
Lema.
2) Let F,,F,,F_ ariile AIBC,AICA,AIAB, | -incenter AABC . Prove that
1 1 1 4 1
—+t=+===) —.
Fa2 Fb2 FCZ r2 Z a2

Folosind F, =A  [IBC]= %ob‘ginem:

1 1 4 4 1
ZF_azzz(a_rjz =z r2a2 =r_22¥
2

Sa trecem la rezolvarea problemei din enunt.
Folosind Lema obtinem:

2
Bergstrom ]_ Leibniz Euler
I DO S0 B S RE R )
F2 r’“~a r’ >a r> 9R* R R
Egalitatea are loc daca si numai daca triunghiul este echilateral.

Remarca.
Sa determinam o inegalitate de sens contrar.
3) Let F,,F,,F ariile AIBC,AICA AIAB, I -incenter AABC. Prove that
1,1, 1
FaZ FbZ FC2 - r4 )
Marin Chirciu
Solutie.
Folosind Lema obtinem:

1 4194 1
EZZ;Z;ZgSF'pZ—ﬁMS’
1 1 . e .
unde (1) < 2—2 < P ,(vezi substitutiile lui Ravi).
a r

Egalitatea are loc dacd si numai daca triunghiul este echilateral.

23 Profesor, Colegiul National ,, Zinca Golescu”, Pitesti

6
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Remarca.
Se poate scrie dubla inegalitate:
4) Let F,,F,, F_ ariile AIBC,AICA AIAB, | -incenter AABC . Prove that

4<1 1+1<1

R2r2 - FaZ + Fb2 FCZ - r4 '
Marin Chirciu
Solutie.
Demonstram
Lema.
5) Let F,,F,,F ariile AIBC,AICA, AIAB, I -incenter AABC. Prove that

1 1 1 4 1
R Tl
a b c

Folosind F, =A [IBC]= %ob‘ginem:

zéz(aijz PIECEED s
2

r‘a? r2“a
Sa trecem la rezolvarea problemei din enunt.
Inegalitatea din dreapta.
Folosind Lema obtinem:

1 4104 1 1
E=Z?:—zz—z$—'p:—4:'\/‘5’

r a r r
1 1 : et 1 :
unde (1) & Z? < v ,(Leuenberger),vezi substitutiile lui Ravi.

Egalitatea are loc daca si numai daca triunghiul este echilateral.
Inegalitatea din stanga.
Folosind Lema obtinem:

2
1 4 1 Bergstrom 4 ]_ Leibniz 4 9 4
iyt F%a)z * o Tre M

r
Egalitatea are loc dacd si numai daca triunghiul este echilateral.
Remarca.

In aceeasi clasi de probleme.
6) Let F,,F ,F ariile AIBC,AICA,AIAB, | -incenter AABC . Prove that
2
i.igi+i+igi(£) |
Frt F° F F Flar
Marin Chirciu
Solutie.
Demonstram
Lema.
7) Let F,,F,, F ariile AIBC,AICA AIAB, I -incenter AABC . Prove that

1 1 1 8 1
FRTE LT
b c

a

Folosind F, =A  [IBC]= %obginem:
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1 1 8 8 1
Z;ZZ a1V =z a3 =FZ¥
)
Sa trecem la rezolvarea problemei din enunt.
Inegalitatea din dreapta.

Folosind Lema obtinem:
O 2 2
c-3p i (A -2(A )
r a r 2p 4r? F\2r

2
unde (1) Z— < —(ij , care rezulta din:

7 2plar?
1 p°+p*(3r —12Rr)+3p2r“+r3(4R+r)3 Gerretsen 3 ( R jz
< 2| =
3 64R3r3p3 2p 4r2

Egalitatea are loc daca si numai daca triunghiul este echilateral.
Inegalitatea din stanga.
Folosind Lema obtinem:

8 1 Bergstrom 8 1 8 9 @8 9 3 31
STl C %) Y
pr pr Fr
unde (2) < Za _2p( —3r? —6Rr)Ger§S€n2p(16Rr—5r2—3r2—6Rr)=

:4pr(5R—4r) 2 4pr-6r =24pr?.
Egalitatea are loc daca si numai daca triunghiul este echilateral.
8) Let F,,F,,F, ariile AIBC,AICA AIAB, I -incenter AABC. Prove that

9_1 1 1_2p

D Sl T T

F F, F F  3Rr*’
Marin Chirciu
Solutie.
Demonstram
Lema.
9) Let F,,F,,F_ ariile AIBC,AICA,AIAB, | -incenter AABC . Prove that
1
FE R Fc rza'

a b

Folosind F, =A  [IBC]= TObtmem

Zl_z 1 _22_221
F, ~ar “~ra r~a
2
Sa trecem la rezolvarea problemei din enunt.

Inegalitatea din dreapta.
Folosind Lema obtinem:

1 <1) 2 p_2p 1 _ p o 1
E= = Md , unde (1)< » —<——, care rezulta din:
Z r 3Rr 3Rr? @) Za 3Rr
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Zl_ p2+r2+4Rr Gerztsev p
a

4Rrp ~ 3Rr’
Egalitatea are loc daca si numai daca triunghiul este echilateral.
Inegalitatea din stanga.
Folosind Lema obtinem:

2
218w (3°1)° 2 9 2 9 9 9
r<a r a r >a r2p pr F
Egalitatea are loc daca si numai daca triunghiul este echilateral.
10) Let F,,F,, F, ariile AIBC,AICA,AIAB, I -incenter AABC . Prove that

4 1 1 1 1
< + +

< <—.
R?r? F,F, RF. FF ré
Marin Chirciu
Solutie.
Demonstram
Lema.
Let F,,F,, F. ariile AIBC,AICA, AIAB, 1 -incenter AABC. Prove that
1 1 1 2
+ + =—.
F.F, RF. FF, Rr
Folosind F, =A [IBC] = %ob‘ginem:
1 1 4 4 1 4 1 2 1 1
= = =— Y —=—.—=—— adevaratadin ) —=——.
ZFbFc ZbrCF Zrzbc rzzbc r> 2Rr Rré Zbc 2Rr

2 2
Sa trecem la rezolvarea problemei din enunt.
Inegalitatea din dreapta.

Euler 1
S =
r

Egalitatea are loc daca si numai daca triunghiul este echilateral.
Inegalitatea din stanga.

Folosind Lema obtinem: E = % =Md.
r

Euler
Folosind Lema obtinem: E :i3 > f >=Ms.
Rr Rr
Egalitatea are loc daca si numai daca triunghiul este echilateral.
11) Let F,,F,, F, ariile AIBC,AICA,AIAB, I -incenter AABC . Prove that

1(2}8 1 1 1 1(1)8
e + + <zl =1.
3\R) " F2F? F2F2 FPF2 3lr

a

Marin Chirciu
Solutie.
Demonstram
Lema.
12) Let F,, R ,F_ ariile AIBC,AICA AIAB, | -incenter AABC . Prove that
1 1 1 16 1
FaZFbZ + Fb?_ FCZ + FCZFaZ r4 zbZCZ '

Folosind F, =A  [IBC]= %Ob‘ginem:
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1 1 16 16 1
Z F’F? _Z b2 .2 .Cz.rz _Z r'b2c2 __ZW

r4

4 4
Sa trecem la rezolvarea problemei din enunt.
Inegalitatea din dreapta.
Folosind Lema obtinem:

16 1 W16 9 g Mirinvic g 1 1/1)
E="—" <—0 = < =—==|=| =Md,
r* =~b** r* 16p°r* p°r® 27r%.r®  3r® 3[rj
a2 Leibniz 2
unde (1) < >’ 1 _2 g" R J

b2c? - a?bc? ~ (4Rrp)2 _16p2r2 .
Egalitatea are loc dacd si numai daca triunghiul este echilateral.
Inegalitatea din stanga.

bc? ~ r* 3R* © (R)4'3R4_3R8_3

Folosind Lema obtinem: E =— -

r4

(2) uler 8
162 1 >16 1 E>' 16 1 _256_1(2}

2
1 _ Zaz Nelierg 36r2 B 36r2 B 9 Mitrinovic 0 B 1
2.2 7 A2Rk2.2 T 2 2.2.2 2.2 = 2 4"
b°c® a‘bc (4Rrp)” 16R°r"p” 4R°p 4R2~274R 3R

unde (2) < >

Egalitatea are loc daca si numai daca triunghiul este echilateral.
13) Let F,,F,, F. ariile AIBC,AICA,AIAB, I -incenter AABC . Prove that

1(2}12 1 1 1 1(1)12(2R j
Sl = < + + <—|=| | =—-1].
9| R PR FF PR 27\r r

a

Marin Chirciu
Solutie.
Demonstram
Lema.
14) Let F,,F, ,F_ ariile AIBC,AICA,AIAB, | -incenter AABC . Prove that

L, 1 1 6y 1
Fa3 Fb3 Fb3 FC?: FC3 FaS r6 b3C3 '

Folosind F, =<A  [IBC]= %ob‘ginem:
1 1 64 64 1
ZFSF?’ :z b .1 :Z robice :r_eZb3C3 :
b c .
8 8

Sa trecem la rezolvarea problemei din enunt.
Inegalitatea din dreapta.
Folosind Lema obtinem:

64 1 W64 2R-r 4(2R—r) Mitrinovic 4(2R—r) Euler 4(2R—r)
= <—. = < < =
r* ~b’c® r® 16R’r’p> Rr’p? R?r?.27r% ~ 4r%.r°.27r°

G (-
272 27\ r r ’

@ - - -
unde (1) & 3 1 _ 2@ @4pR(2R—r) 4pR(2R-r)  2R-r

b’ abe (4Rrp)3 64Rr*p®  16Rr*p?’
10
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Gerretsen

unde (2) > a’=2p(p*—-3r°—6Rr) < 2p(4R’+4Rr+3r’—3r°—6Rr)=4pR(2R-r).

Egalitatea are loc daca si numai daca triunghiul este echilateral.

Inegalitatea din stdnga.

(2) Euler 12 12

Folosind Lema obtinem: E:G—Z1r 313 26—?- 16 > 646- 16 = 2 = :l(gj =Ms.

r bc r’ 9R (Rj 9R” O9R 9\ R

2
a3 3) 2 2 Euler
unde(2)c>z3l3=§33224pr3= 243p23: 332-.2- 3 2:16'
b°’c® a’b’c (4Rrp)” 64R°r"p®  8R’rp M'tr'nov'68R3‘B.27R 9R
2 4

Gerretsen

unde (3) > a’=2p(p*-3r’~6Rr) > 2p(16Rr—5r’—3r’—6Rr)=

Euler
=4pr(5R—4r) = 4pr-6r=24pr’.

Egalitatea are loc daca si numai daca triunghiul este echilateral.
15)Let F,,F, , F. ariile AIBC,AICA,AIAB, | -incenter AABC . Prove that
ISR S |
2F F,+F, FR+F F+F 2r

Marin Chirciu
Solutie.
Demonstram
Lema.
16) Let F,,F, , F. ariile AIBC,AICA,AIAB, I -incenter AABC . Prove that

1 1 1 2 1
+ + =—) —.
F,.+F, FK+F F+F, r“~b+c

Folosind F, =A  [IBC]= Tobtmem

L T et T obs

b+c b+c’

2 2
Sa trecem la rezolvarea problemei din enunt.
Inegalitatea din dreapta.
Folosind Lema obtinem:

2 1 AM GM2
" TrZbic © 2J_ ZJ_ e 2 iR VA
\/_ e 3 «/_

rarz  2r’

Egahtatea are loc daca si numai daca triunghiul este echilateral.
Inegalitatea din stanga.
Folosind Lema obtinem:
Cs
2y 1g2 0 2.8 2.8 8 o
b+c r Y (b+c) r 2da r 2:2p 2pr 2F
Egalitatea are loc daca si numai daca triunghiul este echilateral.
17) Let F,,F,, F, ariile AIBC,AICA,AIAB, | -incenter AABC . Prove that

11
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4 1 1 1 1
B4 < 7T 7T 2 < 4"
R" (F,+FR) (R+F) (FR+F) 4r
Marin Chirciu
Solutie.
Demonstram
Lema.

18) Let F,,F,, F.ariile AIBC,AICA AlAB, 1 -incenter AABC . Prove that

1,1 :_Z
(F,+F) (R +F) (F +F,) (b+c)’

Folosind F, =A [IBC]= %ob‘ginem:

y_l v 1 5 4 A5 1

) . 2 r 2
(FR,+F,) b-r cr r*(b+c) (b+c)
2 2
Sa trecem la rezolvarea problemei din enunt.
Inegalitatea din dreapta.
Folosind Lema obtinem:
AM GM 4 1 Euler 1 Md
< < —
r? Z b+c 4bc % Z r2 2Rr 2Rr°  4r°

Egalitatea are loc daca si numai daca triunghiul este echilateral.
Inegalitatea din stanga.
Folosind Lema obtinem:

CS (2) Euler
E_ Z _iz 1 >4 9 Ziz 9 1 1 4
r

PR 7 =577 2 7 =—7=Ms
(b+c) r Z(b+c) r- 36R Rer RZ-R— R
4

b+c

> (b+c) =2y a*+2) bec=4(p*—r —4Rr)+2(p?+r®+4Rr)=
Gerretsen

=2(3p’-r’-4Rr) < 2(3(4R2 +4Rr+3r%)-r? —4Rr) =2(12R? +8Rr +8r’) =

Euler
=8(3R2+2Rr+2r2) < 8. 9%—36R2

Egalitatea are loc daca si numai daca triunghiul este echilateral.

19) Let F,,F, , F, ariile AIBC,AICA,AIAB, | -incenter AABC . Prove that
i < 1 + ! + L < ! .
R* F’+F’ F’+F’ F’+F> 2r'

Marin Chirciu
Solutie.
Demonstram
Lema.
20) Let F,,F,,F, ariile AIBC,AICA, AIAB, I -incenter AABC . Prove that

CHNNUNE SN TS
F2+F2 FR’+F2 F2+F2 r’“~p’+c®’

Folosind F, =A  [IBC]= TObtmem

12
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1
b?+c

ctor 2

_+_
4 4
Sa trecem la rezolvarea problemei din enunt.
Inegalitatea din dreapta.

1) Euler
Folosind Lema obtinem: E =i22 - 1 siz 1 _ 13 < 14 - Md,
r b’+c®> r? 4Rr Rr 2r

1 1
unde (1) < = :
@ Zb2+c Z2bc 4Rr
Egalitatea are loc dacd si numai daca triunghiul este echilateral.
Inegalitatea din stanga.

Folosind Lema obtinem: E = izz
r

1 1 4 4
zsz_FFcz_sz.rz 2 z_zrz(bz+cz)_r_zz

1 (2)
> . =
b?+c? r? 2R? (RJZ 2R? R*

uler
iz 1 E> 4 1 8

2
unde (2) rezulta din:

AM GM (3) 3
Z 2 \/ 2 > =——, unde (3) rezulta din:
b? +¢? b +c’ / b2+c 6R 2R
(2 +07) < 2 a3+b2) - Z%a Legmzz'sz ~6R?.

Egalitatea are loc daca si numai daca triunghiul este echilateral.
Remarca.
In aceeasi clasi de probleme.
21) Let F,,F,,F_ ariile AIBC,AICA, AIAB, I -incenter AABC . Prove that

36 1 1 1 1 3 1
=. < + + <—.—.
F R°(2R-r) F +FR’ R’+F’ F+F' 2F r'
Marin Chirciu
Solutie.
Demonstram
Lema.

22) Let F,,F,,F, ariile AIBC,AICA AIAB, | -incenterAABC. Prove that

11 8y 1
F+F F'+ F3 F2+ F3 e b3
Folosind F, =A  [IBC]= %ob‘ginem:

1 1 8 8 1
Z Fb3+Fc3 _z b®.rd +C3_r3 _Z r3(b3+c3) _FZbS_'_Cg .
8 8
Sa trecem la rezolvarea problemei din enunt.
Inegalitatea din dreapta.
1)
Folosind Lema obtinem: E:%Z 31 S% 3 3 : =i-i4=Md,
r b 16 pr? 2 pr- 2F r

AM GM 1 aa 1 cBS

unde (1) < < = = ava <
2wy b® + 2 2bc/be 2 2abc/abc  2abc+/abe 2

13
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CBS Leibniz 2 3R 3 Euler
T2 4Rrp\/4Rrp 28722 = 8Rrp\/ﬁ PFRE-2p " 8Rrpy/2Rr  8rpv2Rr =
Eff 3 _ 3 _ 3
" grpVar? 8rp-2r 16pr?’
Egalitatea are loc daca si numai daca triunghiul este echilateral.

Inegalitatea din stdnga.
Folosind Lema obtinem:

Z: 1 (”8 9 _ 9 B 1 9 _
P e '8pR(2R-r) pr'R(2R-r) ~ (R)? prR(2R-r)
2
36 1
F R°(2R-1)’

unde (2) rezulta din:

unde (3)

Z 1 AM;GM33H 1 3 (i) 3 B 9
b+c?  NEID' ol (07+c®) BPR(ZR-r) 8pR(2R-1)’
| RN

rezulta din:

, H(b3 +C3) AM;;M Z(b3 +c3) _ 22a3 Lei;niz 2.4pR(2R—I’) _ 8pR(2R—r) .
3 3 3 3

Gerretsen

unde (2) > a’=2p(p’—3r*—6Rr) < 2p(4R°+4Rr+3r’—3r’—6Rr)=4pR(2R-r).

Egalitatea are loc dacd si numai daca triunghiul este echilateral.
23) Let F,,F,,F_ ariile AIBC,AICA,AIAB, | -incenter AABC . Prove that

1(2)8 1 1 1 1(1)8
= < + + <=l =1.
6\R) F'+F' R'+F' F'+F' 6\r

Marin Chirciu
Solutie.
Demonstram
Lema.
24) Let F,,F,,F, ariile AIBC,AICA, AIAB, | -incenter AABC. Prove that

1 1 1 16 1
=T

+ + =) —.
F'+F' R'+F' FE'+F' r"<p'+c
Folosind F, =A  [IBC]= TObtmem
1 1 16 16 1
ZFb4+F04 _Z b4-r4+c4~r4 _Zr4(b4+c4)_sz4+c4 .
16 16
Sa trecem la rezolvarea problemei din enunt.
Inegalitatea din dreapta.
Folosind Lema obtinem:
1) Mitrinovic 8
L VNE U L N N S R S )
b*+c* r4 32p’r?  2p°r® 2:27r%-r® 6r® 6\r

AM GMZ 1 _ Z 2Le|bn|z OR? _ 9
B 2b%c?  2a b2 2 ~ 2.16R%*p?r?  32pir?’

14
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Egalitatea are loc dacd si numai daca triunghiul este echilateral.
Inegalitatea din stanga.

Folosind Lema obtinem:

16 1 @16 27r 4 27 Euler 4 27
E:Fz > — =" > * =

- 2 2 = 3 2
b*+c ' 4R(4R+r1) 1P R(4R+) (Rj R3(4R+Rj

_%_1@8
3R® 6\R)’

unde (2) rezulta din:

27r

s 1 e 33(1_[ 1 3O 3 ~
b*+c* b*+c® o[T(b*+c*) 4R°(4R+r)" AR*(4R+r)
or

iar (3) rezulta din:
ey ) 2 oy 22 A0

3 3r or
unde (4) = Ya* =2[ p?(p? ~6r ~8Rr)+r? (R4 1) | <
2
G St 2 MMRZ+4Rr+3r2—6r2—8Rr)+r2(4R+r)2 _
2(2R-T)

» R(4R*—4Rr-3r%)+2r*(2R-r)

=2(4R+r)z{ﬁ(4R2—4Rr—3r2)+r2}=(4R+r) : o _

3 _ 2 2 _ 3 Euler 3
2 AR"—4R°r+Rr”-2r s(4R+r)2-zi.
(2R-r) 3r
Egalitatea are loc dacd si numai daca triunghiul este echilateral.
25) Let F,,F,,F_ ariile AIBC,AICA,AIAB, | -incenter AABC . Prove that

1 1 1 1(2)8
—t—t—2>= = .
F* R F'T3lR

=(4R+Tr)

Marin Chirciu
Solutie.
Demonstram
Lema.
26) Let F,,F,,F, ariile AIBC,AICA, AIAB, I -incenter AABC. Prove that

1 1 1 161

— = :
Fa4 Fb4 FC4 r.4 a4
. a-r .
Folosind F, =A  [IBC]= TOb‘gmem:

I (1) S i L
2

r‘at r*“~a
Sa trecem la rezolvarea problemei din enunt.
Folosind Lema obtinem:

15
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g_16 iB“gi”"mE,(zl)z_E_ 9 @16 9 _ 32 >1(£)8—Md
_r4 a4 = r4 Za4 _r4 Za4_r4 27R5_3R5r3—3 R = ,
2r
2 Gerretsen
unde (2) < Za“=Z[pz(p2—6r2—8Rr)+r2(4R+r) } <
2
e M(4Rz+4Rr+3r2—6r2—8Rr)+r2(4R+r)2 -
2(2R-r)
2 R
:2(4R+r) [m(4R2_4Rr—3r2)+r2}:
R(4R?—4Rr—3r%)+2r*(2R-r
=2(4R+1)" ( Jr2r( )=
2(2R-r)
3 2 2 3 Euler 3 Euler 2 3 5
:2(4R+r)2-4R —4Rr+Rr--2r ESI 2(4R+r)2_R_E£I 2(4R+Ej R_:27R |
2(2R-r) 3r 2) 3r 2r

Egalitatea are loc daca si numai daca triunghiul este echilateral.
27) Let F,,F,,F_ ariile AIBC,AICA,AIAB, | -incenter AABC . Prove that

i+i+i23(iJ ,undeneN.
F' R F' F
Marin Chirciu

Solutie.
Demonstram
Lema.
28) Let F,,F,,F_ariile AIBC,AICA, AIAB, I -incenter AABC . Prove that

i+i+i:(gj Z(l) ,undeneN.
Fan an FCn r a

Folosind F, =A  [IBC]= %ob‘ginem:
1 1 <« 2" (2) (1Y
2E Ly _(Fj 2(5] |
)
Sa trecem la rezolvarea problemei din enunt.
Pentrun = 0 se obtine egalitatea 3=3.

1 Berg>stromg . (21)2

2
Pentrun=1se obtine E=—) — 2> =
’ rza r ya

Tn continuare vom cosideran> 2.
Folosind Lema obtinem:

( 1jn ( 9 jn
1 2\" 1\" Holder 2\" za cs/2\" 2p 3\
2 (J Z@ (r) 3 (rj 3 (Fj
Egalitatea are loc daca si numai daca triunghiul este echilateral.

Art 1933
16
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Marin Chirciu?*

3. Sclipirea Mintii
Nr.26/2020
Q64

Art 2068

Ifa,b,c>0suchthata+b+c=1then
a’+b b2+c+cz+a
b+c c+a a+b
Dorin Marghidanu, Corabia, Romania

>2.

Solutie.
Efectuand calculele si omogenizand, inegalitatea se scrie echivalent:

> (a*+b)(a+b)(a+c)=2[J(b+c)D a<e

Y a*+> a’b+) ab’+abc) a> Zazb2 +Y ab®+2abc) a <

o Za" + Za3b > Z:azb2 +Za2bc , care rezulta din2a4 > Zazbz,

adevaratd din ) x* > xy, pentrux=a’ y =b? z=c’si

Z a’h> Z a’bc, adevarata din inegalitatea lui Muirhead, cu (3, 1, O) - (2,1, 1) .

Tripletul (3,1,0) majorizeaza tripletul(Z,l,l) , deoarece3>2,3+1>2+1,3+1+0=2+1+1

. .. C 1
Egalitatea are loc daca si numai dacia=b=c= 3

Art 2068
15 Februarie 2021

24 Profesor, Colegiul National ,, Zinca Golescu”, Pitesti
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Marin Chirciu?®
4. Sclipirea Mintii
Nr.26/2020
Q66

L
(y+xJ[t+zj22(xz+yt)'

Mihaly Bencze, Brasov, Romania

Art 2083

Ifx,y,z,t>0then

Solutie (Marin Chirciu si Octavian Stroe, Pitesti).
Inegalitatea se scrie echivalent:

(X_2+Y_2J[Z_Z+ﬁ)22(xz+yt) o [X3+y3j(23+t3j22(xz+yt) N

y x )\t z Xy zt
& (F+y°)(2° +17) 2 2xyzt (xz + yt), (D).
Notdnda = xz,b = xt,c = yz,d = yt inegalitatea (1) se scrie:
a’+b’+c’+d*>2bc(a+d), undea,b,c,d >0, cu ad =bhc.

3
Folosim x* + y° 2@ SN (x+y)(x—y)2 >0.

Distingem cazurile:
Cazul 1). Dacaa+d >b+c obtinem:
3 3
a3+b3+c3+d3z(azd) +(bzc) 2%(a+d)(b+c)[(a+d)+(b+c)]2

2%(a+d)(b+c)[(b+c)+(b+c)]:%(a+d)(b+c)2 2%(a+d)-4bc:2bc(a+d).

Cazul 2). Dacab+c>a+d obtinem:

(a+d) +(b10) 2%(a+d)(b+c)[(a+d)+(b+C)]Z

2%(a+d)(b+c)[(a+d)+(a+d)]=%(b+c)(a+d)2 2%(b+c)-4ad —2ad (b+c).

ad+b®+ci+di>

Deoarece ad =bcsib+c>a+d rezultd cd2ad (b+c)>2bc(a+d), iar de aici deducem
concluziaa® +b®+¢c®+d°® > 2bc(a+d).

Egalitatea are loc daca si numai dacia=b=c=d ,adicix=y=2z=t.
Art 2083
28 Februarie 2021

% profesor, Colegiul National ,, Zinca Golescu”, Pitesti
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5. INVATAREA CENTRATA PE ELEV
IN CADRUL ORELOR DE MATEMATICA

Prof.
BORCOMAN ANA
SCOALA GIMNAZIALA NR. 30
BRASOV

Invitarea centratd pe elev reprezinti o abordare care presupune un stil de fnvatare
activ si integrarea programelor de invatare in functie de ritmul propriu de Tnvatare al elevului.
Elevul trebuie sa fie implicat si responsabil pentru progresele pe care le face in ceea ce
priveste propria lui educatie.

Pentru a avea cu adevarat elevul in centrul activitatii instructiv-educative, profesorul
indeplineste roluri cu mult mai nuantate decét in scoala traditionald. In abordarea centrati pe
elev, succesul la clasd depinde de competentele cadrului didactic de a crea oportunitatile
optime de invatare pentru fiecare elev. Astfel, in functie de context, profesorul actioneaza
mereu, dar adecvat si adaptat nevoilor grupului.

Avantajele Invatarii centrate pe elev sunt:

v Cresterea motivatiei elevilor, deoarece acestia sunt constienti ca pot influenta procesul
de invatare;

v’ Eficacitate mai mare a Tnvatarii si a aplicarii celor invatate, deoarece aceste abordari
folosesc invatarea activa;

v Invitarea capiti sens, deoarece a stipani materia inseamna a o intelege;

v’ Posibilitate mai mare de includere - poate fi adaptata in functie de potentialul fiecarui
elev, de capacitatile diferite de invatare, de contextele de Tnvatare specifice.

Metodele de Tnvatare centrata pe elev fac lectiile interesante, sprijina elevii Tn
ntelegerea continuturilor pe care sa fie capabili sa le aplice in viata reala.

Printre metodele care activeaza predarea-invatarea sunt si cele prin care elevii
lucreaza productiv unii cu altii, isi dezvolta abilitati de colaborare si ajutor reciproc. Ele pot
avea un impact extraordinar asupra elevilor datorita denumirilor, caracterului ludic si ofera

alternative de invatare cu ,,priza” la elevi.
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Tn vederea dezvoltarii gandirii critice la elevi, trebuie sa utilizam, cu precadere unele
strategii activ-participative, creative. Acestea nu trebuie rupte de cele traditionale, ele
marcand un nivel superior in spirala modernizarii strategiilor didactice.

Dintre metodele moderne specifice invatarii active care pot fi aplicate cu succes si la
orele de matematica fac parte: brainstormingul, metoda mozaicului, metoda cubului, turul

galeriei, ciorchinele.

1. Brainstormingul

Brainstormingul este o metoda care ajuta la crearea unor idei si concepte creative si
inovatoare. Pentru un brainstorming eficient, inhibitiile si criticile suspendate vor fi puse de-o
parte. Astfel exprimarea va deveni libera si participantii la un proces de brainstorming isi vor
spune ideile si parerile fara teama de a fi respinsi sau criticati. Se expune un concept, o idee
sau o problema si fiecare isi spune parerea despre cele expuse si absolut tot ceea ce le trece
prin minte, inclusiv idei comice sau inaplicabile.

O sesiune de brainstorming bine dirijata da fiecaruia ocazia de a participa la dezbateri
si se poate dovedi o actiune foarte constructiva.

Etapele unui brainstorming eficient sunt urmatoarele:

% deschiderea sesiunii de brainstorming in care se prezinta scopul acesteia si Se discuta
tehnicile si regulile de baza care vor fi utilizate;
% perioada de acomodare dureaza 5-10 minute si are ca obiectiv introducerea grupului
in
atmosfera brainstormingului, unde participantii sunt stimulati sa discute idei generale pentru a
putea trece la un nivel superior;
% partea creativa a brainstormingului are o durata de 25-30 de minute. Este
recomandabil ca in
timpul derularii acestei etape, coordonatorul (profesorul) sa aminteasca timpul care a trecut si
cat timp a mai ramas, sa “preseze” participantii si in finalul partii creative sa mai acorde cate
3-4 minute in plus. Tn acest interval de timp grupul participant trebuie sa fie stimulati si-si
spuna parerile fara ocolisuri.
% la sfarsitul partii creative coordonatorul brainstormingului clarifica ideile care au fost
notate si
puse in discutie si verifica daca toata lumea a inteles punctele dezbatute. Este momentul in
care se vor elimina sugestiile prea indraznete si care nu sunt indeajuns de pertinente. Se face

si 0 evaluare a sesiunii de brainstorming si a contributiei fiecarui participant la derularea
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sesiunii. Pot fi luate Tn considerare pentru evaluare: talentele si aptitudinile grupului,
repartitia timpului si punctele care au reusit sa fie atinse.
% pentru a stabili un acord obiectiv cei care au participat la brainstorming isi vor spune
parerea si

vor vota cele mai bune idei. Grupul supus la actiunea de brainstorming trebuie sa stabileasca
singuri care au fost ideile care s-au pliat cel mai bine pe conceptul dezbatut.

Pe timpul desfasurarii brainstormingului participantilor nu li se vor cere explicatii
pentru ideile lor. Aceasta este o greseala care poate aduce o evaluare prematura a ideilor si o
Tngreunare a procesului in sine.

Brainstormingul functioneaza dupa principiul: asigurarea calitatii prin cantitate si isi
propune sa elimine exact acest neajuns generat de autocriticd.

Va recomandam 7 reguli pe care elevii le vor respecta in scopul unei sedinte reusite
de brainstorming:

1. Nu judecati ideile celorlalti — cea mai importantd reguld.

2. Incurajati ideile nebunesti sau exagerate.

3. Cautati cantitate, nu calitate in acest punct.

4. Notafi tot.

5. Fiecare elev este la fel de important.

6. Nasteti idei din idei.

7. Nu vd fie frica de exprimare.

Este important de retinut ca obiectivul fundamental al metodei brainstorming consta

n
exprimarea liberd a opiniilor prin eliberarea de orice prejudecati. De aceea, acceptati toate
ideile, chiar traznite, neobisnuite, absurde, fanteziste, asa cum vin ele Tn mintea elevilor,
indiferent daca acestea conduc sau nu la rezolvarea problemei. Pentru a determina progresul
in invatare al elevilor este necesar sa ii antrenati in schimbul de idei; faceti asta astfel incat
toti elevii sa isi exprime opiniile!

Exemplul 1. Aplicarea metodei brainstorming la rezolvarea unei probleme de

geometrie la
clasa a Vll-a in care se aplica teorema indltimii, teorema catetei, teorema lui Pitagora si

functiile trigonometrice (a se vedea Anexal).
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2. Mozaicul

Mozaicul sau ,,metoda grupurilor interdependente” este o strategie bazata pe invitarea
in echipa. Fiecare elev are o sarcind de studiu in care trebuie sa devina expert. El are in
acelasi timp si responsabilitatea transmiterii informatiilor asimilate, celorlalti colegi.

Tn cadrul acestei metode rolul profesorului este mult diminuat, el intervine
semnificativ la inceputul lectiei cand imparte elevii in grupurile de lucru si traseaza sarcinile
si la sfarsitul activitatii cand va prezenta concluziile activitatii.

Exista mai multe variante ale metodei mozaic iar noi vom prezenta varianta standard a
acestei metode care se realizeaza in cinci etape.

1. Pregdtirea materialului de studiu
= Profesorul stabileste tema de studiu si o imparte in 4 sau 5 sub-teme. Optional, poate
stabili
pentru fiecare sub-tema, elementele principale pe care trebuie sa puna accentul elevul, atunci
cand studiaza materialul in mod independent. Acestea pot fi formulate fie sub forma de
intrebari, fie afirmativ, fie un text eliptic care va putea fi completat numai atunci cand elevul
studiazd materialul.
= Realizeaza o figa-expert in care trece cele 4 sau 5 sub-teme propuse si care va fi
oferita
fiecarui grup.
2. Organizarea colectivului in echipe de invdtare de cate 4-5 elevi (in functie de
numarul lor in
clasd)
= Fiecare elev din echipa, primeste o litera (A, B, C, D) si are ca sarcina sa studieze in
mod
independent, sub-tema corespunzatoare literei sale.
= El trebuie sa devina expert in problema datd. De exemplu, elevii cu litera A vor
aprofunda sub-
tema din Fisa ,,A”. Cei cu litera B vor studia sub-tema din Fisa ,,.B”, etc.

= Faza independenta: fiecare elev studiaza sub-tema lui, citeste textul corespunzator.

Acest studiu
independent poate fi facut in clasd sau poate constitui o temad de casa, realizata Inaintea
organizarii mozaicului.
3. Constituirea grupului de experti
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* Dupd ce au parcurs faza de lucru independent, expertii cu aceasi literd Se reunesc,
constituind
grupe de experti pentru a dezbate problema impreuna. Astfel, elevii cu litera A, parasesc
echipele de invatare initiale si se aduna la o masa pentru a aprofunda sub-tema din Fisa ,,A”.
La fel procedeaza si ceilalti elevi cu literele B, C, si D. Daca grupul de experti are mai mult
de 6 membri, acesta se divizeaza in doud grupe mai mici.

= Faza discutiilor in grupul de experti: elevii prezinta un raport individual asupra a ceea

ce au
studiat independent. Au loc discutii pe baza datelor §i a materialelor avute la dispozitie, se
adauga elemente noi si se stabileste modalitatea in care noile cunostinte vor fi transmise si
celorlati membrii din echipa initiala.
= Fiecare elev este membru intr-un grup de experti si face parte dintr-o echipd de
invatare. Din
punct de vedere al aranjamentului fizic, mesele de lucru ale grupurilor de experti trebuie
plasate n diferite locuri ale salii de clasa, pentru a nu se deranja reciproc.
= Scopul comun al fiecarui grup de experti este sa se instruiasca cat mai bine, avand
responsabilitatea propriei invatari si a predarii si Tnvatarii colegilor din echipa initiala.
4. Reintoarcerea in echipa initiali de invatare

» Faza raportului de echipa: expertii transmit cunostintele asimilate, retinand la randul

lor
cunostintele pe care le transmit colegii lor, experti in alte sub-teme. Modalitatea de
transmitere trebuie sd fie scurtd, concisd, atractivd, putand fi insotitd de suporturi audio-
vizuale, diverse materiale.
= Specialistii intr-0 sub-tema pot demonstra o idee, citi un raport, folosi computerul, pot
ilustra
ideile cu ajutorul diagramelor, desenelor, fotografiilor. Membrii sunt stimulati sa discute, sa
puna intrebari i sd-si noteze, fiecare realizandu-si propriul plan de idei.
5. Evaluarea

= Faza demonstratiei: grupele prezinta rezultatele intregii clase. In acest moment elevii

sunt gata
sa demonstreze ce au invatat. Profesorul poate pune intrebari, poate cere un raport sau un
eseu ori poate da spre rezolvare fiecarui elev o fisa de evaluare. Daca se recurge la evaluarea
orald, atunci fiecarui elev 1 se va adresa o intrebare la care trebuie sa raspunda fara ajutorul

echipei.
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Exemplul 2. Aplicarea metodei mozaicului la predarea criteriilor de divizibilitate cu
2,5, 10si
3 laclasa a Vl-a. (a se vedea Anexa 2).
Ca toate celelalte metode de invatare prin cooperare si aceasta presupune urmatoarele
avantaje:
- stimularea increderii n sine a elevilor;
- dezvoltarea abilitatilor de comunicare argumentativa si de relationare in cadrul grupului;
- dezvoltarea gandirii logice, critice si independente;
- dezvoltarea raspunderii individuale si de grup;
- optimizarea invatarii prin predarea achizitiilor altcuiva.
,Irebuie sd remarcim calitatea metodei grupurilor interdependente de a anihila
manifestarea
efectului Ringelmann. Lenea sociala, cum se mai numeste acest efect, apare cu deosebire
atunci cand individul isi imagineaza ca propria contributie la sarcina de grup nu poate fi
stabilita cu precizie. Interdependenta dintre membri si individualizarea aportului fac din

metoda mozaicului un remediu sigur impotriva acestui efect”.

3. Metoda cubului

Metoda cubului presupune explorarea unui subiect, a unei situatii din mai multe
perspective, permitdnd abordarea complexa si integratoare a unei teme.
Sunt recomandate urmatoarele etape:
= Realizarea unui cub pe ale carui fete sunt scrise cuvintele: descrie, compara,
analizeaza,
asociaza, aplica, argumenteaza.
= Anuntarea temei, subiectului pus in discutie.
= Impartirea clasei in 6 grupe, fiecare dintre ele examinand tema din perspectiva
cerintei de pe una din fetele cubului.
e Descrie: culorile, formele, marimile, etc.
e Compara: ce este asemandtor? Ce este diferit?
e Analizeaza: spune din ce este facut, din ce se compune.
e Asociaza: [a ce te indeamna sa te gandesti?

o Aplica: ce pofi face cu aceasta? La ce poate fi folosita?
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e Argumenteazi: pro sau contra §i enumerd o serie de motive care vin in sprijinul
afirmatiei tale.
= Redactarea finala si impartasirea ei celorlalte grupe.
= Afisarea formei finale pe tabla sau pe peretii clasei.
Exemplul 3. Aplicarea la lectia de recapitulare si sistematizare a cunostingelor — Poliedre —

clasa aVlll-a (ase vedea Anexa 3).

4. Turul galeriei

Turul galeriei este 0 metoda interactiva de invatare bazata pe colaborarea intre elevi,
care sunt
pusi in ipostaza de a gasi solutii de rezolvare a unor probleme. Aceastd metodd presupune
evaluarea interactiva si profund formativa a produselor realizate de grupuri de elevi.
Astfel, turul galeriei consta in urmatoarele:
1. Elevii, In grupuri de trei sau patru, rezolvd o problemd (o sarcind de Invatare)
susceptibila de a
avea mai multe solutii (mai multe perspective de abordare).
2. Produsele muncii grupului se materializeaza intr-o schema, diagrama, inventar de idei
etc.
notate pe o hartie (un poster).
3. Posterele se expun pe peretii clasei, transformati intr-o veritabild galerie.
4. Lasemnalul profesorului, grupurile trec pe rénd, pe la fiecare poster pentru a examina
solutiile
propuse de colegi. Comentariile si observatiile vizitatorilor sunt scrise pe posterul analizat.
5. Dupa ce se incheie turul galeriei (grupurile revin la pozitia initiala, inainte de plecare)
fiecare
echipa 1isi reexamineaza produsul muncii lor comparativ cu ale celorlalti si discuta
observatiile si comentariile notate de colegi pe propriul poster.
Turul galeriei se foloseste cu succes impreund cu metoda cubului aga cum se poate

vedea si in exemplul 3 prezentat anterior.
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5. Ciorchinele

Desi este 0 varianta mai simpla a brainstorming-ului, ciorchinele este 0 metoda care
presupune
identificarea unor conexiuni logice intre idei, poate fi folositd cu succes atat la inceputul unei
lectii pentru reactualizarea cunostintelor predate anterior, cat si in cazul lectiilor de sinteza, de
recapitulare, de sistematizare a cunostintelor.
Ciorchinele este o tehnica de cautare a cailor de acces spre propriile cunostinte
evidentiind modul de a intelege o anumita tema, un anumit continut.
Ciorchinele reprezintd o tehnica eficienta de predare si 1invatare care incurajeaza
elevii sa gandeasca liber si deschis.
Metoda ciorchinelui functioneaza dupa urmatoarele etape:
1. Se scrie un cuvant / tema (care urmeaza a fi cercetat) in mijlocul tablei sau a unei foi
de hartie.
2. Elevii vor fi solicitati sa-si noteze toate ideile, sintagmele sau cunostintele pe care le
au Tn minte
in legaturd cu tema respectiva, in jurul cuvantului din centru, tragandu-se linii intre acestea si
cuvantul initial.
3. 1n timp ce le vin in minte idei noi si le noteaza prin cuvintele respective, elevii vor
trage linii
ntre toate ideile care par a fi conectate.
4. Activitatea se opreste cand se epuizeaza toate ideile sau cand s-a atins limita de timp
acordata.
Exista cateva reguli ce trebuie respectate in utilizarea tehnicii ciorchinelui:
= Scrieti tot ce va trece prin minte referitor la tema / problema pusa in discufie.
= Nu judecati / evaluati ideile produse, ci doar notatiile.
= Nu va opriti pana nu epuizati toate ideile care va vin in minte sau pana nu expira
timpul alocat; daca ideile refuza sd vina insistati si zabovifi asupra temei pand ce vor
aparea unele idei.
= [asati sd apara cat mai multe si mai variate conexiuni intre idei; nu limitafi nici
numarul ideilor, nici fluxul legaturilor dintre acestea.
Avantajele acestei tehnici de invatare sunt:
e In etapa de reflectic vom utiliza “ciorchinele revizuit” in care elevii vor fi ghidati prin

intermediul unor intrebari, in gruparea informatiilor in functie de anumite criterii.
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e Prin aceastd metodd se fixeazd mai bine ideile si se structureaza infomatiile
facilizandu-se retinerea si intelegerea acestora.
e Adesea poate rezulta un “ciorchine” cu mai multi “sateliti”.
Exemplul 4. Aplicarea metodei ciorchinelui la recapitularea unitatii de invatare — Mulgimi
—clasa  aV-a(asevedea Anexa 4).

Utilizarea acestor metode antreneaza elevii intr-0 continua participare si colaborare,
creste motivarea intrinseca deoarece li se solicita sa descopere fapte, sa aduca argumente pro
si contra. Lucrul in echipa dezvolta atitudinea de toleranta fata de ceilalti si sunt eliminate
motivele de stres iar emotiile se atenueaza.

Pot sustine cu convingere cad beneficiarii invatamantului centrat pe elev sunt elevii
deoarece, asa cum spune “crezul instruirii active”: “Ce aud-uit; Ce aud si vad - T/mi amintesc
putin; Ce aud, vad si intreb - incep sa inteleg; Ce aud, vad, intreb §i exersez - imi insugesc

si deprind; Ceea ce pun in practica invit cu adevdrat”.
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ANEXE

Anexa 1. Aplicarea metodei brainstorming la rezolvarea unei probleme de
geometrie la clasa a Vll-a in care se aplica teorema indltimii, teorema catetei,
teorema lui Pitagora si functiile trigonometrice.

Etape:

1. Alegerea sarcinii de lucru. Problema este scrisa pe tabla.

i triunghiul ABC cu m(A)=90" si AD 1 BC, D e BC se cunosc BD = 8 cm i BC = 32

em. Aflati AB, DC, AD, AC, m(B) si m(C).

2. Solicitarea exprimarii intr-un mod cat mai rapid, a tuturor ideilor legate de
rezolvarea problemei. Sub nici un motiv, nu se vor admite referiri critice.

Cereti elevilor sd propuna strategii de rezolvare a problemei. Pot aparea, de exemplu,

sugestii
legate de realizarea unei figuri cat mai corecte. Lasati elevii Sa propund orice metoda le trece
prin minte!

3. Inregistrarea tuturor ideilor in scris (pe tabld). Anuntarea unei pauze pentru asezarea
ideilor (de la 15 minute pdna la o zi).

Notati toate propunerile elevilor. La sfarsitul orei, puneti elevii sa transcrie toate aceste

idei si
cereti-le ca pe timpul pauzei, sd mai reflecteze asupra lor.

4. Reluarea ideilor emise pe rdand si gruparea lor pe categorii, simboluri, cuvinte cheie,
etc.

Pentru problema analizata, cuvintele-cheie ar putea fi: teoremele invatate la relatiile

metrice in triunghiul dreptunghic, precum si functiile trigonometrice.

5. Analiza critica, evaluarea, argumentarea, contraargumentarea ideilor emise anterior.
Selectarea ideilor originale sau a celor mai apropiate de solutii fezabile pentru
problema supusa atentiei.

Puneti intrebari de tipul: Cine este BD, dar BC pentru triunghiul ABC? Cum putem afla

cateta
AB? Dar proiectia DC?
6. Afisarea ideilor rezultate in forme cdat mai variate §i originale: cuvinte, propozitii,

colaje, imagini, desene, etc.
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Ca urmare a discutiilor avute cu elevii, trebuie sa rezulte strategia de rezolvare a
problemei. Aceasta poate fi sintetizatd sub forma unor indicatii de rezolvare de tipul:

e construim triunghiul;

e aplicam teorema catetei, teorema Indl{imii si teorema lui Pitagora,

e aplicam functiile sinus sau cosinus.

Anexa 2. Aplicarea metodei mozaicului la predarea criteriilor de divizibilitate cu 2,
5, 10si 3 laclasaaVl-a.
Etape:

1. Impartirea clasei a Vl-a in 5 grupuri eterogene de 4 elevi, fiecare dintre acestia
primind cate o fisa de invatare notata cu cate o litera (A, B, C, D). Fisele cuprind
parti ale unui material, ce urmeaza a fi inteles si discutat de catre elevi.

Propuneti lectia ,,Criterii de divizibilitate cu 2, 5, 10 si 3” — clasa a Vl-a

2. Prezentarea succinta a subiectUlui tratat. Explicarea sarcinii de lucru si a modului in
care se va desfasura activitatea.

Tn cazul analizat, subiectul analizat este ,,Criteriile de divizibilitate cu 2, 5, 10 si 3.

3. Regruparea elevilor, in functie de litera fisei primite, in grupuri de expergi: toti elevii
care au litera A vor forma un grup, cei cu litera B vor forma alt grup s.a.m.d.

Asadar, unul dintre grupurile de ,,experti” va fi format din toti elevii care au primit, in

cadrul
grupului initial de 4, Criteriul de divizibilitate cu 3.

4. Invatarea prin cooperare a sectiunii care a revenit fiecarui grup de experti. Elevii
citesc, discuta, incearca sa inteleaga cat mai bine, hotarasc modul in care pot preda
ceea ce au inteles colegilor din grupul lor originar.

Elevii din fiecare grup decid cum vor ,,preda”. Ei pot folosi exemple numerice, texte in

vorbirea curenta, simboluri matematice.

5. Revenirea in grupul initial i predarea sectiunii pregdtite celorlalfi membri. Daca
sunt neclaritati, se adreseaza intrebari expertului. Daca neclaritdtile persista se pot
adresa intrebari si celorlalti membrii din grupul expert pentru sectiunea respectiva.
In fiecare grup, sunt astfel ,,predate” cele patru criterii de divizibilitate, cu exemple. Tn
acest fel,

fiecare elev devine responsabil atat pentru propria invatare, cat si pentru transmiterea corecta
si completd a informatiilor. Este important si monitorizati aceastd activitate, pentru ca

achizitiile sa fie corect transmise.
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6. Trecerea in revista a materialului dat prin prezentare orala cu toata clasa / cu togi
participanfii.
Cateva exercitii bine alese de profesor vor evidentia nivelul de intelegere a temei.
Metoda Mozaicului are avantajul ca implica toti elevii in activitate si ca fiecare dintre
ei devine responsabil, atat pentru propria invatare, cat si pentru invatarea celorlalti. De aceea,
metoda este foarte utild in motivarea elevilor: faptul ca se transforma, pentru scurt timp, in

»profesori” le confera un ascendent moral asupra colegilor.

Fise de experti

e Fisa .,A”: Criteriul de divizibilitate cu 2
Un numar natural este divizibil cu 2 daca si numai daca ultima sa cifra este cifra para.
e Fisa ,,B”: Criteriul de divizibilitate cu 5
Un numar natural este divizibil cu 5 daca si numai daca ultima sa cifra este 0 sau 5.
e Fisa ,,C”: Criteriul de divizibilitate cu 10
Un numar natural este divizibil cu 10 daca si numai daca ultima sa cifra este 0.
e Fisa ,,D”: Criteriul de divizibilitate cu 3
Un numar natural este divizibil cu 3 daca si numai daca suma cifrelor sale este

multiplu de 3.

Anexa 3. La lectia de recapitulare si sistematizare a cunostintelor - Unitatea de
invdtare: Poliedre - clasa a VIll-a, am folosit metoda cubului si turul galeriei.
Am realizat un cub din carton si am colorat fiecare fata diferit, iar fiecarei fete i-am
asociat un

verb, astfel:

Fata 1 - albastru

— verbul DESCRIE
Fata 2 - rosu

— verbul COMPARA
Fata 3 - verde Fata 6 - mov

—verbul ASOCIAZA — verbul APLICA
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In desfasurarea activititii, am avut grija si dau indicatii unde a fost necesar, si
solutionez situatiile in care nu tofi elevii s-au implicat in cadrul activitatii Tn grup sau atunci
cand un elev a monopolizat toate activitatile.

Elevii care au primit fisa de lucru cu verbul DESCRIE au avut urmatoarele sarcini:

- de enumerat poliedrele studiate

- de desenat corpurile si desfasurarile lor plane

- de identificat elementele acestora si de descris forma fetelor si a bazei
- de evidentiat, intr-un tabel, muchiile, fetele si diagonalele

Elevii care au primit fisa de lucru cu verbul COMPARA au de stabilit asemanari si
deosebiri Tntre corpurile studiate si o comparatie intre poliedrele oarecare si cele regulate.

Elevii care au primit fisa de lucru cu verbul ASOCIAZA vor asocia fiecarui poliedru
formulele de calcul pentru volum si arie (laterald, totald), apoi vor identifica obiecte
cunoscute care au forma obiectului respectiv.

Pentru grupa care a avut verbul ANALIZEAZA, sarcina de lucru a cerut ca elevii sa
analizeze diferite sectiuni in corpurile studiate (sectiuni diagonale, sectiuni cu un plan paralel
cu baza). Se vor realiza desene corespunzdtoare in care se vor pune in evidentd toate planele

de sectiune si forma sectiunii rezultate, prin markere. Datele se vor sistematiza intr-un tabel.

Corpul studiat Forma sectiunii Forma sectiunii cu un

diagonale plan paralel cu baza

Elevii care au primit o fisa de lucru cu verbul ARGUMENTEAZA au avut de analizat
si justificat in Scris valoarea de adevdr a unor propozitii, ce au continut si chestiuni capcane.
Le-am cerut sa realizeze si scurte demonstratii sau sa descopere greseala dintr-0 redactare a
unei rezolvari.

Elevii din grupa verbului APLICA au avut un set de intrebari grila in care au aplicat

formulele de calcul a ariei si volumului unor poliedre in contexte variat.

Fisa nr.1: Verbul ,, DESCRIE”

1. Enumerati poliedrele studiate: .........c..coccevveneriennenne.
2. Realizati cate un desen corespunzator fiecarui corp.

3. Realizati desfasurarea plana a fiecarui corp.
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4. Identificati In desenele realizate elementele corpurilor, precum si forma fetelor si a
bazei.

5. Se da dreptunghiul ABCD cu [BC] =4 cm si [CD] = 5 cm. Se considera o dreapta
(d) In exteriorul dreptunghiului situata la distanta de 2 cm fatd de segmentul [CD]. Sa se

descrie corpul obtinut prin rotatia dreptunghiului in jurul dreptei (d).

Fisa nr.2: Verbul ,, COMPARA”
1. Realizati un scurt eseu matematic in care sa puneti in evidentd asemanari si
deosebiri sau
analogii intre poliedrele oarecare si cele regulate.
2. Redactati si comparati rezultatele obtinute:
Cubul ABCDA'B'C'D' are diagonala unei fete laterale de 8 cm. Sa se afle volumul
cubului,
apoi volumul tetraedrului A'BC'D format in interiorul cubului si sa se compare

rezultatele.

Fisa nr.3: Verbul ,,ASOCIAZA”

1. Asociaza fiecarui poliedru studiat formulele corespunzatoare pentru calculul ariei
laterale,
totale si pentru calculul volumului.
2. ldentifica in mediul inconjurator cateva obiecte care sda aiba forma de cub,
paralelipiped
dreptunghic, prisma si piramida.
3. Completati spatiile punctate cu raspunsurile corecte:

a) Piramida regulata cu toate muchiile congruente se numeste ..............
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b) Un cub are aria laterala de 100 cm?, atunci muchia cubului este de ...........

cm.
¢) O prisma patrulatera regulata are latura bazei de 8 cm si indlfimea de 15 cm.
Atunci
aria laterald a prismei este de ........ cm2.
d) O piramida triunghiulara regulata cu aria bazei de 43 cm si indlfimea de 9
cm are
volumul de ............ cms.
Fisa nr.4: Verbul ,, ANALIZEAZA”
1. Desenati un cub si puneti in evidenta sectiunile diagonale si sectiunile cu un plan
paralel cu
baza.
2. Desenati un paralelipiped dreptunghic si puneti in evidentd sectiunile diagonale si
sectiunile
cu un plan paralel cu baza.
3. Desenati un trunchi de piramida patrulaterd si puneti in evidentd sectiunile
diagonale si

sectiunile cu un plan paralel cu baza.
Pentru fiecare sectiune specificati forma sectiunii si corpurile care se formeaza prin
sectionare, o formula utild pentru calculul ariei sectiunii formate.

Intocmiti un tabel de forma de mai jos pentru a sistematiza datele:

Corpul studiat Forma sectiunii Forma sectiunii cu un

diagonale plan paralel cu baza

4. Sectiunea diagonala a unei prisme patrulatere regulate este un patrat cu aria de 16
cm?. Aratati ca aria laterala a prismei este de 3242 cm2,

5. O piramida triunghiulard regulata are volumul de 300~/3 cm? si apotema bazei de 5

cm. Calculati aria laterala a piramidei.
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Fisa nr.5: Verbul ,, ARGUMENTEAZA”

Cititi cu atentie enunturile urmadtoare si justificati

1. Paralelipipedul dreptunghic care are toate muchiile congruente este cub — justificare
prin

desen.

2. Latura bazei unei prisme triunghiulare regulate este jumatate din inaltime, atunci
aria unei

fete laterale este de trei ori mai mica decat aria laterald a prismei. Construifi un
exemplu

numeric ilustrativ.

3. Aria laterald a unei prisme patrulatere regulate este egala cu aria bazei sale, atunci
latura

bazei este de patru ori mai mica decat inal{imea sa.

Adevarat sau fals?

1. Daca latura bazei unei prisme triunghiulare regulate se dubleaza, atunci aria laterala
a prismei

se dubleaza si ea.

2. Daca latura bazei unei piramide patrulatere regulate se tripleaza, atunci volumul
piramidei se

tripleaza si el.

3. Daca muchia unui cub se injumatateste atunci cubul care se formeaza are aria
laterald o

patrime din aria laterald a cubului initial.

Fisa nr.6: Verbul LAPLICA”

1. Un cub are muchia de 3 cm. Aria totala a cubului este de:
a) 24 cmz;
b) 54 cm?;
c) 35 cmz.
2. O prisma triunghiulara regulata care are 1 = 6 cm si h =5 cm are aria laterala de:

a) 65 cm?;
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b) 70 cm?;
¢) 90 cmz.

3. O piramida patrulatera regulata care are aria bazei de 16 cm? si h =4 cm, atunci:

a) | =h;
b)1=2h;
c)h=31

4. Sectiunea diagonald a unei prisme patrulatere regulate este un patrat cu latura de 6
cm. Volumul prismei este de:
a) 120 cms;
b) 96 cms;
C) 75 cm3;
d) 108 cm3.

Pentru evaluarea activitatii, dupa expirarea timpului de lucru (20-25 minute), am
aplicat metoda ,,turul galeriei”.

Materialele realizate au fost expuse in 6 locuri vizibile. Elevii din fiecare grup si-au
prezentat sarcina de lucru si modul de realizare a ei, dupa care au acordat note materialelor
realizate de celelalte grupe, urmand ca eu sa discut impreund cu ei obiectivitatea notelor
acordate si sa corectez eventualele erori.

Ca PREMIU, fiecare echipa a primit cate un material informativ, astfel:

#% Echipal — un material despre marele matematician Euler

% Echipa 2 — un referat cu tema Poliedrele regulate (tetraedrul, cubul, octoedrul,
dodecaedrul)

% Echipa 3 — un material despre Marea Piramida — Piramida lui Keops.

s Echipa 4 — un material informativ despre poliedre asa cum sunt prezentate de scoala
lui Platon

% Echipa 5 — un referat despre Arhimede si corpurile semiregulate

% Echipa 6 — un material informativ despre Aristotel, intemeietorul logicii ca stiinta.

Materialele vor fi multiplicate pentru fiecare membru al echipei si vor fi afisate in clasa
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Anexa 4. Aplicati metoda ciorchinelui la recapitularea unitatii de invatare —Multimi —

clasa a V-a
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SE
REPREZINTA
TN 3 MODURI

SE NOTEAZA
CU LITERE
MARI : A,
B,C, ...

CARDINAL
CARD A

OPERATII
cuU
MULTIMI
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6. STUDIU DE SPECIALITATE:
DETERMINAREA PROBABILITATII UNUI EVENIMENT
CU AJUTORUL SCHEMELOR CLASICE DE PROBABILITATE

Prof. luliana TRASCA,
Scoala Gimnaziala ,, Gheorghe Popescu” Margineni — Slobozia

Abstract. Classical schemes of probability represent mathematical models for many
phenomena occuring in nature and society, and are important for probability calculus himself. The
Poisson’s scheme, the Bernoulli’s scheme and the hypergeometric scheme are presented and some of
their applications too.

Studiul asa numitelor scheme clasice de probabilitate este important datorita faptului
ca acestea constituie modele matematice pentru multe fenomene intalnite in naturd si in
societate. Aceste scheme de probabilitate au o mare insemnitate pentru insusi calculul
probabilitatilor, ca stiintd matematica.

In cele ce urmeaza vom studia trei scheme de probabilitate.

Ele ne oferd un raspuns pentru calculul probabilititii unor evenimente in anumite
situatii, sa le numim ,,situatii standard”.

1. Schema binomiala generalizata (sau Schema lui Poisson)

Activitate initiala

Trei tragatori executa foc asupra unei {inte. Din 100 de incercari, primul nimereste
tinta, in medie, de 70 de ori, al doilea de 80 de ori, iar al treilea de 90 de ori. Fiecare din cei
trei trage cate un foc asupra tintei. Gasifi probabilitatea ca, din cele trei focuri trase, doua sa
nimereasca tinta si al treilea sa o rateze.

Mod de rezolvare. Putem considera urmatoarele evenimente:

A1, focul tras de primul tragitor nimereste tinta”;

Az: ,focul tras de al doilea tragator nimereste tinta”;

Ags: focul tras de al treilea tragator nimereste tinta”si notdm cu A evenimentul a carui
probabilitate s-a cerut.

Pentru a se realiza evenimentul A, trebuie sd se realizeze douda din cele trei
evenimente A si sa nu se realizeze celalalt eveniment(3 -2 = 1), adica trebuie sa se realizeze

unul din evenimentele A NA,NA,, ANA NA, EmAzmAg. Rezultd ca A este

reuniunea celor trei evenimente A NA, mE, A mE NA;, Er\ A, N A;, care sunt
incompatibile. Aplicdm prima regula de adunare a probabilitatilor si obtinem

P(A)=P(A NA NA)+P(ANA NA)+P(ANANA).

Cele trei evenimente care se intersecteaza in egalitatea anterioard sunt evenimente

independente si atunci probabilitatea intersectiei lor este egald cu produsul probabilitétilor
evenimentelor care se intersecteaza. Astfel, putem scrie

P(A)=P(A)- P(A,)-P(A )+ P(a)-P(A, ) P(A,)+ P(A,)- P(A,)- P(A,).
Daca notam cu pi = P(Ai) siqi=1-pi, i € {1,2,3}, atunci egalitatea de mai sus devine
P(A)=prp2-qs+p1 gz ps+0i-pz2-ps.
Se observi ca membrul al doilea al acestei egalititi este egal cu coeficientul lui x? din
polinomul (px + g1)(p2X + g2)(psX + g3).
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Pentru problema noastra p1 = % 0,7,0=1-0,7=0,3; p2=

q2=1-0,8=0,2;p3=0,9;03=1-0,9=0,1.

Asadar, P(A)=0,7-0,8-0,1+0,7-0,2-0,9+0,3-0,8-0,9=0,398.

Rezolvarea problemei se poate rezuma astfel:

Déandu-se trei evenimente independente A1, Az, As ale unei experiente , probabilitatea
realizirii a doud evenimente din cele trei este egali cu coeficientul lui x2 din polinomul (p1x +
qu)(P2X + Q2)(PsX + Gs), unde pi = P(A) si qi = 1 —pi, i € {1,2,3}[ 3, p. 252].

Tn general pentru n evenimente independente diferite, putem aplica:

Schema binomiala generalizata sau schema lui Poisson.
Daca A, A,,..., A, sunt evenimente independente, atunci probabilitatea sa se realizeze

k din cele n evenimente (si si nu se realizeze n - K) este coeficientul lui X *din dezvoltarea
polinomului (p, X +q, )Xp,X +a,)..{p, X +4, )unde pieste probabilitatea evenimentului A; si

g =1-p;,ie12,...,n}.

Demonstratie. Notdm cu A evenimentul a carui probabilitate se cere.
Fie A A ...A cele k evenimente care se realizeazd si A_,A_ ..., A cele

n —k evenimente care nu se realizeaza. Pentru a se realiza A , trebuie sa se realizeze unul din
evenimentele de forma A N A N..0A N A N AL, N NA; L

Rezulta ca A este reuniunea evenimentelor incompatibile de aceasta forma:
A=UA NnA n..0A NA,, DA, NLNA;L),
unde {il, Iy e ik} parcurge familia submultimilor de k elemente ale multimii de indici
{1,2,...,n}. Deducem ca P(A)= z Pi - Py, - Py -G, ----Q; - Observam ca membrul drept

al acestei egalititi este coeficientul lui  X*din dezvoltarea  polinomului
(P X+, (P, X +0,).(p, X +q,)[2, p.28].

Exemple.

1) In trei cutii se gisesc cate 10 piese identice, confectionate respectiv de trei
muncitori. Cele trei cutii contin respectiv 2, 1, 3 piese defecte. Alegem cate o piesd din
fiecare cutie. Care este probabilitatea ca toate piesele sa fie bune (o piesa este buna cand nu
este defecta)? Dar numai una singura?

Solutie. Consideram evenimentele independente:

Ai: ,,piesa din prima cutie este buna”;

Az: ,piesa din a doua cutie este bund”;

As: ,,piesa din a treia cutie este bund”.

8 4 . L . 1 9
Avem p, =P — = — (8 piese din prima cutie sunt bune), g, =1-p, = =, =—,
po=P(A)=15=% @p p ) O =1-P=50 P =g
_1 e 3
q2_101p3_ 1q3_10

Problema cere probabilitatea realizarii a 3 din cele trei evenimente, respectiv a unui
singur eveniment din cele trei.
Aplicam schema lui Poisson pentru n=3, k=3 pentru prima cerinta si n=3,

k =1pentru a doua cerinta. Folosim polinomul (g X + %j(g X+ ij(% X+ i) .

10 10 10
4 9 7 63
Prima probabilitate este coeficientul lui x3 din acest polinom, adicd — - — -
510 10 125°
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A doua probabilitate ceruta este coeficientul lui x din dezvoltarea aceluiasi polinom si

413 193 117 23
esteegalicu —— —+ - ——F = —

51010 510 10 510 10 250

2) Se dau 3 urne: U; contine 4 bile albe si 6 bile verzi, Uz contine 8 bile albe si 2
verzi, Us contine 5 bile albe si 5 bile verzi. Din fiecare urna se extrage cate o bila. Care este
probabilitatea ca sa apara 2 bile albe si una verde ?

Solutie. Luam evenimentele independente :

Auz: ,bila din prima urna este alba”;

Az: ,.bila din a doua urna este alba”;

As: ,.bila din a treia urna este alba”.

Problema cere gasirea probabilitatii producerii a doud din cele trei evenimente, lucru

care se poate face aplicand schema Iui Poisson. Calculam p, = P(Al) = % = %
3 8 4 1 5 1
_1 = — :PA =—=—, :1— =—, :P
G =1-p=z,  P=PlA)=ro=0. G=l-p=¢ P =P(A)=5=5
0, =1-p; = % Consideram n=3, k =2 si rezultad ca probabilitatea ceruta este coeficientul
lui  X? din dezvoltarea  polinomului (Z X + Ej[ﬂ X + 1)(1 X + lj, adici
5 SA5 52 2

241 211 341 1

55 2 552 5 52 25
2. Schema binomiala (Bernoulli)

Daca evenimentele independente A, A,,...,A au aceeasi probabilitate, p, =p;

g, =0=1-p,ie {1,2,..., n},atunci probabilitatea sa se realizeze k din cele n evenimente este

coeficientul lui x* din dezvoltarea binomului (px +q)", adica este egald cuC¥ p*q™™.

Observatii.

1) Schema lui Bernoulli poate fi privita ca un caz particular al schemei lui Poisson, in
care evenimentele independente sunt echiprobabile.

2) Schema descrisa a capatat denumirea de schema lui Bernoulli , intrucat studiul ei
sistematic a fost facut de cunoscutul savant elvetian Jacob Bernoulli, care a trait spre sfarsitul
secolului al XV1I-lea(1654-1705)[1, p. 39].

3) Modelul matematic al schemei lui Bernoulli poate fi dat de o urna in care avem a
bile albe si b bile rosii si efectudam din urna n extrageri, punand dupa fiecare extragere bila
extrasa inapoi[ 2, p. 30]. Probabilitatea ca la o extragere sa obtinem o bild alba este:

oo 8
a+b
Probabilitatea ca din n extrageri sa obtinem k bile albe este C*p*q"™*[2, p. 31].

Exemple.

1) Se arunca o moneda de n ori. Care este probabilitatea ca, din cele n aruncari, sa
apard de k ori fata cu banul ?

Solutie. Experienta & a aruncarii de n ori a unei monede constd n: prima aruncare a
monedei (&1), a doua aruncare (&), etc. Consideram urmatoarele evenimente:

A, :,, apare banul la prima aruncare”;
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A, : ,apare banul la a doua aruncare”, etc., respectiv legate de evenimentele &1, &,
e En. Evenimentele AA,,.. A, sunt independente si avem

1 . 1
p=P(A)=P(A)=..=P(A)=1 5i 4=
Probabilitatea ca, in cele n aruncari, si obtinem de K ori banul este egald cu

k n—k n

ck. 1y (1 =CFK- 1 .

2 2 2

Generalizarea problemei propuse este: Dacd A este un eveniment asociat unei
experiente, cu probabilitatea P(A): p st daca repetam de n ori experienta, atunci

probabilitatea ca A si se realizeze de k ori este egalid cu C*p*q"™, unde q=1- psi, prin
abuz de limbaj, am spus Ainlocde A, A,,..., A, [2, p.29-30].

2) O urna contine 6 bile verzi si 4 bile rosii. Se extrag succesiv din urna trei bile, bila
extrasd fiind pusa inapoi In urna nainte de fiecare extragere. Care este probabilitatea ca din
cele trei bile extrase, 2 sa fie verzi §i una rosie ?

Solutie. Consideram evenimentele independente A, : ,,prima bild extrasa este verde”,

A,: ,a doua bild extrasa este verde”, A;: ,a treia bild extrasa este verde”. Problema cere

probabilitatea realizarii a doua din cele trei evenimente.
La o efectuare a experientei probabilitatea evenimentului ,,bila extrasa este verde” este

de E:%_ Suntem Tn cazul schemei lui Bernoulli pentru n = 3, k =2, p = g q:%.

3
Probabilitatea cerutd este coeficientul lui X? din  binomul (gx +§J adica

(3] (2

3l N E " 79"

5 5) 125
3) Se arunca de 15 ori doua zaruri. Aflati probabilitatea ca sa apara de 4 ori suma 9.
Solutie. Avem o experienta care permite aplicarea schemei lui Bernoulli.

La o efectuare a experientei, evenimentul ,, aparitia sumei 9” are probabilitatea

4 = 1 (deoarece sunt 6 - 6 = 36 cazuri posibile, iar suma 9 se obtine pentru perechile(3, 6),

36
(6,3),(4,5), (5,4), adica avem 4 cazuri favorabile).

Conform schemei lui Bernoulli, aplicata pentru n = 15, k = 4, p = %, q :g,

1 4 8 11
probabilitatea cerutd este C,; (5] (5]

3. Schema hipergeometrica (Schema bilei neintoarse)

Ca model matematic, schema hipergeometrica are acelasi punct de plecare ca schema
lui Bernoulli, si anume extragerea dintr-o urna, cu o componenta data, a unui numar de bile.
Diferenta esentiald este aceea cd, la schema hipergeometrica, dupa fiecare extragere, bila
extrasa nu este pusa inapoi in urna.

Schema hipergeometrica:

Dintr-o urna cu a bile albe si b bile rosii (a + b = N) se extrag n bile, n < N, fard ca
sa se puna dupa fiecare extragere bila extrasa inapoi in urnd. Probabilitatea ca din n
extrageri sa obtinem « bile albe (si evident N —« bile rosii) este
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Sa determindm si conditiile pe care trebuie sd le indeplineascad numarul de bile albe
a , pentru a putea functiona corect schema.

Cum a<n sia<a,rezultici  <min(a,n). Daci sunt & bile albe, atunci n—«
sunt bile rosii, de unde n—a <bsau @ >n—-b. Dar a >0,deci a > max(0,n—b). Deci

max(0,n —b) < & < min(a,n).

Demonstratie. In conditiile schemei, numarul cazurilor posibile este dat de numarul

de combinari facute cu N bile din urnd, luat in raport cu numarul n de bile extrase.
Determinam mai departe numarul cazurilor favorabile, adicd numarul grupurilor de « bile

albe si n—a bile rosii. Sunt C; grupuri de « bile albe pe care le putem forma cu cele a bile
din urnd si C, ™ grupari de n—a bile rosii, pe care le putem forma cu cele b bile rosii
existente in urnd. Obtinem C.-C, ™ cazuri favorabile. De aici rezultd formula pentru

P (a)[2, p.31].

Exemple.

1) Dintr-o urna in care sunt agezate toate numerele naturale de la 1 la 90, se extrag 6
numere. Care este probabilitatea ca sa iasa doud din numerele:

5,72,27,31, 16, 82 ?[3, p. 32]

Rezolvare. Observam ca numerele extrase nu se intorc in urna dupa extragere.

Numarul cazurilor posibile este numarul de combinari facute cu cele 90 de numere

din urni, luate cite 6 numere (céte se extrag). Gisim Cg, cazuri posibile.

Observam mai departe ca din cele 6 numere doud trebuie sa iasd si 6 — 2 = 4 nu. Se
poate aplica schema bilei neintoarse pentru N=90,n=6, =2, n—a =4,a=6,b=90-6
= 84.

2 . 4

Asadar, probabilitatea ceruta este %.

90

2) O urna contine 15 bile albe si 20 bile negre. Se extrag 7 bile farad intoarcerea bilei

extrase. Care este probabilitatea ca , din cele 7 bile extrase, 2 sa fie albe si 5 negre ?

Rezolvare. Suntem 1n cazul bilei neintoarse. Numarul total de bile este N =15 + 20 =

35. Numirul de bile extrase este n = 7. Numdrul cazurilor posibile este CJ, iar numirul

2 5

(:15 '(:20

—
35

Observatie. Schema hipergeometrica se poate generaliza pentru o urna confinand bile
Co-Cor-Cyr

cazurilor favorabile este Cf; - C5,. Probabilitatea ceruti este

&

care au nculori. In acest caz obtinem probabilitatea ceruta este pov——
a+ay+.+a,

Exemplu.

Intr-un cos sunt 100 mere, dintre care 10 sunt batute, iar 4 sunt stricate(restul fiind
bune). Din cos se aleg 12 mere. Aflati probabilitatea ca din acestea 8 sa fie bune, 3 sa fie
batute si unul stricat.

Rezolvare. Observam ca in cos sunt 100 — 10 — 4 = 86 mere bune. Aplicim acum
generalizarea anterioard, pentru schema hipergeometrica, si obtinem cd probabilitatea ceruta
este
C886 'C130 'Ci

Cloo
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Stiati ca...

Numele de schema hipergeometrica provine de la faptul ca valorile P (a) intervin in seria

hipergeometrica a lui Gauss(1777 - 1855), unul din marii matematicieni ai lumii, care a
publicat lucrari importante si in teoria probabilitatilor[2, p. 31]
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7. STUDIU DE SPECIALITATE:
CARACTERISTICI DE DISPERSIE

Tuliana TRASCA,
Scoala Gimnaziala ,, Gheorghe Popescu’ Margineni — Slobozia

Studiul elementelor de statisticAi matematicd este important pentru deslusirea
informatiilor care ne inconjoara si care, interpretate in mod eronat, conduc la concluzii gresite
asupra problemei sau fenomenului studiat. Pentru elevii clasei a X-a de liceu, invatarea
caracteristicilor de dispersie contribuie la Tndeplinirea acestui obiectiv. Aceste caracteristici
ofera informatii asupra valorilor unei variabile statistice si furnizeaza date care ajuta la
formularea unor predictii privind producerea viitoare a fenomenului cercetat.

Pentru predarea — invatarea acestei lectii am gandit utilizarea unor sugestii metodice,
menite sa indrume activitatea didactica.

La inceputul lectiei avem un antrenament mental care ajutd la recapitularea
cunostintelor din lectiile precedente si o situatie — problema, menita sa implice si sd motiveze
elevii pentru activitatile desfasurate in cadrul orei.

Scoatem in evidentd apoi greselile pe care le pot face elevii in invatarea
caracteristicilor de dispersie. Modalitatile de remediere raman la latitudinea fiecarui profesor

Sumarul sintetizeaza cunostintele teoretice predate. Puteti lasa elevii sa faca acest
sumar in ultimele minute din ora. Asa veti avea un real feed-back, care este necesar unei
invatari eficiente, si veti putea observa modul in care elevii au Inteles cunostintele predate.

1. Initierea activitatii

Antrenament mental — calcul al parametrilor de pozitie
Pentru multimea de date 2, 4, 5, 5, 6, 8 cat este mediana ? Dar modul ? Care este
valoarea medie a seriei ?

Recurgerea la o situatie - problema

Se studiaza timpul necesar fabricarii unei piese de catre muncitorii a doua ateliere de
acelasi profil. Datele obtinute formeaza doua serii statistice cu o variabild, descrise in tabelul
urmator[4, p. 24].:
Timpul (min.) 40 |50 [60 |70 |80 |90 [100]110|120 |130 140 |150]170
Nr. muncitori |0 |1 |0 |2 |0 |0 4 0 0 1 0 1 1
seria 1
Nr. muncitori |0 |0 |0 |0 |1 |2 4 0 2 0 1 0 0
seria 2

Calculati pentru fiecare serie cei trei parametri de pozitie, adicd modul, mediana,
valoarea medie. Ce observati ? Ce puteti spune de modul de raspandire, fata de valoarea
medie, a valorilor pentru cele doua serii ?

2. Repere strategice ale lectiei

e Ardtati elevilor ca valoarea medie, fiind puternic influentata de ,,outliers” (valorile
extreme), nu poate furniza o descriere exacta, corectd a datelor[37, p.440]. Pentru a sustine
cele afirmate, considerati doua multimi de date care au aceeasi valoare medie, dar ale caror
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valori sunt mai grupate sau mai imprastiate fata de valoarea medie calculata. Implicati elevii
in alcatuirea celor doua multimi de date.

e Este firesc ca pasul urmator al lectiei este completarea informatiilor furnizate de
valoarea medie cu o masura care sa ne arate gradul in care valorile sunt mai apropiate sau mai
departate fata de valoarea medie.

e Puteti defini amplitudinea unei serii statistice prin analogie cu conceptul de
amplitudine(lungime) a unei clase(interval), si Intr-un caz si in celdlalt amplitudinea fiind
diferenta valorilor extreme.

e Motivati folosirea relativ restransd a amplitudinii pentru studierea gradului de
imprastiere a datelor, prin faptul ca, desi este un indicator care trebuie sd caracterizeze
dispersia tuturor valorilor unei variabile, amplitudinea are dezavantajul ca nu tine seama de
multimea valorilor considerate.

Conduceti discutia catre urmatorul pas al lectiei prin intrebari de tipul: ,,Ce se
intampla cu amplitudinea daca se elimina valoarea maxima sau cea minima a seriei date?”,
,Pentru calculul amplitudinii cate valori ale variabilei folosim ?” ,,Sunt folosite toate valorile
seriei date ?”, ,,Ne ajutd acest indicator pentru a sti cat de raspandite fatd de medie sunt
valorile variabilei considerate ?”. Elevii vor constata singuri, raspunzand la aceste intrebari,
care sunt limitele folosirii amplitudinii. Astfel se creeaza atmosfera si motivatia necesare
cunoagsterii celorlalte caracteristici de dispersie — dispersia si abaterea medie patratica - care
sd serveasca scopului nostru: acela de a afla cat de dispersate sunt valorile seriei studiate fata
de medie.

e Folositi ambele denumiri pentru cele douad caracteristici: dispersie — variantd,
abatere medie patratica — deviatie(abatere) standard.

e Pentru aflarea dispersiei si a abaterii medii patratice, calculele, uneori greoaie,
impun folosirea calculatorului si consider cad este suficient sa se lucreze in clasd o singura
aplicatie, precum urmatorul:

Exemplu :

Notele obtinute la un test de cei 20 elevi din clasei a X-a B sunt :

3,7,8,55,3,4,7,78,8,6,57,9,9,10,7,5, 6.

a) Care este amplitudinea seriei ?

b) Reproduceti tabelul urmator, completati primele trei coloane si calculati media

X (notatiile sunt cele folosite in lectie).

Note (xi) Fr.abs. (ni) | niXi ‘Xi _)‘(‘ ni ‘Xi _)—(‘ n (Xi _)—()2
3 2 6
Total N = Total A= Total B = Total C=

a) Terminati calculul din tabel.

b) Calculati abaterea medie Dy = % varianta (dispersia) V = o?= % si abaterea

medie patratica (deviatia standard) o = % .
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c) Alt calcul pentru dispersie.
Reproduceti tabelul de mai jos cu aceleasi valori pentru seria data si completati-.

Note (xi) Fr. abs. (n;) Xi® Ni Xi°
3 2 9 18
Total D =

Verificati, pentru acest exemplu, ci o>= x> — ()_()2 :

Observatiile necesare lucrului pentru acest exemplu se vor face pe parcursul
rezolvarii, atat frontal, cat si individual. Urmeaza ca, dupa aceea, elevii sa-si insuseasca
deprinderile de calcul, rezolvand singuri una sau doud din aplicatiile de pe fisa de lucru
suplimentara sau din manual.

e De multe ori este mai simplu sa se calculeze dispersia folosind formula:

- 2 A . e ea . . <
o?= x? —(X) . Lucrand acelasi exercitiu si in al doilea mod, elevii vor constata ca

obtin acelasi rezultat pentru cele doud caracteristici de dispersie.

e Elevii pot intreba care este caracteristica de imprastiere cel mai des utilizata si de
ce. Fiti pregatifi sa aduceti argumente 1n favoarea folosirii abaterii medii patratice, altele
decat acela cd valoarea medie nu caracterizeaza suficient de bine o serie statistica.

Astfel, daci elevii vor sti ca:

= abaterea medie patraticd se obtine in urma unui calcul relativ usor, care face apel la
operatii cu numere reale(calcul numeric);

= 0o valoare scazuta a abaterii medii patratice reflectd o mare concentrare a datelor in
jurul valorii medii §i reciproc;

= abaterea medie patratica este legatd de dispersia asa - numitelor distributii normale,
reprezentate printr-o curba in forma de clopot, care sunt cele mai frecvente[6, p.183];

= valoarea medie si abaterea medie patratica intervin in calculul extremitatilor a doua

intervale [X—o;X+0 ] si [X—20;X+20], care se iau adesea in considerare in studiile

statistice.

= Procentajul valorilor (variabilei) situate in aceste intervale, este folosit, In particular,
la definirea standardelor(normelor) tehnice (pentru instrumente de masurare, utilaje
industriale, s.a.)[43, p.193];

atunci ei vor afla raspuns la intrebari, vor fi mai motivati pentru studiul acestui
indicator si vor realiza legatura dintre acesta si viata practica.

e Expresiile dispersiei si abaterii medii patratice par sa fie greu de retinut, astfel ca
pentru unii elevi este mai usor sa retina aceste definitii verbale:

* Dispersia este media patratelor ,,distantelor” fiecarei valori fatd de medie.

= Abaterea medie patratica este radacina patrata a dispersiei.

3. Analiza erorilor

Greseli posibile Modalitati de remediere
Confunda caracteristicile de dispersie cu cele | Dati elevilor ca sarcina in timpul orei
de pozitie urmatoare sd realizeze o hartd conceptuala a

caracteristicilor, de pozitie si de dispersie,
studiate sau cereti elevilor sa scrie pe o coala
As cu un marker, pe coloane distincte
caracteristicile de pozitie, respectiv pe cele de
dispersie, cu formulele lor.

47


http://www.mateinfo.ro/

REVISTA ELECTRONICA MATEINFO.RO ISSN 2065-6432 - MARTIE 2021 www.mateinfo.ro

Puneti cativa elevi sa repete pe rand aceasta
proprietate, folosind propozitia: Dispersia
este media patratelor valorilor minus
valoarea medie la patrat

— -
Gresesc formula o?= x*—x", scriind-o
invers

4. Sumarul lectiei
e Amplitudinea, dispersia si abaterea medie patratica sunt indicatorii raspandirii sau
imprastierii valorilor dintr-0 serie statistica.

Tn cadrul lectiei de predare a acestei teme, pot exista una sau mai multe secvente de
invatare cu ajutorul calculatorului. Folosim calculatorul in scopul credrii unor lectii de
statistica dinamice si atractive. Implementarea unor elemente de informatica este o modalitate
de predare—invatare care motiveaza elevii si determina o intelegere corecta si de lunga durata
a fenomenelor studiate.

Folosind limbajul de programare C/C++ si ca interfatd de prezentare programul
PowerPoint, elevii vor calcula indicatorii de dispersie si vor observa cum se modifica acestia
dacd se adaugd sau se elimind anumite valori ale variabilei studiate.

Formule de calcul:
Amplitudinea unei serii statistice este A = Xmax - Xmin
Dispersia se calculeaza cu formula

Zpl n; (Xi - ’_()2

2 _ =l

- p
2N
i=1

Abaterea medie patratica se noteaza o si este radacina patrata a dispersiei.

o , unde x; sunt valorile variabilei, iar nj este frecventa absoluta a valorii X;
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