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1. Miscellaneous matematic

de Neculai Stanciu, Buziu

Matematica este regina stiintelor (Karl Friedrich Gauss (1777-1855)).

Matematica este muzica ratiunii (James Joseph Sylvester (1814-1897)).

Matematica este o limba si o stiinta (Lucian Blaga (1895-1961)).

Matematica este un joc care se joacd dupa anumite reguli simple cu semne fara inteles pe hartie
(David Hilbert (1862-1943)).

Matematica este nici mai mult, nici mai putin, decat partea exacta a gandirii noastre
(Luitzen Egbertus Jan Brouwer (1881-1966)).

Matematica este un joc cu cele mai simple legi ale judecatii omenesti (Mihai Eminescu
(1850-1889)).

Matematica este un mod de exprimare a legilor naturale, este cel mai simplu si cel mai
potrivit chip de a Infatisa o lege generald sau curgerea unui fenomen, este cea mai perfectd limba
n care se poate povesti un fenomen natural (Gheorghe Titeica (1873-1939)).

Matematica este ceea ce incepe, ca si Nilul, in modestie si se termina in magnific (Calvin
Colton (1789-1857)).

Matematica este limbajul universului. Asa ca cu cat stii sa rezolvi mai multe ecuatii, cu atat
poti conversa mai mult cu cosmosul (Neil deGrasse Tyson (1958-)).

Matematica este la fel de mult un aspect al culturii ca si o colectie de algoritmi (Carl
Benjamin Boyer (1906-1976)).

Matematica este limba cu care Dumnezeu a scris universul (Galileo Galilei (1564-1642)).

Matematica este arta de a da acelasi nume la diferite lucruri (Henri Poincaré (1854-1912)).

Matematica este singura metafizica buna ( Lord Kelvin (1824-1907)).

Matematica consta in a dovedi ceea ce este evident in cel mai putin evident mod (George
Pélya (1887-1985)).

Matematica este o forma de poezie care transcende poezia prin aceea ca proclama adevarul;
o forma de rationament care transcende rationamentul prin aceea ca vrea sa infaptuiasca adevarul
pe care il proclamd; o forma de actiune, un comportament ritual, care nu gaseste Implinire in
fapta, ci trebuie sa proclame si sa elaboreze o forma poetica a adevarului ( Salomon Bochne
(1899-1982)).

Matematica este stiinta care trage concluzii necesare ( Benjamin Peirce (1809-1880)).

Matematica poate fi definita ca materia in care nu stim niciodata despre ce vorbim, nici daca
ceea ce spunem este adevarat (Bertrand Russell (1872-1970)).

Matematica, in sensul cel mai larg, este dezvoltarea tuturor tipurilor de rationament formal,
necesar si deductiv ( Alfred North Whitehead (1861-1947)).

Matematica este judecatorul suprem; nu exista recurs fata de deciziile sale ( Tobias Dantzig
(1884-1956)).

Matematica este tacerea care mangaie lumea in sensul religios ( Dima Zainea ).

Matematica este unealta in mod special adaptatd pentru a avea de a face cu concepte
abstracte de orice fel si nu exista o limita a puterii sale in acest domeniu ( Paul Dirac (1902-
1984)).
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Matematica este stiinta operatiilor abile cu concepte si reguli inventate in acest scop (Eugene
Paul Wigner (1902-1995)).

Matematica este stiinta tiparelor (Lynn Steen (1941-2015)).

Matematica nu este un limbaj, este o aventura (Paul Lockhart (1956-)).

Matematica e un mod de viata. Acela de a trai in siguranta (David Boia ).

Matematica este o colectie de trucuri ieftine si glume murdare ( Lipman Bers (1914-1993)).

Eseul ’Scuza matematicianului’’ al lui Godfrey Harold Hardy (1877-1947), dezviluie (printre
alte lucruri stralucite):

e O stiinta sau arta pot fi socotite utile daca dezvoltarea lor contribuie la bunastarea materiala
si confortul oamenilor, daca promoveaza fericirea.

e Gloria matematicienilor se masoara in inutilitatea operei lor.

e Matematica lui Fermat, Euler, Gauss, Abel si Riemann este aproape in intregime
nefolositoare.

“Eseul lui Hardy ramdne in istoria matematicii si a culturii ca o pledoarie pasionata pentru

valorile estetice ale rationamentului matematic, comparate de autor cu cele ale limbajului poetic’’
Viorel Barbu (1941-)

In scoala romaneasca structura matematicii este corect reprezentati. Bineinteles, existd opinii
care ar dori:

e  "maimult’ - dorinta de a face mai multa logica formala care sd o aproprie de formalizarile
acesteia: calculul propozitional si calculul cu predicate; din alt unghi de vedere se doreste
dezvoltarea unor domenii ale matematicii scolare, de exemplu geometria - Tntr-o structura
de sistem deductiv semiformalizat sau

e mai putin’’ - reduceri drastice de demonstratii si chiar din riogoarea prezentdrii unor
concept) in programele si implicit in manualele scolare. Actuala selectare a continutului
matematicii in scoala reprezinta o pozitie de echilibru.

“Mintea intuitiva este un dar sacru §i mintea rationald este un servitor credincios. Am creat o
societate care valorifica servitorul si a uitat darul.” Albert Einstein

Exista doua feluri de gandire in matematica:
1. gandirea logica (ratiunea) si
2. gandirea intuitiva (intuitia).

Matematica nu se reduce la logica, iar gandirea matematica are o importantd componenta
intuitiva, care este, de fapt, adevarata fortd a rationamentului matematic. In descoperirea
matematica trebuie sa existe un echilibru subtil intre intuifie si rigoare logica.

Logicismul a fost creat de Gottlob Frege (1848-1925), Bertrand Russel (1872-1970), Alonzo
Church (1903-1995), Rudolf Carnap (1891-1970), Richard Dedekind (1831-1916), Georg Cantor
(1845-1918), Giuseppe Peano (1858-1932), Karl Weierstrass (1815-1897) s.a. Formalismul a fost
creatde David Hilbert. Programul hilbertian prevede elaborarea unor teorii axiomatice formalizate
necontradictorii si complete. Acest deziderat este dovedit irealizabil de Kurt Gédel (1906-1978).
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Intuitionismul a fost intemeiat de L.E.J. Brouwer pe baza ideilor lui Emile Borel (1871-1956),
Henri Lebesgue (1875-1941), Henri Poincaré (1854-1912), Bernhard Riemann (1826-1866) s.a.
Matematica adevarata, pura, autenticd este o realitate independentd, echivalentd cu acele
constructii mentale intuitive, ireductibile. Logica intervine la un stadiu ulterior al metamorfozei
suferite de realitatea matematica. Limbajul si logica intervin in creatia matematica doar pentru
comunicare.

In matematica, unele definitii sunt exagerat de riguros stiintific introduse. Din acest punct de
vedere ele devin ineficiente. Asigurarea rigorii trebuie realizatd intr-un mod gradat, accesibil si
coerent. De multe ori efectul este deplasarea intelegerii spre memorare mecanica. Definitiile
riguroase dau vigoare si consistentd logica, dar pun in dificultate invatamantul matematic, care
opereazda mai bine cu variante intuitive. Formalizarea a indepartat matematica de stiintele si
domeniile in care aceasta joaca un rol central de cateva secole.

Exemplificam durerile facerii definitiilor prin urméatorul exemplu. Presupunem ca avem langa
noi o oaie. Vom studia conceperea definitiei de catre diverse personae.

Def 1- Specialistul de la facultatea de biologie: precizeaza denumirea stiintifica si clasificarea
zoologicd impreuna cu amabila oferta de argumentare a clasificarii.

Def 2- Specialistul zootehnic: aflam rasa, linia de obtinere a ei si eventualele considerente
asupra potentialului economic si genetic individual.

Def. 3 — Ciobanul de la care a fost luata oaia: *’Este o oaie a lui Vasile Ipate; nu prea da lapte
si se umple de scaieti’’.

Def. 4 — Specialistul in industria alimentarad: ne ofera detalii asupra calitatii carnii.

Def. 5 — Specialistul din industria pielii: precizeaza calitatea blanii ce se poate preleva.

Def. 6 — Ministrul Agriculturii, Petre Daea: *’Oaia e o statuie vie. Langa oaie gasesti o frunza,
dar langa frunza nu gasesti o oaie’’.

Def. 7 —Filosoful: ’Oaia este o forma de existenta a materiei si orice alt detaliu este superfluu’’.

Def. 8 — de la un vdnzator: aflam pretul pe care l-am putea obtine.

O posibilad definitie concisa si explicativa pentru >om’’ ar fi: omul este un animal social, dar cu
sigurantd nu am aprecia dacd am fi strigati pe strada >’mai animalule ! *.
Deoarece s-a constatat ca 50% dintre elevi uita definitiile, iar cei care le refin le redau cu omisiuni
esentiale, deducem ca matematicii ii revin urmatoarele sarcini:

e Toleranta fata de definitii;

e Stoparea (sau temporarea) efortului definitoriu;

e Folosirea definitiilor echivalente;

e Operarea cu explicatii in loc de definitii.

Limbajul hibrid folosit de profesori ne aminteste de faptul ca daca unul arunca o piatra in lac,

9

atunci alfi zece nu pot sd o scoatd. O astfel de meschindrie este este depunctarea ereziei > =",

scapate de un elev bun, intr-0 lucrare, in locul savantului >>="’. Acum, cu noile manuale, exista
posibilitatea de a dezvata profesorii de asemenea meschindrii. In acest sens relatdm cateva fapte
istorice.

David Hilbert, a introdus simbolul = (congruenta) pentru a marca o relatie primara guvernata
de cele cinci axiome din grupa III pentru a nu deconspira prematur ca este o relatie de echivalenta.
Dupa stabilirea acestui fapt, revine la notatia uzuald, =. Asadar, cei care sustin caracterul stiinfific
a notatiei = nu par a fi citit mai mult de zece pagini din *’Griindlagen der Geometrie’’.
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Dupa Dan Bréanzei (1942-2012), semnul cel mai inspirit pentru relatia de congruenta este =>si
apartine lui Dan Barbilian (1895-1961); simetria acestei relatii se obtine din axiome prin
rationamente foarte precise.

In teoria multimilor , egalitatea elementelor era transferati prin principiul extensiei la
coincidenta multimilor, notata =. Ulterior, pentru liniarizarea scrierii, semnul = a fost inlocuit
prin  =. Deci, notareca congruentei triunghiurilor prin=sugereaza coincidenta multimitor
respective. Ludri de atitudine similar celei de aici au fost numeroase imediat dupa 1980, dar au
fost blocate deoarece linia novatoare avea girul celei mai importante familii.

Un adevar fundamental pe care Henri Poincareé il sutine in numeroase eseuri este: Matematica
nu se reduce la logica, iar gandirea matematica are o importanta componenta intuitivda, care este,
adevarata forta a rationamentului matematic.

Observam la elevi faptul ca unora le place sa trateze problemele prin *’/ogica’’, celorlalti prin
intuitie” .

Rationamentele care fac apel la logica ne conduc intotdeauna la tautologii, care nu ar putea
crea ceva nou. Intr-un anumit sens pentru a face aritmetica, sau geometrie, ne trebuie si intuitie.
Unii elevi au:

1. o intuitie geometrica (figurativa), in timp ce altii au
2. 0 intuitie algebrica (operationald).

Relatam aici urmatoare intamplare.

Andrei Nikolaevici Kolmogorov (1903-1987) a sustinut o conferinta despre geometria analitica
pland. Intrebat despre succesul conferintei, a spus cd este foarte nedumerit, deoarece a fost laudat
de doi dintre ascultatori.

- Pare foarte normal !

- Nu chiar asa pentru ca m-au laudat din unghiuri opuse, chiar contradictorii. Unul a spus ca abia
cu ajutorul sistemelor liniare a inteles de ce pentru doua drepte exista doar posibilitatea de a fi
paralele, secante sau confundate, fiind imposibil sa aiba in comun doua sau trei puncte.

- Si celalalt ?

- Celalalt m-a felicitat ca acum a inteles de ce un sistem linear de doud ecuatii cu doud
necunoscute poate avea doar zero, una sau o infinitate de solutii.

Profesorul trebuie s paraseasca cadrul abstract si sa opereze cu modele familiare.
George Polya (1887-1985) afirma:
"’Uzafi de toate mijloacele pentru a face abstractiunile accesibile. Nimic nu este prea bun sau
prea rau, prea poetic sau prea vulgar pentru a clarifica abstractiunile’”’.

Michael Eyquem de Montaigne (1533-1592) afirma: *’Adevarul este un lucru atat de mare, incat
nu trebuie sa dispretuim nici unul dintre mijloacele ce ne pot conduce la el. De aceea, daca sufletul
vad indeamna sd fiti un pic poetic sau un pic vulgar in clasa, nu va lasati impiedicati de o jena
nejustificata’’.

Ludwig Mies van der Rohe (1886-1969), marele architect german avea o vorba 'Mai putin
este mai mult’’, s1 daca toti profesorii si-ar aminti acest adagio, atunci intreaga audienta ar fi mai
inteleptd si mai fericita.

Lectiile elementare sunt cele mai placute. Lectiile trebuie sa fie simple si elementare, nu
complicate si tehnice.
O definitie buna pentru un savant este cea care satisface regulile logicii.
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In invatamant, o definitie buna este cea pe care elevii o inteleg !

De ce oare atat de multi elevi nu nfeleg matematica ?
"’Oamenii cred ca nu inteleg matematica, dar totul e cum o explici lor. Daca intrebi un betiv
care numar este mai mare, 2/3 sau 3/5, atunci nu va fi in stare sa-ti spund. Daca il intrebi: ce e
mai bine, 2 sticle de vodca pentru 3 oameni sau 3 sticle de vodca pentru 5 oameni, atunci ifi va
raspunde imediat: 2 sticle de vodca la 3 oameni, bineinteles !’ 1srael Gelfand (1913-2009).

Daca ne bazam pe intuitie, aceasta nu da rigoare, iar logica naste uneori monstri.
Aceasta criza care dureazd pana in zilele noastre, poate fi stapanitd pastrand o dreaptd masura in
procesul de predare intre definitiile formale riguroase si cele intuitive provenite din practica
istorica si aplicatiile matematicii in stiintele naturii si tehnologie.

Henri Poincaré, pledeaza impotriva exagerarilor formalismului logic Tn predarea matematicii
si in favoarea constructiilor bazate pe intuitie — sursa dintotdeauna a ideilor matematice.
Concentrarea mentald la matematica, este intensa iar presiunea psihologica este considerabila.
Urmeaza un punct de vedere personal. Un olimpic la matematica:
e trebuie si aiba o motivatie interna;
e dacaiti place matematica, atunci satisfactia pe care o obtii din rezolvarea problemelor grele
este imensa;
e trebuie sa fie interest cu pasiune de rezolvarea problemelor si s i se dedice matematicii cu
totul.

’Problemele sunt motivul, mijlocul si scopul invatarii matematicii scolare’’. Dan Branzei

Matematicienii sunt caracterizati fie ca ’’rezolvitori de probleme”’, fie ca ’’teoriticieni’’
(Paul Erdés (1913-1996) versus Alexandre Grothendieck (1928-2014), de exemplu), dar cei mai
multi se pozitioneaza intre, cu lucrari care solutioneaza probleme, cat si dezvoltarea unor teorii.

De fapt, o problemna importanta tinde sa dezvolte o teorie pentru solutionarea ei (un exemplu
clasic ar fi teorema lui Pierre de Fermat (1607-1665)). Tn schimb, o teorie care nu conduce la
rezolvarea unor probleme concrete nu are nicio valoare.

George Pdlya, n cartea How to solve it ? (aparuta in limba roméana cu titlul Cum rezolvam o
problema ?) prezinta patru pasi generali de abordare a unei probleme:

e intelegerea problemei;
e elaborarea unui plan;
e aplicarea planului si

e verificarea.

Spre deosebire de exercitiu, care consta in aplicarea directd a notiunilor teoretice invatate,
rezolvarea unei probleme necesita gandirea creatoare, imaginatia matematica si ingeniozitatea
elevilor. In vederea rezolvarii unei probleme, trebuie sa finem cont de urmatoarele:

intelegerea problemei.
Iata intrebarile care trebuie sa ni le formuldm in aceasta prima etapa: Care este necunoscuta? Care
sunt datele? Care este conditia? Este suficienta conditia pentru a determina cerinfa? Trebuie sa
facem un desen? Care sunt noutdtile corespunzatoare? Care sunt diversele parti ale conditiei?
Segmentele conditiei se pot scrie in limbaj matematic?
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Tntocmire planului (construirea modelului matematic).

Am invatat vreo teorema care ar putea fi aplicata aici? Cunoastem vreo problema inrudita avand
aceeasi necunoscutd, sau careia am putea sa-i folosim metoda de rezolvare? Nu am putea sa
introducem un element auxiliar pentru a o face utilizabila? Am putea-0 reformula? Ne putem
imagina o problema mai generald? Dar una particulara? Au fost utilizate toate datele problemei?
Enuntam relatiile dintre date si necunoscute. Aceste relatii pot fi egalitati, inegalitafi sau de alta
forma si ele vor forma asa-numitul model matematic al problemei.

Rezolvarea modelului matematic. Transformam elementele care ni se dau si cele
necunoscute. Incercdm si introducem elemente noi, mai apropiate de datele problemei.
Generalizam. Examinam cazurile particulare. Aplicdm analogii.

Verificarea solutiei gasite.

Se interpreteaza datele obtinute. Se aleg solutiile practice. Nu existd oare o altd cale mai directa
care sa ne duca la acelasi rezultat? Se consemneaza solutiile gasite si in acest fel, schema rezolvarii
unei probleme a luat sfarsit.

., Daca vreti sa rezolvati o problema trebuie... sd rezolvati probleme” George Pélya.
Doua aspecte paradoxale (George Pélya.):

1. De multe ori se invatd mai cu folos prin rezolvarea unei probleme... rezolvate (folosindu-ne
de alte metode);

2. Uneori, nerezolvarea unei probleme poate fi mai utild pentru formarea priceperilor, decat
rezolvarile dintr-o bucata dar care in afara de satisfactia succesului imediat s-ar putea sa nu lase
,2urme” care sa fie folosite si la alte probleme.

Demonstratia este produsul final al interactiunii dintre imaginatia creatoare §i rafionamentul
critic.

Exemplele te tin cu picioarele pe pamant, te ajuta sa faci teoria usor de inteles. Un exemplu
bun este un lucru frumos si convingator.

Strategia. Cu cat stii mai multe trucuri si metode, cu atat poti incerca sa rezolvi mai multe
probleme diferite. O idee buna este sa-{i largesti orizonturile.

Metoda este calea care trebuie urmata in vederea rezolvarii unei probleme.Metodele generale
sunt analiza, sinteza, metoda reducerii la absurd etc.

De exemplu, modul de abordare al lui Michael Atiyah (1929 - 2019) este evitarea atacului direct,
cautarea unor abordari indirecte. Aceasta presupune conectarea la idei si tehnici din diverse
domenii care ar putea arunca o lumina neasteptata asupra problemei.

Sir Michael Atiyah este matematicianul englez (90 de ani) care anunta recent ca a rezolvat celebra
ipotezd Riemann — 21 septembrie, 2018
(https://drive.google.com/file/d/17NBICP60cUSucr XKNWvzL mrQpfUrEKuY/view).

Dupa ce si-a prezentat calculele — 24 septembrie, 2018
(https://www.youtube.com/watch?v=jXugkzFW5qY &feature=youtu.be), matematicienii au cazut
de acord: calculele lui nu sunt o demonstratie
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(https://www.reddit.com/r/math/comments/9igc4d/atiyahs lecture on the riemann hypothesis/?
st=JMG4YU56&sh=7f88a951), deci premiul (1 milion $) raméne in picioare.

O poveste cu matematicieni e medalia Fields. La Heidelberg Laureate Forum HLF se intalnesc
matematicienii si informaticienii (multi laureati cu medalia Fields, premiul-Abel sau premiul
Turing) pentru a discuta. E momentul cand matematica si informatica se afla in pragul a noi
este suficient sa fie “aruncate” anumite lucruri interesante, pentru ca cel care le afla sa vrea singur
si caute mai departe. In acelasi timp, ecuatiile nu trebuie neapirat evitate, depinde si de
cunostintele cititorului.

Masinile vor deveni ,inteligente” ca oamenii? Vom plati numai cu moneda crypto? Are
matematicianul Michel Atiyah dovada pentru conjectura Riemann? Discutiile de la HLF pot
interesa elevi, studenti, matematicieni.

Vasilios Mavroudis este unul din cei 200 de cercetatori tineri prezenti la Heidelberg. A ales
informatica din curiozitate, pasiune si cu ceva noroc. Se preocupd cu securitatea sistemelor. Ca
analist de securitate trebuie sa te preocupi cu toate partile sistemului. Daca nu se gasesc locuri
nesigure treaba e facuta bine.

David Patterson a realizat arhitecturd inovatoare pentru computere si a primit premiul Turing.
Acum e inginer la Google, acolo unde sunt si studentii lui de altadata.

“In esentd insd, curiozitatea, povestea si ecuatiile sunt coloana vertebrald a comunicdrii
stiintei’’ C. Prescura (1971-).

Sir Michael Atiyah a lovit din nou, de data aceasta Tn fizica — 30 septembrie, 2018. Tntr-un alt
articol (https://goo.gl/oQyubJ), el sustine ci a gasit un principiu prin care se pot deduce constantele
"fundamentale™ din fizica, si exemplifica cu calculul constantei de structura fina (~1/137). Sa aiba
dreptate? Concluzia? Si de data aceasta calculele lui Sir Michael Atiyah sunt gresite
(https://goo.gl/uKWfrr ) ! Alarma falsa!

#Un ARGUMENT FALS:

11 respect pe John Cook, dar am fost dezamagit de remarca lui ca nici unul dintre criticii lui
Sir Michael Atiyah nu are o medalie Fields sau un premiu Abel. Nu aveti nevoie de niciunul dintre
aceste lucruri pentru a respinge un argument incorect’’. David Radcliffe

Inseram aici urmatorul banc universitar:
Cica decanul unei facultati de prestigiu se uita la planul de achizitie al departamentului de fizica si
se ia cu méinile de cap:

“Vai de mine ! Uite ce de bani ! Uite ce vreti ! Ciclotron ! Reactor de fisiune ! Reactor de
fuziune ! O gramada de bani! De ce nu puteti fi si voi ca departamentul de matematica, ei vor doar
creioane, hdrtie §i un cos de gunoi ! Sau, si mai bine, ca departementul de filozofie, care nici
macar cos de gunoi nu vor.’’

Pe de alta parte, ignoranta poate fi o solutie. Motivatia este ca un elev nu ar avea incredere sa
atace o problema faimoasa, dar cd, daca nu i se spune nimic despre importanta problemei, atunci
ar putea face progrese. Aceastd metoda era folosita de John Edensor Littlewood (1885-1977), care
dadea ca teme studentilor sai versiuni mascate ale ipotezei Riemann. Politica lui nu a dus la gésirea
unei demonstratii la ipoteza lui Riemann, dar a condus la formarea unor cercetatori optimisti si
luptatori.
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VIA 9GAG.COM

IF I HAD KNOWN THAT THE
PROBLEMS WERE NOT HOMEWORK
BUT WERE IN FACT TWO FAMOUS
UNSOLVED PROBLEMS IN
e " E— . . STATISTICS, | PROBABLY WOULD NOT
s matvemates st ceorge btz IS upveTaoUGHT POSTIVEL, WoULS
two examples of famously unsolved statistics HAVE BECOME DISCOURAGED, AND

problems on the blackboard. Dantzig assumed WOULD NEVER HAVE SOLVED THEM.
that the two problems were a homework

assignment and wrote them down. A few days - GEORGE DANTZIG -

later he handed in completed solutions for the

two problems.

Conform lui Godfrey Harold Hardy (1877-1947), matematica este jocul omului tanar:
"’Nu cunosc un exemplu de progres matematic major initiat de o persoand trecutd de cincizeci de
ani’’. Exemplificari:
- Isaac Newton (1643-1727) a renuntat la matematica la 50 de ani. Marile sale descoperiri le-a
facut pana aproape de patruzeci de ani.
- Evariste Galois (1811-1832) a murit la 21 de ani, Niels Henrik Abel (1802-1829) la 27, Srinivasa
Ramanujan (1887-1920) la 33, Bernhard Riemann (1826-1866) la 40.
Adeseori demonstratiile date de Euclid (sec. III, i.e.n.) sunt gasite false, dar nicio teorie din toate
cele 30 de carti nu este falsa. Acest fenomen nu se limiteaza doar la trecut. Un matematician de la
Mathematical Reviews a spus odata ca mai bine de jumatate din teoremele publicate in zilele
noastre sunt adevarate, desi demonstratiile publicate sunt false.
Asadar, latura logica a matematicii are inca nevoie de explorare.

Teoria
O teorie Tn matematicd este data de:
un sistem de notiuni si relatii N
un sistem de propozitii corect construite P
un sistem de reguli de constructie C
un sistem de reguli de deductie D
e un sistem de propozitii adevarate A, ce indeplineste conditiile:
a) AcP
b) P este stabila in raport cu C (adica prin aplicari de reguli de constructie unor propozitii din P
se obtin propozitii correct construite)
c) Aeste stabila in raport cu D

Definitiile se pot preciza indicand:

e continutul, adica totalitatea proprietatilor ei sau

o sfera, adica totalitatea obiectelor reprezentate de acea notiune.

Exista cinci modalitati distincte de a defini o notiune:

e prin sistem axiomatic (ex. notiunea de numar natural prin considerarea sistemului
axiomatic al lui Peano)
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e prin gen proxim si diferentd specificd (ex. definitia dreptunghiului, genul proxim este
paralelogramul)

e cnumerarea obiectelor din sfera (ex. patrulater particular: trapez, paralelogram, patrulater
convex inscriptibil)

e desfacerea notiunii pe component (ex. notiunea de functie)

e factorizarea (ex. introducerea numarului rational pozitiv).

Axiomele sunt adevaruri acceptate.

Teoremele sunt adevaruri demonstrate. Teoremele sunt prezentate schematic sub forma "’daca
p atunci ¢ ’’, forma transcrisa logic prin p = (; spunem ca ( este conditie necesara pentru p

sicd p este conditie suficienta pentru q.

Consideram p = qca teorema directa. Sunt cunoscute urmatoarele propozitii derivate din
cea directa:

e reciproca 4= P

e contrara P = M

e contrara reciprocei —q = —p

Teorema directa este adevarata daca si numai daca contrara reciprocei sale este adevarata.
Pe aceasta observatie se bazeaza metoda demonstratiei prin reducere la absurd, prin care, in loc
sd demonstram teorema directd, demostrdm contrara reciprocei.

Metoda demonstratiei prin reducere la absurd este foarte utila in matematica, deoarece de
multe ori demonstratia teoremei directe este foarte dificila.

Daca teorema directa si teorema reciproca sunt adevarate, atunci avem condifia necesara si
suficienta p < q.

Propozitiile care rezulta imediat din alte teoreme se numesc corolarii.

Rezultatele care pregatesc demonstratia unei teoreme se numesc leme.

Cum sa predam matematica ?

Raspunsul dat de Albert Einstein (1879-1955) si Isaac Newton (1643-1727):
1. starneste curiozitatea;
2. imagineaza povestea si
3. construieste jocul (cu semne matematice si legi ale judecatii omenesti).

Primele doua etape fac parte natural din structura copiilor.

,,Mintea unui copil nu este un vas ce trebuie umplut, ci un lemn care trebuie aprins cu o
scanteie” Plutarh (45-127).

Curiozitatea este scanteia care, odata ce patrunde in creier, declanseaza o reactie in lant.
Asa cum stim de la copii, curiozitatea este satisfacuta prin povesti. Acesta este al doilea pas in
comunicarea stiintelor exacte. Inainte de a ne arunca in explicatii complexe sau ecuatii, trebuie sa
spunem o poveste simpla a curiozitatii observate. Succesul comunicarii stiintei depinde in primul
rand de povestea spusd. O poveste cat mai simpld daca se poate, cu cuvinte obisnuite, imagini si
exemple din imediata apropiere a cititorului sau elevului. Parintii se plang de multe ori ca, in loc
sd invete din manual, copiii stau pe internet urmarind inregistrari pe youtube. Adevarul este ca
acestea sunt populare tocmai pentru cd spun povesti atractive si pe intelesul lor.

10
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Din pacate, legile naturii nu au fost scrise in limba romana, altfel le-am fi aflat din povestile
bunicii sau din romanele lui Mihail Sadoveanu (1880-1961). Limbajul naturii este matematica, iar
aceasta este o limba noud pentru oricare dintre noi. Cine nu o 1nvatd, nu va putea avansa in
intelegerea stiintei. Este cazul pseudostiintei, care continud cu povestile dincolo de cadrul natural
al stiintei. De aceea, al treilea pas si cel mai dificil, care nu este prezent mereu in comunicarea
stiintelor exacte (dar nici nu trebuie neaparat evitat), il reprezintd ecuatiile matematicii.

Metoda de a introduce ecuatiile poate urmari firul povestii. Astfel, “personajele” povestii devin
litere si cifre, iar ecuatiile se reconstruiesc folosind “actiunea” povestii. Cu cat “personajele” si
“actiunea” sunt mai clare, cu atat povestea este mai inteligibild, fenomenul mai bine descris, iar
ecuatiile se reconstruiesc in mod natural. Nu este, desigur, o metoda asa de simpld cum este
prezentata aici, insa, in linii mari, ea contine esenta. Procedand asa, inainte de a ne arunca in
rezolvarea ecuatiilor, vom sti nu numai ce inseamna fiecare literd, dar mai ales ce reprezinta ea.
Pasul final (daca vrem sa ajungem acolo) este rezolvarea sistemului de ecuatii. Si aici, insa, este
un secret, pe care il stie oricine iubeste matematica: ea trebuie privita ca un puzzle sau ca un rebus,
nu ca pe o serie de metode “oarbe” de rezolvare. Elevii se pierd la matematica atunci cand invata
un set de metode pe care le aplica orbeste, fara a intelege de ce se folosesc sau la ce ajuta. Daca vi
se intampla asta, dati-le elevilor un sistem de ecuatii, fara o metoda de rezolvare. Spuneti-le ca pot
face ce vor ei, rdimanand in cadrul legilor matematicii. Pot inmulti cu termeni in ambele parti ale
ecuatiilor, pot aduna ecuatiile intre ele, le pot scadea, pot face cu adevarat orice vor. Scopul este
sa le rezolve. Dupa multe incercari, vor reusi. Pentru ca au ajuns la rezultat singuri, se vor bucura,
ca atunci cand rezolvi un puzzle sau rebus. Cu atentie, vor recunoaste in demonstratia lor si o
,metoda”. Pe viitor, vor sti foarte bine sd rezolve ecuatii, pentru ca au descoperit ,,metoda” ei
insisi, iar bucuria descoperirii li se Intipareste In memorie.

Intre povesti si ecuatii existd aproape mereu o tensiune, care se remarci cel mai bine in structura
manualelor de matematica. Obligate sa se supuna unei liste de cerinte prea lungi din partea
ministerului, manualele au putine “povesti”, abia reusind sa introduca termenii de specialitate,
pentru ca apoi sa sara direct la ecuatii, din lipsa de spatiu. De aceea, un numar ridicat de elevi se
indeparteaza de matematica de indata ce sunt fortati sa rezolve probleme pe care nici nu le inteleg.

Comunicarea stiintelor exacte nu trebuie sd parcurgd neapdrat toate etapele de mai sus. Ea se
poate opri chiar si la primul pas, curiozitatea. De multe ori, este suficient sa fie “aruncate”
anumite lucruri interesante, pentru ca cel care le afli si vrea singur si caute mai departe. In acelasi
timp, ecuatiile nu trebuie neaparat evitate, depinde si de cunostintele cititorului.

In esenta insa, curiozitatea, povestea si ecuatiile sunt coloana vertebrald a comunicarii stiintei.
Si, atunci cand vezi ca intelegi cu mintea ta lucruri pe care Einstein le-a descoperit, nici nu mai
vrei sa te opresti!

(https://www.youtube.com/watch?v=9mA8dk7 SJc — Cristian Presura, TEDx Talks, 27
septembrie, 2018).

’

"’Profesorul este ca o lumdnare care ii lumineaza pe altii, consumdandu-se pe sine’
Giovanni Ruffini (1807-1881).

Ceea ce v-am spus in aceste pagini nu este o noutate, probabil multi s-au confruntat cu unele
intrebari de aici intr-o forma sau alta. Prezentarea propusa este din mai multe unghiuri de vedere.

"’Cdnd lumea o ia razna, matematicianul poate gasi in matematica un calmant care nu sufera
comparatie.”’ Godfrey Harold Hardy (1877-1947).

Deoarece matematica este, dintre toate artele si stiintele, cea mai austera si mai abstracta,
matematicianul ar trebui sa fie singurul care sa-si poata gasi refugiul acolo unde

11
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’cel putin unul din nobilele noastre impulsuri poate sa evadeze cel mai bine din exilul plin de
tristete al lumii actuale’’ Bertrand Russel (1872-1970).

Incheiem aceasti nota intr-un mod optimist. Sperim ca rationamentul matematic, care nu se
reduce doar la logica, iar forta sa nu este doar un proces deductiv, sa inglobeze si unele practici si
experiente umane. Latura matematica a universului are inca nevoie de explorare !

Matematica este mult peste mintea umand, iar mintea umana este mult peste un computer !

Surse:

1. Viorel Barbu — Matematica si cunoasterea stiintifica, Institutul European, 2011.
2. Dan Branzei, Roxana Branzei — Metodica predarii matematicii, Editura Paralela 45, 2008.

12
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Art 2219

2. Tangent Line Method

Marin Chirciul

Articolul propune folosirea metodei Tangent Line pentru rezolvarea unor inegalitati algebrice.

Ecuatia tangentei in punctul M (X,, f (X, )), situat pe graficul functiei derivabile f este:

y=1(%)=1"(%)(x=%).

In continuare , in raport de convexitatea functiei , se aratd ca graficul functiei este de o parte sau

de cealalta a tangentei in punctul considerat.

Astfel se obtine inegalitati algebrice , printr-un procedeu standardizat.

Aplicatii.
Aplicatia 1.

1) Ifx,y,z>0suchthatx+y+z=3 then
Xx+1

x*+3~

Solutie
Demonstram
Lema

If0 < x<3then

Demonstratie
Folosim Tangent Line Method .

X+1

x2+1

Consider functia f :[0,3] > R, f (x) =

! Profesor, Colegiul National ,, Zinca Golescu”, Pitesti

13
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Ecuatia tangentei in punctul X, =1estey — f (X, )= f'(X,)(Xx—X,)

—x*-2x+3

Avem f'(x)= (7 +3)2

: . : 1
Obtinem ecuatia tangentei y = i

Aratam ca:

Xx+1 1
f = <=,
(x) x?+37 2
Avem:
X+1

—— < o (x—l)2 >0, evident cu egalitate pentrux =1.
X“+3 2

Sa trecem la rezolvarea problemei din enunt.

Folosind Lema obtinem:

Zx+1< 1 3

X243 4“2 2

Egalitatea are loc daca si numai dacd Xx=y =2z =1.
Remarca.
Inegalitatea se poate dezvolta.

2) Ifx,y,z>0suchthatx+y+z=3andn>3 then

X+1 6
X2 +n : n+l’
Marin Chirciu
Solutie
Demonstram
Lema

IfO0< x<3then

>§+1 . (n—3)x+2n+5
X“+n (n+1)

Demonstratie

14
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Folosim Tangent Line Method .

X+1

x>+n’

Consider functia f :[0,3] > R, f (X) =

Ecuatia tangentei Tn punctul x, =1estey — f (%, )= f'(%,)(x—%,)-

Avem f’ ( ) _X_—M
(x*+ n)
, . . (n=3)x+n+5
Obtinem ecuatia tangentei y = 5 .
(n+1)

Aratam ca:

f(x)=

x+1 _(n=-3)x+n+5
< —
X“+n (n+1)

Avem:

x+1 S(n—3)x+2n+5
X’ +n (n+1)

n>3.

= (X —1)2 [( n— 3) X+Nn+ 5] >0, care rezulta din conditia din ipoteza

Sa trecem la rezolvarea problemei din enunt.

Folosind Lema obtinem:

y X+l x+1 Z (n-3)x+n+5 (n-3)> x+3(n+5) (n-3)-3+3(n+5) 6
X*+n " (n+1)’ (n+1)° (n+1)’ n+1

Egalitatea are loc daca si numai daca X=y =2z=1.
Aplicatia 2.
3) Ifx,y,z>0suchthatx+y+z=1 then
1
6(x3+y3+z3)2x2+y2+22+§.
Marin Chirciu
Solutie

Demonstram

Lema

15
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If0 < x <1then
6x° — x> ax—1 .
3
Demonstratie

Folosim Tangent Line Method .

Consider functia f :[0,1] > R, f (x)=6x>-x".
Ecuatia tangentei in punctul X, = %este y—f(%)="f"(%)(X=X).

Avem f'(x)=18x*—2x.

: . . 4x-1
Obtinem ecuatia tangentei Yy = .

Aratam ca:

f(x)=6x>—x"> 4X3_1.

Avem:

6x° —x* > 4XT_1 & (3x-1)"(2x+1)>0, evident cu egalitate pentru x = % :

Sa trecem la rezolvarea problemei din enunt.

Folosind Lema obtinem:

Z(ﬁx3_x2)>z4x_l= 4ZX—3: 41-3_1

a 3 3 3 3
. . C o 1
Egalitatea are loc dacd si numai dacd X=y=2= 3

Remarca.
Inegalitatea se poate dezvolta.
4) Ifx,y,z>0suchthatx+y+z=21andn >3 then

n(x3+y3+z3)2x2+y2+zz+T.

Solutie

16
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Demonstram

Lema
If 0 < x <1then

9(n—2)x+3-2n
27 '

nx® —x? >

Demonstratie

Folosim Tangent Line Method .
Consider functia f :[0,1] > R, f (X)=nx’—x*.

Ecuatia tangentei in punctul X, = %este y—f(%)="f"(%)(X=X).

Avem f'(x)=3nx*-2x.

9(n—2)x+3-2n
27 '

Obtinem ecuatia tangentei Yy =

Aratam ca:

) >9(n—2)x+3—2nl

27
Avem
9(n-2)x+3-2n
nx® —x* > ( )27 & (3X —1)2 (3nx +n— 3) >0, care rezulta din conditia din ipoteza
nx3

Sa trecem la rezolvarea problemei din enunt.
Folosind Lema obtinem:

(n—2)x+3- 2n _ 9(n-2)> x+3(3-2n) 9(n—2)-l+3(3—2“):

2 —x )>Z 27 - 27

n-3
—9 )

Egalitatea are loc dacd si numai dacd X=y=2= 3

Aplicatia 3.

17
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5) If-1<Xx,y,z<1suchthatx+y+z=1 then
> 1 .27
x*+1° 10

Titu Andreescu si Gabriel Dospinescu, Old and News Inequalities, GIL-2006

Solutie
Demonstram
Lema

If-1<x<1then

1 < 54 -27x
x*+1° 50
Demonstratie
Folosim Tangent Line Method .
Consider functia f :[-11] > R, f (x)= 21 1
X°+

Ecuatia tangentei in punctul X, = %este y—f(%)="f"(%)(X=X)

Avem f'(x)= —2X >
(x2 +1)
. . . 54 -27xX
Obtinem ecuatia tangentei Yy = 50

Aratam ca:

1 _54-27x
=i %0

Avem:

1 54 —27x
——< =
X +1 50

(3x —1)2 (4-3x)>0, evident cu egalitate pentru x = % :

Sa trecem la rezolvarea problemei din enunt.
Folosind Lema obtinem:

x+1 _1_3

X243 “~2 2

18
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Egalitatea are loc daca si numai dacd Xx=y=2z= 3

Remarca.

Inegalitatea se poate dezvolta.

6) If-1<x,y,z<lsuchthatx+y+z=21andn 2% then

1 27
PN

x2+n_ 9n+1’

Marin Chirciu
Solutie
Demonstram
Lema
If-1<x<1then

1 _8In+27-54x
X+n"  (9n+1)°

Demonstratie
Folosim Tangent Line Method .

1

2

Consider functia f :[-11] > R, f (x) = .
X% +

Ecuatia tangentei in punctul X, = %este y— (%)= ""(X)(XxX=X)

Avem f'(x) :ix2 :
(x*+n)
. . . 81n+27 —54x
Obtinem ecuatia tangentei y = ————.
(9n+1)

Aratam ca:

f(x)

_ 1 _8In+27-54x
x+n~ (9n+1)"

Avem:

19


http://www.mateinfo.ro/

REVISTA ELECTRONICA MATEINFO.RO ISSN 2065-6432 — IUNIE 2021 www.mateinfo.ro

1 < 81n+ 27 —54x

—< —— < (3x —1)2 (9n—1-6x)>0, care rezulta din conditia din ipotezan > r
X“+n (9n+1) 9

Sa trecem la rezolvarea problemei din enunt.
Folosind Lema obtinem:

¥ 1 <281n+27 54x _3(8In+27)-54% x 3(8In+27)-54-1 27
X+n = (9n+1) (9n+1)° (9n+1)’ on+1

Egalitatea are loc daca si numai daca x=y=2z= % .

Aplicatia 4.
1) 4624.Ifa,b,c >0such thata+b+c=3then

\/ ab \/ bc \/ ca 3
+ + <—.
2a+b+c 2b+c+a 2c+a+b 2

George Apostolopoulos, Greece, Crux Mathematicorum. No.3/2021

Solutie.

Din inegalitatea CBS obtinem:

Ms=2. 2a+b+c Z\/a a+b+c) \/a?:)3cs\/zbza+3 \/z za+3

Sa demonstram
Lema

2) Ifa,b,c>0suchthata+b+c=3then

a+3 4

Demonstratie.

Folosim Tangent Line Method .

20
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Avem—2_ < satl 2= (a—l)2 >0, evident cu egalitate pentrua =1.
a+ 16
Obtinem:

3a+l_3) a+3 3.3+3_3

a
2 Z16_16 16 4

a+3

Egalitatea are loc daca si numai dacd a=b=c=1.
Remarca.
Problema se poate dezvolta.

3) Ifa,b,c>0suchthata+b+c=3andA >1then

\/ ab +\/ bc +\/ ca _ 3
ra+b+c \Ab+c+a Vic+a+b Ja+2'
Marin Chirciu

Solutie.

Din inegalitatea CBS obtinem:

ab ab CBS a
Ms=2, ka+b+c z\/(k—l)a+(a+b+c) Z\/ms\/z"bz(k_l)aJrB:

e

Sa demonstram

Lema

4) Ifa,b,c>0suchthata+b+c=3then
YA <2
(r-1)a+3 r+2

Demonstratie.
Folosim Tangent Line Method .

Avem a Jara-l & ?>(k—1)(a—1)2 >0, evident cu egalitate pentrua =1saui =1.

(A-1)a+3  (r+2)’

Obtinem:
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Z3a+x_1_3Za+3(x—1) 3-3+3(A-1) 3

Zihan

a+3” “ (n+2)  (a+2) (A+2)° A2
Egalitatea are loc daca si numai dacd a=b=c=1.
Notii.
Pentru A = 2se obtine Problema 4624 din Crux Mathematicorum, No.3/2021.

. .. C o 1
Egalitatea are loc daca si numai dacd x=y=2z= 3

Aplicatia S.

1) Ifa,b,c>0, a+b+c=1, then
a’ +ab b’+bc c?+ca_ 3
+ >
1-a? 1 b> 1-c¢* 4

Kunihiko Chikaya, Matematica 7/2020
Solutie.
Demonstram
Lema

2) If0<a<1lthen

>3 (15a-1).
l-a°~ 32

Demonstratie.
Folosim Tangent Line Method .

3

Avem —— > 3—2(15a—1) =S (3a—1)2 (5a+3) >0, evident cu egalitate pentru a = %

1-a
Sa trecem la rezolvarea problemei din enunt.
Folosind Lema obtinem:

a + b Lema

M, Za +ab—z TS S (15a-1)(a b)Y (15a-1)(1-c) -

:3322(15a 1-15ac+¢)= (162a 3- 152bc) (161 3- 152bc)
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)
:3—32(13—152bc)2%: M,unde (1) < 3—32(13—152bc)2% = Zbcﬁ%, care rezulta din
1za+b+c:(a+b+c)2 >3(ab+bc+ca), de unde< 1>3(ab+bc+ca) < Zbcsé.

. .. C o 1
Egalitatea are loc daca si numai dacd a=b=c= 3

Remarca.

3) If a,b,c>0, a+b+c=1,then
a +ab b® +bc c +ca_ 3
& 10 1-C 13'

Marin Chirciu
Solutie.
Demonstram
Lema

4) If 0<a<1then
x> _ 495x—87
1-x° 262

Demonstratie.

Folosim Tangent Line Method .

NG . 495x —87

-~ & (3x—1)(55x* +27x+87) > 0, evident cu egalitate pentru x = 1
1-x 676 3

Sa trecem la rezolvarea problemei din enunt.

Folosind Lema obtinem:

M, Za vab 32 (a+b) e L 3 (495a-87)(a+b)= 1. 3 (495a-87)(1-c) =
1 a® 26 26
=%Z(495a—87—495ac+87c)=2—22(2822a—3~87—4952bc):
1 ® 1 1) 1 156 3
= (582-261-495Y bc)>—| 321-495.= |=—(321-165)==—=—=M,,
62( 2 be) 262( 3) 262( ) 676 13  °

unde (1) < Zbc < % , care rezulta din
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1=a+b+c:(a+b+c)2 >3(ab+bc+ca), de unde< 1>3(ab+bc+ca) < Zbcs%.

. . . 1
Egalitatea are loc daca si numai daca a=b=c= 3

Aplicatia 6.

5) If a,b,c>0suchthata+b+c=3then
a b c
4 + 4 + 4
1+3b" 1+3c” 1+3a

>3
4

Matematica 7/2020

Solutie.
Demonstram
Lema

6) If x>0then

7 2—3x+1.
1+3x" 4

Demonstratie.

Folosim Tangent Line Method .

L ; z_—3x+1 =S 3x(x—1)2 (3x2 +2x+1) >0, evident cu egalitate pentrux =1.
1+3x 4

Sa trecem la rezolvarea problemei din enunt.

Folosind Lema obtinem:

Lema 3

M :ZL > Za(_—3b+1j:_—32ab+2a(§_—1(a+b+c)2+3:_—1-9+3:—:Md
° 1+3p* 4 4 4 4 4
unde (1) < (a+b+c)2 >3(ab+bc+ca) < (a—b)2+(b—c)2+(c—a)2 >0.

Egalitatea are loc daca si numai dacia=b=c=1.
Remarca.
Problema se poate dezvolta.

7) If a,b,c>0suchthata+b+c=3andn2>3then

a b c>3

4+ 4+ 4 —
1+nb* 1+nc* 1+na® n+1
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Marin Chirciu

Solutie.

Demonstram
Lema

8) If x> 0then

1 S —4n ‘. 5n+1

1+ " (n+1)° (n+1)*

Demonstratie.
Folosim Tangent Line Method .

1 S —4n 5n+1

> X+ & (x=1)*[4n +(3n—-1)x% +(2n—2)x+n—3|> 0, care rezulti
o T s U [ane (-0 (2n-2)xan-3]

din conditia din ipotezi n >3, care asigura"l[4nx3 +(3n-1)x*+(2n-2)x+n— 3] >0,

cu egalitate pentrux =1.
Sa trecem la rezolvarea problemei din enunt.

Folosind Lema obtinem:

ema _ — @ — —
M, Zzljab“ B Za(;bﬂj:;Zab+2a£71(a+b+c)2+3=71-9+3:§= Md

unde (1) < (a+b+c)2 >3(ab+hc+ca) < (a—b)2 +(b—c)2 +(c—a)2 >0.
Egalitatea are loc daca si numai dacia=b=c=1.
Aplicatia 7.

1) Ifx,y,z>0andx+y+z=3then
1 1 1 1
+ + =,
x*+8 y'+8 72°+8 3

Rahim Shahbazov, Baku, Azerbaijan, Mathematical Inequalities 6/2020
Solutie.
Demonstram
Lema

2) Dacax>0 atunci
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Demonstratie.

Folosim Tangent Line Method .

- 8S% o X —4x3 +8x-5<0 < (x—l)z(x2—2x—5)so,evidentcu egalitate
X% +

pentrux =1, deoarece (X’ —2x—-5)<0, pentru0 < x<3.

Avem

Sa trecem la rezolvarea problemei din enunt.

Folosind Lema obtinem:

Lema — —
MS:Z 31 g 4 X:12 3=1:Md
X*+8 27 27 3

Egalitatea are loc daca si numai dacd x=y =2z =1.
Remarca .
Problema se poate dezvolta.

3) Ifx,y,z>0andx+y+z=3,n>7then
1 1 1 3
+ + < :
x*+n y+n Z°+n n+1

Marin Chirciu, Pitesti
Solutie.
Demonstram
Lema

4) Dacax=0 sin>7 atunci
1 < n+4—3x.
x3+n (n+1)2

Demonstratie.
Folosim Tangent Line Method .

1 n+4-3x
<

3

Avem >
X*+n  (n+1)

< 3 - (n+4)x* +3nx+1-2n<0 <

(x—1)2 (3x2 +(2-n)x+1- 2n) <0, evident cu egalitate pentru x =1, deoarece

(3x*+(2-n)x+1-2n)<0, pentru0 < x<3 §in>7.

Sa trecem la rezolvarea problemei din enunt.
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Folosind Lema obtinem:

1 _n+4-3xemnt4-3x 3(n+4)-3-3 3(n+1) 1

Ms = — = 2 = 2 2 2~ =
X*+n  (n+1) (n+1) (n+1) (n+1)° n+1

Egalitatea are loc daca si numai daca x=y=2z=1.
Aplicatia 8.

5) Dacaa,bsunt numere reale atunci
a*+9a’+4 b'+9p°+4
> + 5 >a+b.
5b° +8 5a“ +8

Constantin Nicolau, Curtea de Arges,GM 5/2020
Solutie
Demonstram
Lema

6) Dacaa este numar real atunci

a‘+9a’+4 S
5a’+8
Demonstratie.
Folosim Tangent Line Method .
4 2
Avem%z a< a*+9a’+4> a(Sa2 +8) < a*-5a%+9a’-8a+4>0 <
a‘+

& (a-2)"(a®-a+1)>0, evident cu egalitate pentrua=2.
Sa trecem la rezolvarea problemei din enunt.

Notaimx=a‘ +9a’ +4,y=5b*+8,z=b* +9b* + 4,t =5a° +8.
Obtinem

a*+9a’+4 b*+9p*+4

Z .

+ X, 2 X%
5b* +8 5a” +8 y ty
=

222
t t

< |N

& (a'+9a° +4-b* —9b” —4)(5a” +8-5b* ~8) > 0 <> (a* +9a” —b* —9b” ) (5a° ~5b°) > 0 <

5(a” - b2)2 (a?+b*+9) >0, evident cu egalitate pentrua’® = b?.
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Rezulta:

_a'+9a’+4 b'+9b°+4 a'+9a’+4 Db +0b%+4tem

Ms > + > > > + > > a+b=Md.
5b° +8 ha“+8 ha“+8 5b° +8

Egalitatea are loc daca si numai dacia=b=2.
Remarca .
Problema se poate dezvolta.

7) Dacaa,b sunt numere reale si n > 0 atunci
a“+(n+1)2a2+n2 b“+(n+1)2b2+n2
+
(2n+1)b*+n(n+2) (2n+1)a*+n(n+2)

>a+b.

Marin Chirciu, Pitesti
Solutie.
Demonstram
Lema

8) Dacaa este numar real si n>0 atunci
a“+(n+1)2 a’+n?
>a
(2n+1)a’*+n(n+2)

Demonstratie.

Folosim Tangent Line Method .

a*+(n +1)2 a’+n?
(2n+1)a’*+n(n+2)

>a < a*+(n+l)’a’+n? 2a[(2n+1)a2 +n(n+2)} &
a‘—(2n+1)a*+(n+1)°a*~n(n+2)a+n’>0 <

=S (a—n)2 (a2 —a+1) >0, evident cu egalitate pentrua=n.

Si trecem la rezolvarea problemei din enunt.

Notz?1mx=a“+(n+1)2 a’+n?y=(2n+1)b*+n(n+2),
z:b“+(n+1)2b2+n2,t:(2n+1)a2+n(n+2).

Obtinem
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a*+(n +1)2 a’+n*>  b*+(n +1)2 b? +n?

2n+1 )b2+n(n+2)+(2n+1)a2+n(n+2) y
x-z)(t-y)>0 <

(

(

(a4+ n+1)’a +n2—b4—(n+1)2b2—nz)((2n+1)a2+n(n+2)—(2n+1)b2—n(n+2))20<:>
(a“ n+1)°a?-b* —(n+1)2b2)((2n+1)a2—(2n+1)b2)20c>

(2n +1)( bz) (a2 +b?+(n +1)2) >0, evident cu egalitate pentrua® = b*.

Rezulta:

~ a“+(n+1)2a2+n2 .\ b“+(n+1)2b2+n2 . a“+(n+1)2a2+n2
_(2n+1)b2+n(n+2) (2n+1)a’+n(n+2) (2n+1)a*+n(n+2)

4 2 2 ema
. b +(n+1) b*+n LZ aibeMd.
(2n+1)b?+n(n+2)

Egalitatea are loc daca si numai dacia=b=2.
Aplicatia 9.
1) Ifa,b,c,d >0then

3 3 3 3
rera) llerams) {lamam) ilamr) 2
4 +4 + 4 +4 > )

b+c+d c+d+a d+a+b a+b+c 27

Nguyen Viet Hung , 2020

Solutie.

Datorita omogenitatii se poate consideraa+b+c+d =4.

4
27

4—X

Folosind Tangent Line Method aratim ca f ( ’ \/7 (2).

3
Tntr-adevér‘l( X j > X @( X jzx—@x _12%3 +48X% — 64X+ 27 =0 <
4—x) “37 T \a—x) 27

3
Considerand f(x):{ X j aratam ca f (a)+ f (b)+ f (c)+ f(d)>

& (x-1)° (X* ~10x+27) >0, evident cu egalitate pentrux =1.

29


http://www.mateinfo.ro/

REVISTA ELECTRONICA MATEINFO.RO ISSN 2065-6432 — IUNIE 2021 www.mateinfo.ro

a++b+c+d 4

Din (1) obtinem f (a)+ f (b)+ f (c)+ f (d)>

21 2t

Alternativa.

3
Folosim inegalitatea lui Jensen pentru functia convexa f :(0,4) > R, f (x) =2 [ X j , CU

4-X
3 3 -1
X V4 ., 3  x* " 3 x*(3x+16
f(x):(—4_ j,f (=22 (x):E~—( )0
X (4—x) (4-x)4

3
Obtinem f (a)+ f (b)+ f (c)+ f (d) > 4f (W):M (1):44(4:) - 4‘2‘7 .

In final deducem ci are loc inegalitatea din enunt cu egalitatea daci si numai dacia=h=c.

In final deducem ci are loc inegalitatea din enunt cu egalitatea daca si numai daci
a=b=c=d.
2) Ifa,b,c,d >0 andneN,n>2 then

n-1 n-1 n-1 n-1
rerd) leems) laes) less) 2o
n +n +n +n > .
b+c+d c+d+a d+a+b a+b+c n/gn-t

Marin Chirciu, Pitesti

Solutie.

Datoritd omogenitatii se poate consideraa+b+c+d =4.

427

Considerand f (x)=p (4
—X

X } aratim ca £ (a)-+  (b)+  (c)+ f ()=

n-1
Folosim inegalitatea lui Jensen pentru functia convexi f :(0,4) > R, f (x)=p ( X j .cu

n-1 n-t -1
n

f(x):(ij )X oL X ()

3n-1
4-x " (4-x) " (aex)E
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Obtinem f (a)+ f (b)+ f (c)+ f (d)>4f

(a+b+c+d

j=4f (1)=4n (41_1)“ = Q/:::T

In final deducem ci are loc inegalitatea din enunt cu egalitatea daca si numai dacia=b=c.

In final deducem c are loc inegalitatea din enunt cu egalitatea daci si numai daci
a=b=c=d.

Nota.

Pentru n = 4 se obtine Problema propusd de Nguyen Viet Hung April 20, 2020 in
RMM 4/2020.

Remarca.

3) Ifa,b,c>0then

i/(bicjz +§/(cia)2 +§/[aib)2 2%'

Marin Chirciu, Pitesti, Romania
Solutie.

Datorita omogenitatii se poate consideraa+b+c=3.

3—X

Folosind Tangent Line Method aratim ca f ( ’ \/, , (2).
X 2 X X X3
Intradevar3( j 2—@(—) >Z o -6 +9x-4=0<
3-x) ¥4 3-x 4

c;(x—lf(4—x)20,evwentdeomeceXG(QB)cuegmnampanux:l.

Considerand f (x)= 3(

X jz arataim ca f (a)+ f (b)+ f (¢)> T

a++b+c 3

i1 it

Din (1) obtinem f (a)+ f (b)+ f (c)>

Alternativa.
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1

f(x):(S_ijs,f'(x):% < ,f”(x)=§-LX+89)>O.

(3-%)

Obtinem  (a)+ f (b)+  (c) = 3f (a+g+cj:3f (1)=3; (Bi_lj -

In final deducem ci are loc inegalitatea din enunt cu egalitatea daca si numai dacia=b=c.

i/(bicjs +</(C-t:aj3 +§/(aibj3 2%'

Marin Chirciu, Pitesti, Romania

4) Ifa,b,c>0then

Solutie.

Datorita omogenitatii se poate consideraa+b+c=3.

X )3 aratdm ca f (a)+ f (b)+ f (C)Zi

3—x e

Considerand f (x)=2 (

3
Folosim inegalitatea lui Jensen pentru functia convexa f :(0,3) >R, f (x) =2 ( X j , CU

—X
3 § ;l
3 g 4
f(x)= LA,f'(x):g X ,f”(x)=i.M>o
3- 4 ! 16 0

Obtinem  (a)+ f (b)+ f (¢)=3f ["’”:*Cj:m (1):34(3:)3 :%.

In final deducem ci are loc inegalitatea din enunt cu egalitatea daci si numai dacia=h=c.

5) Ifa,b,c>0then

o) A2 s
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Marin Chirciu, Pitesti, Romania

Solutie.

Datorita omogenitatii se poate consideraa+b+c=3.

3
/16

4
Considerand f(x)=5[ X j aratim c £ (a)-+ f (b)+ f ()

3—-X

4
Folosim inegalitatea lui Jensen pentru functia convexa f :(0,3) > R, f (x) =3 ( X ] . cu

4 4 -1
x )5 4 x5 4 x° (4x+15)
f = —1 ,f' =_.  f =—._ 3 " 7750

Ob;memf(a)+f(b)+f(c)zgf(a+:+cj:3f(1):35(ij" 3

3-1) 6
In final deducem ci are loc inegalitatea din enunt cu egalitatea daca si numai dacia=b=c.

6) Ifa,b,c>0andneN,n>2 then

\/(bicj +Q/(c-t:aj_l +§/(aibjn_l § \/23_

Marin Chirciu, Pitesti, Romania

Solutie.

Datorita omogenitatii se poate consideraa+b+c=3.

3

n-1
Considerand f(x)=n( X j aratam ca f (a)-+ f (b)+  (c)

3—-X

n-1
Folosim inegalitatea lui Jensen pentru functia convexa f :(0,3) >R, f (X) =n (3 X j , cu
—X
n-1 n-1 -1
(055 0= 2 (- 2 B
3-x n (3—X)T 16 (3—X)T

Obginemf(a)+f(b)+f(c)23f(a+g+c):3f(l):3n( : j: 3
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In final deducem ci are loc inegalitatea din enunt cu egalitatea daci si numai dacia=bh=c.
Aplicatia 10.

Ifx,y,z>0such thatx+ y+z =3 find the minimum value of

XS y3 23

P= + + .
yvx® +8 z\/y3+8 xy/Z® +8

Proposed by Hoang Le Nhat Tung, Hanoi, Vietnam, RMM Autumn-2021

Solutie.
Pasul 1.
3 3 3
Aritim ci——+—Y__ L 51 ().
Jx¢+8 \/y3+8 JZ2+8

Cu inegalitatea mediilor obtinem:

(x+2)+(x2—2x+4) X*—x+6

, de unde
2

mz\/(x+2)(x2—2x+4) <

G - 17> 'x-3-11 a3
X >Zl7x 11: Z 217 3 3'r'%:l,unde (2) rezulta din

X3
24/X3+822x2—x+6_ 18 18 18

Tangent Line Method:

3 —
2X S ok 4285 ~113x 46620 < (1)’ (19X +66)>0,
X" —X+6 18

evident cu egalitate pentrux =1.

Pasul 2.

Aratam cél+l+lz3, (3).
X y z

Din inegalitateamediilorAM-AHavem1+£+12 J :9:3.
X y z X+y+z 3

Din (1) si (3) obtinem

3

1 X 1
- ~.3.1=1.
22 >33

x3+8

3 3 23 1

X y
P= + + > —
yUX+8 2y +8 xz*+8 3
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Din P >1, cu egalitate pentru X = y = z =1rezulta ca minimul expresiei P este egal cu 1 si este
atins pentru(x,y,z)=(111).

Aplicatia 11.

1) Fiex,y,z>0cux+y+z=3. Aratati ca
7—6)2<+7—6)2/Jr 7—z2 51
2+X° 2+y° 2+12

Marin Chirciu
Solutie.
Folosim Tangent Line Method .
7—6X S —20x+23

2+ x> 9

egalitate pentrux =1.

Rezulta & 20x* —23x2 ~14x+17 >0 < (x—1)° (20x+17)> 0, evident cu

7—-6X S —20x+23

Sumand > si tindnd seama ca X+ y + z =3 deducem concluzia.

2+ X

Egalitatea are loc dacd si numai dacax=y=z=1.

Remarca.
Problema se poate dezvolta.

2) Fiex,y,z>0cux+y+z=3sin>0. Aratati ca
3n+1-3nx 3n+1-3ny 3n+1-3nz 3
—+ —+ 2 .
n+ X n+y n+z n+1

Marin Chirciu
Solutie.

Folosim Tangent Line Method .

3n+1-3nx —(3n2 +3n+2)x+3n2 +4n+3
>

n+x> (n+1)°

Rezulta =

= (?;nz+3n+2)x3—(3n2+4n+3)x2 —(3n2+n)x+3n2+3n+120 =

& (x-1) [(C%n2 +3n+2)X+2n%+2n +1] >0, evident cu egalitate pentrux =1.

A 3N+1-3nx . —(3n2+3n+2)x+3n2+4n+3

Suménd 2 5 si tindnd seama ca X+ y +z = 3 obtinem:
n+Xx (n+1)
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M, =Z3n+1—3nx ZZ

—(3n2+3n+2)x+3n2 +4n+3 —(3n2+3n+2)2x+3(3n2+4n+3)

www.mateinfo.ro

n+x? (n+1)°
—(3n*+3n+2)-3+3(3n*+4n+3) 3(n+1) 3
) (n+1) C(ne1 onel

de unde deducem concluzia.
Egalitatea are loc dacd si numai dacax=y=z=1.
Aplicatia 12.

3) Fiea,b,c>0astfel incadta+b+c=6. Aratati ca
a’ b? c?

+ + <
a’+2 b*+2 c*+2

Solutie.

Intorcand inegalitatea obtinem:

Zza

a - +2

2

L2 Z azj; 5 > % , care rezulta din:

Lema:

4) Dacax > 0atunci
1 7-2X
x*+2 18

v

Demonstratie.

Folosim Tangent Line Method .

1 7—2X
Avem — > =
X“+2 18
evident cu egalitate pentrux=2.

Sa trecem la rezolvarea problemei propuse.

Folosind Lema obtinem:

1 1
D N T T E T

a®+2 “—~a*+2
Egalitatea are loc daca si numai dacd a=b=c=2.
Remarca.
Problema se poate dezvolta.
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5) Fiea,b,c>0astfel incta+b+c=6si 0<n<4. Aratati ca
a’ b? c? 12
<

+2 +2
a+n b°+n ¢

2 +n n+4’
Marin Chirciu
Solutie.
Intorcand inegalitatea obtinem:
Z azaj_ - < % & Z a21+ - > ni4 , care rezulta din:
6) Dacax >0 si 0<n<4atunci
1 Jn +12—-4x .

x*+n  (n+4)’
Demonstratie.

Folosim Tangent Line Method .

1 n+12—-4x
>

Avem 5 > 5
X“+n  (n+4)

& 4 —(n+12)x2 +4nx+16-4n>0 < (x—2)° (4x+4-n)>0,

evident cu egalitate pentrux=2.
Sa trecem la rezolvarea problemei propuse.
Folosind Lema obtinem:

>—2¥

a’+n

n+12-4a (n+12)-3-4%a (n+12)-3-4.6 3 |
(n+4)’ (n+4)’ (n+4)’ n+4

Egalitatea are loc daca si numai dacd a=b=c=2.
Aplicatia 13.

1) Daca x,y,z>0astfel incat x+y+z =3 sa se arate ca

X y z<§

+ <=,
X*+6 y*+6 z7*°+6 7

Rahim Shahbazov, Baku, Azerbaijan, RMM 1/2020
Solutie.

Demonstram rezultatul ajutator:
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Lema.
2) Daca x> 0atunci
X SX+2
16 49
Demonstratie.

Folosim Tangent Line Method .

X 5x+2

Avem <
49

& 5x°+2x* -19x+12>0 < (X —1)2 (5x+2)>0, evident cu egalitate
G
pentrux =1.

Sa trecem la rezolvarea problemei din enunt.

Folosind Lema obtinem:

5x+2 5 x+y+z)+6 53+6 21 3 _
M, < .
=2 2+6 Z 49 49 49 7 ¢

Deducem ca are loc inegalitatea din enunt, cu egalitate pentrux =y =z =1.
Remarca.
Problema se poate dezvolta.
3) Daca x,y,z>0astfel incat x+y+z =3 si n>1sd se arate ca
X y z 3

—t+t——+—5—< .
X*+n y +n z°4+n n+l

Marin Chirciu
Solutie.

Demonstram rezultatul ajutator:

Lema.
4) Daca x>0 si n>1latunci
X n—-1)x+2
x2+ns( (n+)1)2 '
Demonstratie.

Folosim Tangent Line Method .
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X <(n—l)x+2

Avem < (n-1)x*+2x*=(3n+1)x+2n>0 <

x*+n (n+1)’
= (x—l)2 [(n ~1)x+ 2n] >0, (x—l)2 >0, cu egalitate pentru x =1si conditia din ipoteza n>1
care asigura [(n —1)x+ 2n] >0.

Sa trecem la rezolvarea problemei din enunt.

Folosind Lema obtinem:

Ms:z 2X SZ

X“+n (n+1)2 (n+1)2 (n+1)2 (n+1)2 Thn+l

Deducem ca are loc inegalitatea din enunt, cu egalitate pentrux=y =z =1.

(n—l)x+2:(n—l)(x+y+z)+6:(n—1)-3+6:3(n+1) 3

d

Nota.

Pentru n = 6 se obtine Problema propusa de Rahim Shahbazov, Baku, Azerbaijan in RMM
1/2020.

Aplicatia 14.

1) Fiea,b,c > 0astfel incatabc =1. Aratati ca
a’ b? c?
3 + 3 + 3
2+7a° 2+7b° 2+7c

=3
3

Math Group, K. Geronikolas
Solutie .

Demonstram rezultatul ajutdtor:

Lema.
Dacax >0
2
?+7x23(x+2) .
Demonstratie .

Folosim Tangent Line Method .

Avem%+7x >3(x+2) © 2x° -3’ +1>0 < (x—l)2 (2x+1)>0, evident cu egalitate pentru
X
x=1.

Sa trecem la rezolvarea problemei din enunt.
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Inegalitatea se scrie echivalent:

1 1 1 1
Sl t + <
3 ¥+7a b—2+7b C—2+7c

a’ b? c?
+ +
2+7a° 2+70 2+7¢

wlrF

Folosind Lema obtinem:

1 1 1 @1

1 1
M, = < ==3 ———<>=M,, unde(1 ——<1

s 22+7a Z3(a+2) 3%as2 3 o e()@Zmz =
az

< Y (b+2)(c+2)<]](a+2) < D bc=>3, care rezulta din inegalitatea mediilor si conditia

din ipotezaabc =1.
Intr-adevar: » bc >3} (abc)” =3, cu egalitate pentrua=b=c =1.

Deducem ca are loc inegalitatea din enunt, cu egalitate daca si numai dacia=b=c=1.

Remarca.
Problema se poate dezvolta.

1) Fiea,b,c>O0astfel incAita+b+c=3sil<n<2. Aratati ca
a’ b? c? 3
Tt —5—+5—=< :
+n b+n c’+n n+l

a

Marin Chirciu
Solutie .
Demonstram rezultatul ajutdtor:
Lema.
Dacax>0sil<n<2, atunci
x> _(2n-1)x+2-n
< —
X*+n (n+1)

Demonstratie .

Folosim Tangent Line Method .
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2 — —
X <(2n 1)x+2-n

& (2n-1)x* +(2-n)x* —(n+1)" x* +(2n2—n)x+2n—n2 >0 <

x*+n (n+1)

(x—l)2 [(Zn —1)x* +3nx+n(2- n)] >0, care rezultd din(a—l)2 > 0,cu egalitate pentru x =1si

[(2n—-1)x* +3nx+n(2-n)] >0, adevérati din conditia din ipotezal<n<2.

Sa trecem la rezolvarea problemei din enunt.

Folosind Lema obtinem:

a’ (2n-1)a+2-n_(2n-1)» a+3(2-n) 3(2n-1)+3(2-n)

Ms:z 3 SZ -

a’+n (n+1)2 (n+1)2 (n+1)2

3(2n-1)+3(2-n) 3
(n+1"  n+l

d-

Deducem ca are loc inegalitatea din enunt, cu egalitate daca si numai dacaa=b=c=1.
1) Fiea,b,c > Oastfel incatabc =1. Aratati ca
a’ b c’
4 + 4 + 4
1+5a" 1+5b" 1+5c

1
<—.
2

Marin Chirciu
Solutie .

Demonstram rezultatul ajutdtor:

Lema.
Dacax>0

1

?+5x2 2(x+2).
Demonstratie .

Folosim Tangent Line Method .

Avemis+5x >2(x+2) & ' -4 +120 & (x-1)° (3x* +2x+1)>0, evident cu egalitate
X

pentrux =1.

Sa trecem la rezolvarea problemei din enunt.

Inegalitatea se scrie echivalent:
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a’ b? c? 1 1 1 1

1
o+ i <= & + + <—.
1+5a* 1+5b* 1+5¢* "~ 2 %+5a g 1ig 2

b3
Folosind Lema obtinem:
1 1 ®1

1
M., < =2 555 M cunde(l) & Y — <1
Z1+5a Z 2(a+2) a+2 2 ¢ @) Za+2

< Y (b+2)(c+2)<]](a+2) < D bc=>3, care rezulta din inegalitatea mediilor si conditia
din ipoteza abc =1.

Intr-adevar: » bc >3} (abc)” =3, cu egalitate pentrua=b=c =1.

Deducem ci are loc inegalitatea din enunt, cu egalitate daca si numai dacia=b=c=1.
Aplicatia 15.

1) Fie a,b,c >0 astfel incata+b+c=3. Sa se arate ca

a b C 3
+ + <—.
Ja+3 Jb+3 c+3 2
K. Geronikolas, RMM 10/2019
Solutie.
Demonstram rezultatul ajutdtor:
Lema.
2) Dacax >0 , atunci
X <1+7x
Jx+3 16

Folosim Tangent Line Method .

X 1+7x[ X ]Z (1+7sz X2 1+14x+49x
< : < = < <

Jx+3 16 JX+3 16 X+3 256

& 49x° -95x° +43x+3>0 & (x—1)2 (49x+3)>0, evident cu egalitate pentru a=1.

Sa trecem la rezolvarea problemei din enunt.

Folosind Lema obtinem:
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16 16 16 16 2

1+7a 3+7).a 3+7-3 24 3
phie 2n sl B

a
> <
Ja+3
Egalitatea are loc daca si numai dacia=b=c=1.
Remarca.
Inegalitatea se poate dezvolta:

3) Fie a,b,c>0 astfel incata+b+c=3si n>0. Sa se arate ca
a b c 3

+ + < .

Ja+n +b+n Je+n n+l

Marin Chirciu

Solutie.
Demonstram rezultatul ajutator:
Lema.

Dacax >0 si n>0, atunci

X <1+(2n+1)x
Ix+n-n+1 " 2(n+1)2 '

Demonstratie.

Folosim Tangent Line Method .

X _1r(2n+D)x - ( X jz S£1+(2n +1)x]2 -

Jx+n-Jn+1” 2(n+1)2 Jx+n-Jn+1 2(n+1)2

X (1+(2n+1)x)’
(x+n) " 4(n+1)’

& (2n+1)° % —(8n2 +7n+2)x2 +(4n2 +2n +l)x+ n>0 & (x-1)° ((Zn +1)" x+ n) >0,
evident cu egalitate pentru x =1.
Sa trecem la rezolvarea problemei din enunt.

Folosind Lema obtinem:

M, —Y -2 ey y R e 3r(nil)a e 3+ (2n+])-3

a+n 2(n+1)2 2(n+1)2 2(n+1)2
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Egalitatea are loc daca si numai dacaia=b=c=1.

Aplicatia 16.

1) Leta,b andc be positive real numbers such thata+b+c =3. Prove that
3 2 3 2 3 2
a2+1 + b2+1 + C2+1 >ab+bc+ca.
a“+1 b +1 c +1

George Apostolopoulos, Crux Mathematicorum,10/2013

Solutie.
Demonstram rezultatul ajutator:

Lema.

X3 +1_ x+1
>—.

x*+1 2

Daca x >0 atunci

Demonstratie.

Folosim Tangent Line Method .

X +1>XT+1 (x—l)z(x+1)20,evident cu egalitate pentrua =1.
x* +

Avem

Sa trecem la rezolvarea problemei din enunt.

Folosind Lema obtinem:

M. Z(a +1j Z(a_ﬂjz:Za2+2a+122a2+22a+21:Za2+2-3+3:

a’+1 2 4 4 4

2. +9(1)Zbc M, ,unde (1) < > a’+9>4> bc,

care rezultd din sumarea inegalitdtilor:

Y a?=>be si 923D be , unde 923> be < 32D be < (a+b+C

>Y'bec <

< (a+b+ 0)2 >3(ab+bc+ca), inegalitate cunoscutd, cu egalitate pentrua=b=c.
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. .. C o 1
Egalitatea are loc daca si numai dacia=b=c= 3

2) Leta,b,c andn be positive real numbers such thata+b+c=3. Prove that

3 2 3 2 3 2

a’+n b°+n c’+n

> +| = +| = >ab+bc+ca.
a“+n b +n c“+n

Marin Chirciu

Solutie.
Demonstram rezultatul ajutator:
Lema.

x3+n_ X+n
>

x>+n n+1

Daca x,n > 0 atunci

Demonstratie.

Folosim Tangent Line Method .

x3+n_ X+n

>—— < n(x- 1) (x+1)>0, evident cu egalitate pentrua =1.
x*+n n+l

Avem

Sa trecem la rezolvarea problemei din enunt.

Folosind Lema obtinem:

M, Z(a +n] Zz(ﬂjz :za2+2na+n2 =Za2+2n2a+2n2 :Za2+2n-3+3n2

a’+n n+1 (n+1)2 (n+1)2 (n+1)2

> a’+6n+3n’ ®
(n+1)

> bc=M,, unde (1) < > a’+6n+3n*>(n+1) Zbc

care rezultd din sumarea inegalitdtilor:

> a*> bc si 6n+3n°>(n*+2n)3 be,
unde 6n +3n? z(n2+2n)2bc < 32> & (a+b+c >> b <

& (a+b+c)’ >3(ab+bc+ca), inegalitate cunoscuts, cu egalitate pentrua=h =c.

. . C o 1
Egalitatea are loc daca si numai dacia=b=c==.

Nota.
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Pentrun =1 se obtine Problema 3899 din Crux Mathematicorum, Vol39, No10, Dec 2013,
propusa de George Apostolopoulos.

Aplicatia 17.

3) Fiea,a,,..a, >0 astfel incata, +a, +...+a, =n. Aratati ca

Zn:(af+1J42n.

2
a +1

Pascal Academy 10/2019, Jalil Hajimir
Solutie.
Demonstram rezultatul ajutator:
Lema.

X3 +1_ x+1
> — .

Daca x >0 atunci >
X +1 2

Demonstratie.

Folosim Tangent Line Method .

3
X2 +12XT+1 =S (x—l)2 (x+1) >0, evident cu egalitate pentrua =1.
X2+

Avem

Sa trecem la rezolvarea problemei din enunt.

Folosind Lema si inegalitatea lui Holder obtinem:

i(a?+1]4>i(a,+1j4>[g%ﬂj _ 2 :(n;znj nt_

2
T\ a +1 i1

Egalitatea are loc daca si numai dacda, =a, =...=a, =1.

n

4) Fiea,a,,..a, >0 astfel incata, +a, +...+a, =nsi pe N . Aratati ca

. 4
pEE

=\ a’+1
Marin Chirciu
Solutie.
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Demonstram rezultatul ajutator:

Lema.

p+1
Dacax>0si pe N atunci X +12 x+1
xP+1 2

Demonstratie.

Folosim Tangent Line Method .

P41 x+1 (
xP+1 2
semn, cu egalitate pentrux =1sau p=0.

Xx—1)(x" —1)=0, evident, deoarece factorii(x—1),(x" 1) au acelasi

Sa trecem la rezolvarea problemei din enunt.

Folosind Lema si inegalitatea Iui Holder obtinem:
n n 4
da+>1
4 i=1 i=1 4
) [Z”: a +1j 2 ( n+ nj
n p+1 n 4 4
Z(ai +1) zz(ai”) \F 2 ) L2 ) n_

a’+1 2

i=1 i=1
Egalitatea are loc dacd si numai dacda, =a, =...=a, =1.
Nota.

Pentru p =2 se obtine problema propusa de Jalil Hajimir in RMM 10/2019.

5) Fiea,,a,,...a, >0 astfel incata, +a, +...+a,=n si p,k e N . Aratati ca

0 (aPt+1 ‘
>N
; a’+1

Marin Chirciu
Solutie.
Demonstram rezultatul ajutator:

Lema.

p+1

Dacax>0 si pe N atunci >
xP+1 2

Demonstratie.
Folosim Tangent Line Method .
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Avem———=> ="~ < (x—-1)(x" ~1)= 0, evident, deoarece factorii (x—1),(x" —1) au acclasi
x”+1 2

semn, cu egalitate pentrux =1.

Sa trecem la rezolvarea problemei din enunt.

Folosind Lema si inegalitatea Iui Holder obtinem:
n n k
da+>1
i=1 i=1
(g ) )
Z[a"”ﬂj Z”:(a +lj 2 ) L2 ) h

k-1 k-1 - k-1 T k-l

a’+1 = n n n n
pentruk > 2.
Pentru k =1, inegalitatea este imediata, folosind Lema, iar pentru k = 0 se obtine egalitatea
n=n.
Egalitatea are loc daca si numai dacda, =a,=...=a, =1 sauk =0.
Nota.

Pentru p =2,k =4 se obtine problema propusa de Jalil Hajimir in RMM 10/2019.
Aplicatia 18.

1) Fie x,y,z>0, astfel incatx+y+z =48 . Aratati ca
1 1 1 3

+ + >— .
8-x 8-y 8-Vz 4

RMM 2019, George Apostolopoulos, Greece

Solutie.
Demonstram rezultatul ajutator:
Lema.

DacaO< x<64 atunC| X +16

Demonstratie.

Folosim Tangent Line Method .
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2
Rezulta X+16 = &(J_—4) >0, cu egalitate pentru x =16.

Sa trecem la rezolvarea inegalitatii din enunt.

Folosind Lema rezulta:

1 X+16 X+y+z+16- 3 48+48 96 _3
St n it

8—/x 128 128 128 128 4
Egalitatea are loc daca si numai dacix=y=2z=16.
Remarca.

Inegalitatea 1) se poate dezvolta.

2) Fie x,y,z,n>0, astfel incatx+ y+z =3n’ . Aritati ca

1 1 1 .3

n n >2
2n—/x 2n—\/§ 2n—+z n

Marin Chirciu, Pitesti
Solutie.

Demonstram rezultatul ajutétor:

Lema.
Daci 0 < X < 4n” atunci X+16
2n- J_
Demonstratie.
Folosim Tangent Line Method .
Rezulta \/_ > X+ i = \/_(\/; n) >0 , cu egalitate pentru x = n®
2n —

Sa trecem la rezolvarea inegalitatii din enunt.

Folosind Lema rezulti:

3 1 <Zx+n2_x+y+z+n2-3_3n2+3n2_6n2_§
n—x “~ 2n° 2n° 2n° o n’

Egalitatea are loc daca si numai dacix =y =z=n’.

Nota.

Pentrun =4 se obtine problema propusa de George Apostolopoulos, RMM 8/2019.
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Remarca.

Inegalitatea 2) se poate generaliza.

3) Fie X,X,,...,X,N >0, astfel incat x, + X, +...+x, =kn® . Aritati ca
k

1 1 1
2n—\/Z+2n—\/x72+"'+2n—\/§ZE

Marin Chirciu, Pitesti

Solutie.

Demonstram rezultatul ajutétor:

Lema.
Daca0 < x < 4n” atunci X+16
2n- «/_
Demonstratie.
Folosim Tangent Line Method .
Rezulta \/_ > X n* = \f(\/} n) >0 , cu egalitate pentru x = n®
2n—

Sa trecem la rezolvarea inegalitdtii din enunt.

Folosind Lema rezulti:

Z Z:x1+n X X et X +nP -k kn?+kn®  2kn® Kk
\/_ 2n’ 2n’® 2n® n’

Egalitatea are loc daci si numai daciX, = X, =...= X, =n°.

Nota.

Pentrun=4 si k =3 se obtine problema propusa de George Apostolopoulos, RMM 8/20109.
Aplicatia 19.

4) Fie x,y,z>0, astfel incatx+y+z=1 . Aratati ca
x+1 y+1 z+1 27
3 + 3 +
X*+1 yi+1 7° +1 7

Crux Mathematicorum, Vol.41, No.5, May 2015, Dragoljub Milosevi¢

Solutie.
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Folosind x°+1=(x+1) ( X2 — X+ 1) problema se reformuleaza:

5) Fie x,y,z>0, astfel incatx+y+z=1 . Aratati ca
1 1 1 < 27

2 + 2 + 2 - )
X—x+1 y"—y+1 z°-z+1 7

Solutie.
Demonstram rezultatul ajutator:

Lema.

Dacax>0 atunci%2£x+%
X“=x+1 49 49

Demonstratie.

Folosim Tangent Line Method .

Rezulté% < x+—o (3x—1)2(3x+5) >0 , cu egalitate pentru x = 1 .
X“=x+1 49 49 3

Sa trecem la rezolvarea inegalitatii din enunt.

Folosind Lema rezulta:

Z#<Z(ﬁx+ﬁ]_27(X+y+2)+54-3_27+162_189_£
X —x+1 49" 49 49 29 49 7

Egalitatea are loc dacd si numaidacax=y=2z= 3

6) Fie x,y,z>0, astfel incatx+y+z=1 si nzg.Aréta;i ca

1 N 1 N 1 <27

X*—x+n y*—y+n z*—z+n 9n-2

www.mateinfo.ro

Marin Chirciu, Pitesti

Solutie.
Demonstram rezultatul ajutator:
Lema.
27 27(3n-1)
2 - 2 X+ 2
X"=X+n (9n-2) (9n-2)

Dacax>0 si nzg atunci ! <
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Demonstratie.

Folosim Tangent Line Method .

Regults 1 < 27 27(3n-1)

X + & (3x—1)(3x+9n—4)>0 , cu egalitate pentru
P xn (27 " (on-2y (3x-1)( ) galitate p

1
X==.
3

Sa trecem la rezolvarea inegalitatii din enunt.

Folosind Lema rezulta:
27(3n 1)| 27(x+y+2)+27(3n-1)-3 27+243n-81
z <z - . - >
(9n— 2) (9n 2) (9n-2) (9n—2)
_243n-54 _27(9n-2) 27

S (9n-2)°  (9n-2)° 9n-2

—X+Nn

. . C 1
Egalitatea are loc daca si numaidacax=y=2z= 3

7) Fie x,y,z>0, astfel incatx+y+z=1 . Aratati ca
1 N 1 1 27
X +x+1 y2+y+1 z +z+1 13°

Marin Chirciu, Pitesti
Solutie.
Demonstram rezultatul ajutdtor:
Lema.

1 —135 162
+

2

X +x+1 169 169

Daca x >0 atunci

Demonstratie.
Folosim Tangent Line Method .

Rezultd — L > —135 X+ 162 < (3x —1)2 (15x+7)>0 , cu egalitate pentru x = 1 :
X“+x+1 169 169 3

Sa trecem la rezolvarea inegalitatii din enunt.

Folosind Lema rezulta:
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1 -135 162\ -135(x+y+z)+162-3 -135+486 351 27
sy |ty -t a5t

> X+ = - _cr
X2 +Xx+1 169 169 169 169 169 13

Egalitatea are loc daca si numaidacax=y=z= 3
. o n . 16 ST
8) Fie x,y,z>0,astfel incatx+y+z=1si 0< nSE . Aratati ca

1 1 1 27
2 + 2 + 2
X“+X+Nn Yy +y+n zZ°+z+n 13

Marin Chirciu, Pitesti
Solutie.
Demonstram rezultatul ajutétor:
Lema.

1 135 _ 8l(n+1)
5 > > X+ >
X“+X+N  (9n+4) (9n+4)

Dacax >0 si OSnS% atunci

Demonstratie.

Folosim Tangent Line Method .

1, 135 8i(n+l)

> & (3x—1)’(15x+16-9n)>0 , cu egalitate pentru
rxen (neay (eneay Y ) P

Rezulta
1

X==.
3

Sa trecem la rezolvarea inegalitatii din enunt.

Folosind Lema rezulta:

27

X"+ X+nNn

-135 81(n+1) —135(x+ y+12)+81(n+1)-3
Z (9n +4) (9n +4) (9n +4)2

_-135+243(n+1) 243n+108 _27(9n+4) 27
(9n+4)° (9n+4)°  (9n+4)°  9n+4’

. . C 1
Egalitatea are loc dacd si numaidacax=y=2z= 3

9) Fie x,y,z>0, astfel incAtx+y+z=1sine N . Aratati ca
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1 1 1 (9)“
—+ —+ ==3 — | .
(+x+1) (Y +y+1) (28+z+1) 13

Marin Chirciu, Pitesti

Solutie.

Demonstram rezultatul ajutator:

Lema.

Daca x,Yy,z >0, astfel incatx+y+z =1, atunci 2%12%
X5+ X+

Demonstratie.
Folosim Tangent Line Method .

1 ~135 162
- > x4
x> +x+1 169 169

Rezulta < (3x —1)2 (15x+7)>0 , cu egalitate pentru x = % :

Sa trecem la rezolvarea inegalitatii din enunt.

Folosind Lema rezulta:

5 1 >Z(—135X+162j_—135(x+y+z)+162-3_—135+486_351_g
X2+ X+1 169 = 169 169 169 169 13

. . C o 1
Egalitatea are loc daca si numaidacax=y=z= 3

Sa trecem la rezolvarea problemei din enunt.

Folosind inegalitatea lui Holder obtinem:

1 ) (27)”
Z 2 ema
1 >( X“+x+1) tema 13 3

-2 — 2 = (gj , pentru n>2.
(x*+x+1) 3 3 13
) 1 27 . . ) .
Pentrun =1 se obtine Zz— >—, vezi Lema, lar pentrun =0 se obtine egalitatea3=3.
X“+x+1 13
Aplicatia 20.

1) Fiex,y,z >0 astfel incatx+y+z=3. Aratati ca
1 1 1 1
6 T8 T8 e
XX—x+12 y —-y+12 z°-z+12 4

Marin Chirciu, Pitesti
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Folosim Tangent Line Method .

1 <17—5X

- < < 5" —17x* —5x*+77x—60<0 <
X —X+12 144

Avem

& (x-1)°(x*—7x* -19x* —31x* —43x —60) < 0, evident deoarece
(x°—7x" —19x° -31x* - 43x - 60) < 0, pentrux < 3.

In final rezulta:

3 1 <Z17—5x_3-17—5(x+ y+z) 51-5-3 51-15 36 1
X®—x+12 144 144 144 144 144 4

Egalitatea are loc dacd si numai dacax=y=z=1.

2) Fiex,y,z>0 astfel incAtx+y+z=3si n>11. Aratati ca
- L +— ! +— ! sﬁ.
X’=X+Nn y —y+n z°—z+n n

Marin Chirciu, Pitesti
Solutie:
Folosim Tangent Line Method .

1 <n+5—5x

2

Avem — < 5x' —(n+5)x° —5x*+(6n+5)x—5n<0 <

X*—x+n n
= (x—1)2[5x5+(5—n)x“+(5—2n)x3+(5—3n)x2 +(5—4n)x—5n]s0, evident pentru
n>11, care asigurd| 5x° +(5-n)x* +(5-2n)x* +(5—-3n)x* +(5-4n)x—5n | <0.

In final rezulta:

1 n+5-5x 3(n+5)-5(x+y+z) 3(n+5)-5-3 3n+15-15 3
er—x+ngz n’ = )nz( )4 nz) T n

Egalitatea are loc dacd si numai dacix=y=z=1.

Aplicatia 21.
1) Fiea,b,c >0 astfel incata+b+c=3 . Aratati ca:
1 1 1
2 + 2 + 2
(a+1)" (b+1)" (c+1)

.3
4
Marin Chirciu, Pitesti
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Solutie:
Folosim Tangent Line Method .
Avem( ! )2 > ZZX (e xX*-3x+2>0 & (x—l)z(x+2)20,evident, cu egalitate pentru
X+1
x=1.
2-a 6-(a+b+c) 6-3 3

Obtinem > = = ==,

Z Z 4 4 4 4

a+1)

Deducem ci are loc inegalitatea din enunt, cu egalitate daca si numai dacaa=b=c=1.

2) Fiea,b,c>0 astfel incita+b+c=3 si n>0. Aratati ca:
1 1 1 3
2+ 2+ 2 2 2
(a+n)” (b+n)" (c+n)" (n+1)

Marin Chirciu, Pitesti

Solutie:
Folosim Tangent Line Method .
Avem L > MH372X o) okt 4 (3n-3)xC —6nx+30 4120 < (x—1)}(2x+3+1)>0

(x+ n)2 (n +1)
, evident, cu egalitate pentrux =1 .

>Zn+3—2a _3(n+3)-2(a+b+c) 3n+9-6_3(n+l) 3

Obtinem 2.7 a+n) TS’ () (n+1)  (n+1] (n+1f

Egalitatea are loc daca si numai daca si numai dacia=b=c=1.

Aplicatia 22.

1) Ifa,b,c>0, a+b+c=3 then:

a b N C 1
b® +b2+b+3 cG+c?+c+3 a*+a’+a+3 2

Solutie:

Demonstram rezultatul ajutétor:
Lema.

2) Dacax>0 atunci:

1 -1 1
22— X+,
C+x’+x+3 6
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Demonstratie.

Folosim Tangent Line Method .
Inegalitatea se scrie echivalent x(x+1)(x —1)2 >0, evident, cu egalitate pentrux =1.

Sa trecem la rezolvarea inegalitatii din enunt.
Folosind Lema obtinem:
- a(2-b)o
Z+223(£b+l):—z ( )ZE’
b”>+b"+b+3 6 3 6 2

unde (1) < > a(2-b)23< 2) a-D hc=3 < 2.3-> hc23< 32 he <
& (a+b+c) 23> bc = Y a?>> be.
Egalitatea are loc daca si numai dacd a=b=c=1.
Remareca.
Inegalitatea se poate dezvolta.
3) Ifa,b,c>0, a+b+c=3 then:
a b c 3

3 2 + 3 2 + 3 2 Z '
b°+b“+b+n c’+c°+c+n a*+a“+a+n n+3

Marin Chirciu, Pitesti
Solutie:
Demonstram rezultatul ajutdtor:
Lema.

4) Dacax>0si 0<n<3 atunci:
1 >—6x+n+9
X+ x2+X+n (n+3)2

Demonstratie.
Folosim Tangent Line Method .

1 >—6x+n+9

A >
vem XX+ X2+ X+n (n+3)2

= (x—1)2[6x2 +(9- n)x+3(3—n)] >0, evident din x> O0si

0<n <3, cuegalitate pentrux =1.
Sa trecem la rezolvarea inegalitatii din enunt.
Folosind Lema obtinem:
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s @ >za[—6b+n+9}:Za(n+9—6b)@ 3

b*+b*+b+n (n+3)2 (n+3)2 “n+3’
unde (1) < > a(n+9-6b)>3(n+3) < (n+9)> a-6)» bc>3(n+3) <
& (n+9)-3-6> bc>3(n+3) & 3> Db < (a+b+c)’ 23> bec e > a?>> be.
Egalitatea are loc daca si numai dacd a=b=c=1.
Remarca.

Sa marim numarul varibilelor de la trei la patru.

5) Ifa,b,c>0, a+b+c+d =4 then:
a b c d 2
+ + + >Z,
b®+b?+b+3 c*+c?’+c+3 d*+d’+d+3 a*+a*+a+3 3

Solutie:
Demonstram rezultatul ajutator:
Lema.
6) Dacax >0 atunci:
1 -1 1
¥iixi3 63
Demonstratie.
Folosim Tangent Line Method .
Inegalitatea se scrie echivalent x(x+1)(x —1)2 >0, evident, cu egalitate pentru x =1.
Sa trecem la rezolvarea inegalitdtii din enunt.

Folosind Lema obtinem:

Z#>Za(%b+EJZM(§Z,

b®+b’+b+3 3 6 3
unde (1) < Y a(2-b)>4 < 2> a-Y ab>4 < 2-4-)Y ab>4 < 4>> ab <
& (a+b+c+d) 24 ab < (a-b+c—d) >0.
Prin )" abam simbolizatab+bc+cd +da.

Egalitatea are loc daca si numai dacd a=b=c=d =1.
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Remarca.

Inegalitatea se poate dezvolta.

7) Dacaa,b,c,d >0, a+b+c+d =4 si 0<n<3 atunci:

a b c d S 4

3 2 + 3 2 + 3 2 + 3 2 - '
b°+b“+b+n c’+c“+c+n d°+d°“+d+n a’+a“+a+n n+3

Marin Chirciu, Pitesti
Solutie:
Demonstram rezultatul ajutator:
Lema.

8) Dacax>0si 0<n<3 atunci:

1 S —6X+n+9
XX+ x2+X+n (n+3)2
Demonstratie.
Folosim Tangent Line Method .

1 >—6x+n+9
XC+x2+Xx+n (n+3)2

Avem =S (x—1)2[6x2 +(9-n)x+3(3- n)] >0, evident din x> 0si

0<n<3, cuegalitate pentru x =1.
Sa trecem la rezolvarea inegalitatii din enunt.
Folosind Lema obtinem:

5y a >za{—6b+n+9}=2a(n+9—6b)(>l) 4

b*+b%+b+n (n+3)° (n+3)°  n+3’

unde (1) < > a(n+9-6b)>4(n+3) < (n+9)> a-6> ab>4(n+3) <
& (n+9)-4-6> ab>4(n+3) & 42> bc < (a+b+c+d) 24> ab
<:>(a—b+c—d)220.

Prin Zab am simbolizatab +bc +cd +da..

Egalitatea are loc daca si numai dacd a=b=c=d =1.

9) Ifa,b,c>0, a+b+c=3 then:
a b c

+ + >1.
b®+b?+b c*+c’+c a*+a’+a
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Marin Chirciu, Pitesti

Solutie:

Demonstram rezultatul ajutator:

Lema.
10) Daca x>0 atunci:
1 -2

X+X°+x 3

Demonstratie.

Folosim Tangent Line Method .
Inegalitatea se scrie echivalent 3(x—1)°(2x* +3x+3)> 0, evident, cu egalitate pentrux =1.

Sa trecem la rezolvarea inegalitatii din enunt.
Folosind Lema obtinem:
— a(3-2b)w
Z#ZZa —2X+1 :LZ].,
b*+b"+b+n 3 3
unde (1) < > a(3-2b)>3«< 3> a-2) bc>3 <

& 3:3-2>'bc23 e 32> be < (a+b+c)’ >3>bec e > a?>> be.

Egalitatea are loc daca si numai dacd a=b=c=1.

11)Ifa,b,c>0, a+b+c=3 then:
a b C
3 2 + 3 2 + 3 2
b°+b“+b+1 c’+c°+c+1 a’+a“+a+l

>3
4

Marin Chirciu, Pitesti
Solutie:
Demonstram rezultatul ajutdtor:
Lema.

12) Dacax >0 atunci:
1 >—3x+5
C+x2+x+1 8

Demonstratie.

Folosim Tangent Line Method .
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Inegalitatea se scrie echivalent < 2(x —1)2 (3x2 +4x+ 3) >0, evident, cu egalitate pentrux =1.

Sa trecem la rezolvarea inegalitatii din enunt.
Folosind Lema obtinem:

> a >Za(—3b+5)=2a(5—3b)<21)§

b®+b?>+b+n 8 8 4

unde (1) < > a(5-3b)=6 < 5> a-3> bc>6 <

o 5~3—3Zbc26 o 3zzbc o (a+b+c)2 ZSZbc = Zaz ZZbc.

Egalitatea are loc daca si numai dacda a=b=c=1.

13)Ifa,b,c>0, a+b+c=3 then:

a b N c 2§

3 2 + 3 2 3 2 '
b>+b“+b+2 c’+c°+c+2 a’+a"+a+2 5

Marin Chirciu, Pitesti
Solutie:
Demonstram rezultatul ajutator:
Lema.

14) Dacax >0 atunci:
1 >—6X+11
X+x2+x+2 25

Demonstratie.

Folosim Tangent Line Method .
Inegalitatea se scrie echivalent < (x—1)°(6x”+7x+15)>0, evident , cu egalitate pentrux =1.

Sa trecem la rezolvarea inegalitatii din enunt.
Folosind Lema obtinem:

Z; S Za(_GXHlj _ Za(ll_6b)(zl)§,

b®+b*+b+n 25 25 5

unde (1) < > a(11-6b)>15 < 11) a-6> bc>15 <

& 11-3-6) bc>15 ¢ 3> > 'be < (a+b+c)’ 23> bec = > a?>> be.
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Egalitatea are loc daca si numai dacd a=b=c=1.

15)Dacaa,b,c,d >0, a+b+c+d =4 atunci:

a b C d Zﬂ

+ + + .
b*+b*+b c*+c’+c d*+d*+d a*+a’+a 3

Marin Chirciu, Pitesti
Solutie:
Demonstram rezultatul ajutator:
Lema.

16) Dacax >0 atunci:

1 >—2X+3
X+x2+x 3

Demonstratie.

Folosim Tangent Line Method .
. . . 2 2 . .
Inegalitatea se scrie echivalent 3(x —1) (2x +3X +3) >0, evident, cu egalitate pentrux =1.

Sa trecem la rezolvarea inegalitatii din enunt.
Folosind Lema obtinem:
- a(3-2b)o

Z%ZZa(_Zx+1)=L21’

b®+b“+b+n 3 3
unde (1) < > a(3-2b)>4 < 3> a-2> ab>4 <
©34-2>ab>4 < 42> ab < (a+b+c+d)’ >4 ab < (a—b+c—d)*>0.
Prin Zab am simbolizatab +bc +cd +da..

Egalitatea are loc daca si numai dacd a=b=c=d =1.

17)Ifa,b,c,d >0, a+b+c+d =4 then:
a b c d

+ + + >1
b +b*+b+1 c*+c®+c+1l d*+d*+d+1 a*+a’+a+1l

Marin Chirciu, Pitesti
Solutie:
Demonstram rezultatul ajutétor:
Lema.
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18) Dacax >0 atunci:

1 >—3x+5
X+x2+x+1 8

Demonstratie.

Folosim Tangent Line Method .
Inegalitatea se scrie echivalent 2(x —1)2 (3x2 +4x+ 3) >0, evident, cu egalitate pentrux =1.

Sa trecem la rezolvarea inegalitatii din enunt.
Folosind Lema obtinem:

D a >Za(—3b+5j=2a(5—3b)(§1

b®+b?>+b+n 8 8

unde (1) < > a(5-3b)>8 < 5) a-3> ab>8
©5-4-3) ab>8<= 42> ab < (a+b+c+d)2 >4 ab < (a—b+c—d)220.
Prin Zab am simbolizatab+bc+cd +da.

Egalitatea are loc daca si numai dacd a=b=c=d =1.

19)Ifa,b,c,d >0, a+b+c+d =4 then:
a b c d 4
3 2 3 2 T3 2 +3 2 Z—.
b°+b°+b+2 c’+c°+c+2 d°+d“+d+2 a’+a"+a+2 5

Marin Chirciu, Pitesti
Solutie:
Demonstram rezultatul ajutator:
Lema.

20) Dacax >0 atunci:
1 >—6X+11
X+x2+x+2 25

Demonstratie.

Folosim Tangent Line Method .
Inegalitatea se scrie echivalent (x—1)°(6x* +7x+15)>0, evident , cu egalitate pentru x =1.

Sa trecem la rezolvarea inegalitatii din enunt.
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Folosind Lema obtinem:

3 a >Za(—6x+11j=2a(11—6b)(§i

b®+b?>+b+n 25 25 5

unde (1) < > a(11-6b)>20 < 11> a-6> abh>20 <

©11:4-6Y.ab>20 < 4> > ab « (a+b+c+d) 24> ab < (a~b+c—d) >0.
Prin Zab am simbolizatab +bc+cd +da.

Egalitatea are loc daca si numai dacd a=b=c=d =1.

Aplicatia 23.

21) Ifa,b,c>0,£+%+1:6 then
a

c
3a 3b 3c
2 + 2 + 2
4a”+2a+1 4b°+2b+1 4c +2c+1

Proposed by Daniel Sitaru-Romania, RMMZ2019

<a+b+c .

Solutie:
Folosim Tangent Line Method .

> : < (2x —1)2 >0, evident cu egalitate pentru x :% .

Avemz—s
4 +2x+1 2

3a 1 30
Rezulta Y ———— < » —=—<a+b+c,unde (1) rezulta din:
2 4a* +2a+1 2 2 2 D

AM —-HM
a+tb+c > %:ﬁzl,adicéa+b+cz§.
3 1,116 2 2
a b c

y . . . . 1
Deducem ca are loc inegalitatea din enunt, cu egalitate pentrua=b=c= 2"

Remarca.
Daca marim numarul variabilelor obtinem:

22)Ifa,b,c,d>0,1+l+l+1:8then
a b c d
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3a 3b 3c 3d
2 + 2 + 2 + 2
4a”+2a+1 4b“°+2b+1 4c°+2c+1 4d +2d+1

Solutie:

Folosim Tangent Line Method .

> : < (2x —1)2 >0, evident cu egalitate pentru x :% :

mz—_
4xX°+2x+1 2

A

Ave

3a 1 .0
Rezulta ) ———— < » —=2<a+b+c+d, unde (1) rezulta din:
Z4az+2a+1 Z2 M
AM -HM
a+b+c+d > 1 141 1=ﬂ=l,adicéa+b+c+d22.
4 T 8 2
a b c d

5 . . . : 1
Deducem ca are loc inegalitatea din enunt, cu egalitate pentrua=b=c=d = 5

23) Ifai,az,...,ak,n>0,1+i+...+i:2k then
8 & 2
> 33, +— 32, +ot—— 3,
4a; +2a +1 4a;+2a,+1 4a, +2a, +1

Solutie:
Folosim Tangent Line Method .

> : < (2x —1)2 >0, evident cu egalitate pentru x =% .

mz—_
4x°+2x+1 2

A

Ave

@
38, < 1 :E£a1+a2+...+ak,unde (1) rezulta din:

Rezulta —_— = —
2 4a’ +2a, +1 2 2

+a, +...+a, AMHM k k 1 .. . k
4 2k ko> T 1 T zﬁzz,adlcaa1+a2+...+ak2—.
—+— .+ 2
8 8 2
9 . : . : 1
Deducem cd are loc inegalitatea din enunt, cu egalitate pentrua, =a, =...=a, = >
Remarca.
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Inegalitatile de mai sus pot fi dezvoltate:

24) Ifa,b,c,n>0,1+1+1:3n then
a b c

4a ik} 4c

5 +— +— <a+b+c .
n‘a+2na+1 nb°+2nb+1 n°c +2nc+1

Marin Chirciu, Pitesti

Solutie:
Folosim Tangent Line Method .
Avem HL < 1o (nx —1)2 >0, evident cu egalitate pentru x = 1
n“x +2nx+1 n n
4a 1 30 )
Rezulta Y —————— < » —=—<a+b+c, unde (1) rezulta din:
Zn2a2+2na+1 Z:n n M
AM -HM
a+b+c > %:izl,adicéa+b+cz§.
3 2.2 3n n n
a b c

Deducem ca are loc inegalitatea din enunt, cu egalitate pentrua=b=c =

n
Remarca.

Daca marim numarul variabilelor obtinem:

25)Ifa,b,c,d,n>0,l+1+£+£:4nthen
a b c d

4a 4b 4c 4d

5 +—= +— +— <a+b+c+d .
n‘a+2na+1 nb°+2nb+1 n°c +2nc+1 n°d°+2nd+1

Solutie:
Folosim Tangent Line Method .
Avem “L < 1o (nx—l)2 >0, evident cu egalitate pentru x = 1
n°x“+2nx+1 n n
4a 1 40
Rezulta Y ———<» —==—<a+b+c+d, unde (1) rezulta din:
Zn2a2+2na+1 Zn n M
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a+b+c+d AM-HM 4 4 1 . 4
— == adicia+b+c+d >—.
4 4n n n

1 1 1 1
=+ + =
a b c d

g . . . : 1
Deducem ci are loc inegalitatea din enunt, cu egalitate pentrua=b=c=d ==.
n

26) Ifal,az,...,ak,n>0,l+i+...+i:kn then
a & a
4 4a 4a
— &4 + 0 ot —————
n“a  +2na, +1 n‘a;+2na,+1 na, +2na, +1

<a+a,+..+a,.

Solutie:

Folosim Tangent Line Method .

Avem “L < 1 < (nx —1)2 >0, evident cu egalitate pentru x = 1 .
n°x“+2nx+1 n n

9 4a, 1 k® -
Rezulta Y —————<» —=—<a +a,+...+a,, unde (1) rezulta din:
Znzaf+2na1+1 Zn n At K M

AM -HM
e R T T lk 1zizl,adicéa1+a2+...+ak25.
k S ko :
a & a
Deducem ca are loc inegalitatea din enunt, cu egalitate pentrua, =a, =...=a, =—.
n
27)Ifa,b,c>0,£+1+l:9then
a b c
5a Sb 5¢c

<a+b+c.

2 + 2 + 2
9a“+9a+1 9b“+9b+1 9¢c“°+9c+1

Solutie:
Folosim Tangent Line Method .

oX 1 < (3x —1)2 >0, evident cu egalitate pentru x = % :

Avemz—é
9x“+9x+1 3

(oY)
RezultéZﬁgaﬂ_ < Z% =1<a+b+c, unde (1) rezulta din:
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,adicia+b+c>1.

Deducem ci are loc inegalitatea din enunt, cu egalitate pentrua=b=c==

Remarca.

Daca marim numarul variabilelor obtinem:

28)Ifa,b,c,d >0, 1+1+1+1—12 then
a b c d
5a 5b 5c 5d
5 +— +— +— <a+b+c+d .
9a°+9a+1 9°+9b+1 9¢c“+9c+1 9d°+9d+1
Solutie:
Folosim Tangent Line Method .
AvemL 1 < (3x- 1) >0, evident cu egalitate pentrux:1
9x*+9x+1" 3 3

5a 1 40
Rezulta —< —=—<a+b+c+d, unde (1) rezulta din:
z 9a’+9a+1 Z3 3 M

a+b+c+dAv_hm 4 _4
4 1.1 12
c

=1,adicéa+b+c+d zﬂ.
1 1 3
—+—+

a b

- . . . . 1
Deducem ca are loc inegalitatea din enunt, cu egalitate pentrua=b=c=d = 3

29)Ifa,a,,...,a,n>0 ,i+i+...+i=3k then

al a‘2 a‘k
58, + 52, ot — >3 <a+a,+..+a, .
9a’ +9a, +1 9a’+9a,+1 9a, +9a, +1

Solutie:
Folosim Tangent Line Method .
AvemL L & (3x-1)" >0, evident cu egalitate pentru x = =

9%’ +9x+1" 3 3

5a, k®
RezultaZ— < Z— =—<a +4a,+...+a,, unde (1) rezulta din:
9a/ +9a, +1 3

68

www.mateinfo.ro



http://www.mateinfo.ro/

REVISTA ELECTRONICA MATEINFO.RO ISSN 2065-6432 — IUNIE 2021

www.mateinfo.ro

AM -HM
LB B TN 1 1k 1 zkzl,adicéa1+a2+...+ak25.
k i+ — k3 3
8 & 8y
- . . . . 1
Deducem ci are loc inegalitatea din enunt, cu egalitate pentrua, =a, =...=a, = 3
30) Ifa,b,c,n>0,1+1+1:3n then
a b c
3a 3b 3c
> + = +— <a+b+c.
n‘a+na+1 nb°+nb+1 n°c +nc+l
Solutie:
Folosim Tangent Line Method .
Avem“L < 1o (nx—l)2 >0, evident cu egalitate pentru x = 1
n°x“+nx+1 n n
3a 1 39 .
Rezultad Y ———— < » —=—<a+b+c, unde (1) rezulta din:
Zn2a2+na+1 Zn n M
AM -HM
a+b+c 2 %:izl,adicéa+b+cz§.
3 a4z 3n n n
a b c
Deducem ca are loc inegalitatea din enunt, cu egalitate pentrua=b=c= 1 .
n
Remarca.
Daca marim numarul variabilelor obtinem:
31) Ifa,b,c,d,n>0,1+1+£+£:4n then
a b c d
3a 3b 3c 3d
" +— +— +—5 <a+b+c+d .
n‘a“+na+1 nb°+nb+1 n°c"+nc+l nd°+nd+1
Solutie:
Folosim Tangent Line Method .
Avem“L < 1 & (nx—l)2 >0, evident cu egalitate pentru x = 1
n°x“+nx+1 n n
3a 1 40
Rezulta ) ———<» —=—<a+b+c+d, unde (1) rezulta din:
Zn2a2+na+1 Zn n M
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a+b+c+d AM-HM 4 4 1 . 4
— == adicia+b+c+d >—.
4 4n n n

=11 1 1
i e
a b c d
Deducem ci are loc inegalitatea din enunt, cu egalitate pentrua=b=c=d = 1 .
n

32)Ifa,a,,...,a,n>0 ,l+i+...+i:kn then

8 & a
> 2331 +— 23a2 +ot— 23ak <a,+a,+..+a,.
n“a; +na +1 n%a;+na,+1 n“a, +na, +1
Solutie:
Folosim Tangent Line Method .
Avem “L < 1 < (nx —1)2 >0, evident cu egalitate pentru x = 1 .
n°x“+nx+1 n n
3 33, 1 ko - o
Rezulta ) ————<» —==—<a +a,+...+a_, unde (1) rezulta din:
AM -HM
e R T T lk T zizl,adicéa1+a2+...+ak25.
k it p 4= Nkon n
q & CH
Deducem ca are loc inegalitatea din enunt, cu egalitate pentrua, =a, =...=a, =—.
n
33) Ifa,b,c>0,1+1+1:12 then
a b c
6a 6b 6¢
> +— +— <a+b+c.
16a°+16a+1 16b“+16b+1 16c°+16Cc+1
Solutie:

Folosim Tangent Line Method .

6X

Avemz—
16x° +16x+1

IA

% = (4x —1)2 >0, evident cu egalitate pentru x = % .
@

6a 1 3
Rezulta  —————— <Y —=—<a+b+c, unde (1) rezulta din:
216a2+16a+1 Z4 4 )

a-+b+cAvhm 3 3 1 .. 3
= ﬁ=ﬁzz,adlcaa+b+()2£.
3 —+—+—-
a b c
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5 . : : : 1
Deducem ca are loc inegalitatea din enunt, cu egalitate pentrua=b=c= 7

Remarca.
Dacd marim numarul variabilelor obtinem:

34)Ifa,b,c,d >0,1+1+l+1:16 then
a b c d

6a 6b 6C 6d

5 +— +— +—— <a+b+c+d .
16a“ +16a+1 16b“+16b+1 16¢-+16c+1 16d-+16d +1

Solutie:
Folosim Tangent Line Method .

Avem ox o (4x—1)2 >0, evident cu egalitate pentru x = %

— = <
16x2 +16x+1" 4

6a 1 O .
Rezulta  ———————— < » —=4<a+b+c+d, unde (1) rezultd din:

Z:16a2+16a+1 Z“4 )
a+b+c+dAvzHu 4 4

4 - 1 16
d

zl,adicéa+b+c+d21.
1 11 4
—t—+—+

a b c

9 . . . . 1
Deducem ca are loc inegalitatea din enunt, cu egalitate pentrua=b=c=d = 2

35)Ifa,a,,...,a,n>0 ,l+i+...+i:4k then
8 & h
6a, 6a, 6a,

> +— tot—— <a+a,+.+a, .
16a; +16a, +1 16a, +16a,+1 16a, +16a, +1

Solutie:
Folosim Tangent Line Method .
(n+2)x

Avem
n°x°+n°x+1

IA

1 . . 1
= & (nx-1)" >0, evident cu egalitate pentru x = = .
n n

@
Rezulte'lz:26;‘11 < Zl _K <a,+a,+..+4a,, unde (1) rezulta din:
16a; +16a, +1 4 4

AM —HM
at+a,+.+a, > 1 1k 1 =£=1,adicéa1+a2+---+ak25-
" 1.1, 1 & 4 4

al a'2 a‘k
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Deducem cd are loc inegalitatea din enunt, cu egalitate pentrua, =a, =...=a, = 1 :
36) Ifa,b,c,n>0,1+1+1=3n then
a c
n+2)a n+2)b n+2)c
2(2 2) + 2(2 2) + 2(2 2) Sa+b+c'
n‘a+n“a+l nb°+nb+1 n°c +n°c+l
Solutie:
Folosim Tangent Line Method .
n+2)x . .
Avem % < 1 < (nx —1)2 >0, evident cu egalitate pentru x = 1
n°x“+n°x+1 n n
n+2)a 1 30
Rezulta (—S —=—<a+b+c, unde (1) rezulta din:
Zn2a2+n2a+1 Zn n o
AM —HM
a+b+c = %zi:l,adicéa+b+02§.
3 2it.z 3n n n
a b c
Deducem ca are loc inegalitatea din enunt, cu egalitate pentrua=b=c=—.
n
Remareca.
Dacd marim numarul variabilelor obtinem:
37) Ifa,b,c,d,n>0,1+1+l+1=4n then
a b c d
n+2)a n+2)b n+2)c n+2)d
(+2)a , (n+2)p  (n+2)c  (n+2)

na’+n’a+1 n?b*+n’h+1 n’?+n%+1 n%d’+n’d+1
Solutie:
Folosim Tangent Line Method .

n+2)X
Avem % < 1 < (nx —1)2 >0, evident cu egalitate pentru x = 1 .
N°X“+n°x+1 n n
n+2)a 1 40
Rezulta (—S —=—<a+b+c+d, unde (1) rezulta din:
Zn’-’a2+n2a+1 Z“n n o

72

www.mateinfo.ro

<a+b+c+d .


http://www.mateinfo.ro/

REVISTA ELECTRONICA MATEINFO.RO ISSN 2065-6432 — IUNIE 2021

a+b+c+d AM-HM 4 4 1 . 4
1 > =—=-adicaa+b+c+d>—.

1,111 ann n
a b c

1
d
Deducem ca are loc inegalitatea din enunt, cu egalitate pentrua=b=c=d ==

38)Ifa,a,,...,a,n>0 ,l+i+...+i:kn then
8 8 h

(n+2)a . (n+2)a, . (n+ 2)
n“a/ +n’a, +1 n’a’+na,+1 n“a +n’a +1

Solutie:
Folosim Tangent Line Method .

(nx —1)2 >0, evident cu egalitate pentru x = 1 .
n

(n+2)a, k®
Rezulta Z— Z <a1 +a,+...+3,, unde (1) rezulta din:

AM -HM
et Tl N 1 1k 1:Li,adicéaﬁaﬁ--*a@h
k it 4= koo "

a &, a

Deducem ca are loc inegalitatea din enunt, cu egalitate pentrua, =a, =...=a, =—.
n
1

39)Ifa,b,c,n >0,1+1+—:3 then
a b c

a b C a+b+c
a’+na+1 b2+nb+1 c+nc+1 n+2

Solutie:
Folosim Tangent Line Method .

X 1 . .
Avem — < =S (x—1)2 >0, evident cu egalitate pentrux =1.
X“+nx+1 n+2

®
<y 1 _ 3 Qa+b+c

Rezultd > — n+2 n+2 n+2

, unde (1) rezulta din:
a“+na+1
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a+b+c2L—g:3, adicia+b+c>3.
1 1 1 3
a b Cc

Deducem ca are loc inegalitatea din enunt, cu egalitate pentrua=b=c=1.
Remarca.

Daca marim numarul variabilelor obtinem:

www.mateinfo.ro

40)Ifa,b,c,d,n>0,1+1+l+£:4then
a b c d
a b c d a+b+c+d
a?+tna+l bl+nbrl c2+nc+l d? +nd+1 n+2
Solutie:
Folosim Tangent Line Method .
Avem — X < ! <:>(x—1)220,evidentcu egalitate pentrux =1.
X“+nx+1 n+2
@
Rezultaz <Z ! = 4 Sa+b+c+d,unde(l)rezultédin:
a+na+1 n+2 n+2 n+2
AM —-HM
a+b+c+d > 4 :ﬂzl,adicéa+b+c+d24.
4 1 1 1 1 4
e
a b c d

Deducem ca are loc inegalitatea din enunt, cu egalitate pentrua=b=c=d =1.

41) Ifai,az,...,ak,n>0,£+i+...+i:k then
8 & CH
: a +2 a, ot a, LAt ta
a +na+1 a;+na,+1 a; +na, +1 n+2
Solutie:
Folosim Tangent Line Method .
Avem — X < ! <:>(x—1)220,evidentcu egalitate pentrux =1.
X“+nx+1 n+2
&)
Rezultaz Z K <Attt E , unde (1) rezulta din:
al+na1+1 Nt2 n+2 n+2
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+a,+..+a, AMHM k k -
el Bt R =—=1, adicia, +a,+...+a, >k.
k 1 1 1 k
—t— .+
a & &
Deducem cd are loc inegalitatea din enunt, cu egalitate pentrua, =a, =...=a, =1.
Aplicatia 24.

1) Fiea,b,c,d >0 astfel incita+b+c+d =4. Aratati ca
1 1 1 1 1

+ + + <=,
11+a®> 11+b* 11+c¢® 11+d?* 3

AOPS 12/2018

Solutie:

Folosim Tangent Line Method .

1 . =X (x-1)*(x-5)<0 , evident pentru0 < x< 4.
11+ x 72

Avem

Obtinem:

1 7-a 7-4->a 28-4 24 1
Z11+aZSZ - - 72

72 72 72 12 3
Egalitatea are loc daca si numai dacia=b=c=d =1.

2) Fiea,b,c>0 astfel incita+b+c=3 si n>7 . Aratati ca
1 >+ 1 >+ 1 5 < 3 .
n+a® n+b° n+c® n+l

Marin Chirciu, Pitesti
Solutie:
Folosim Tangent Line Method .

1 <n+3—2x

Avem 5> < 5
n+x*  (n+1)

=S (x—1)2(2x+1—n)£0 , evident pentru0< x<3sin>7.

Rezulta:

¥ 1 <Zn+3—2x:(n+3)3—22'd:3n+9—2~3:3n+3: 3
n+a® “~ (n+1) (n+1)° (n+1)°  (n+1)" n+1
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Egalitatea are loc daca si numai dacia=b=c=1.

3) Fiea,b,c>0 astfel incdta+b+c=3 . Aratati ca
1 1 1
2 + 2 + 2
8+a° 8+b° 8+c

=3
3

Marin Chirciu, Pitesti

Solutie:
Folosim Tangent Line Method .

1 11-2x
<

sl 8 (x-1)*(2x=7)<0 , evident pentru0 < x < 3.

Avem

Rezulta:

1 11-2x 11-3-2» a 33-2.3 27 1
Z <Z - Z _ _el _

g+al “ 8l 81 8l 8l 3
Egalitatea are loc daca si numai dacia=b=c=1.

4) Fiea,b,c>0 astfel incita+b+c=3 . Aratati ca
1 N 1 N 1
7+a’ T7+b* 7+c?

<2
8

Marin Chirciu, Pitesti

Solutie:

Folosim Tangent Line Method .

Avem ! ZSE & (x—l)z(x—3)£0 , evident pentru0 < x < 3.
7+X 32
Rezulta:
_x 5.3— _
vl ocyoX 22 _15-3 12 3
7+a’ 32 32 32 32 8

Egalitatea are loc daca si numai dacaa=b=c=1.

5) Fiea,b,c>0 astfel Tncéta+b+c=§ si N>7 . Aratati ca
1 1 1 3
>+ =+ > < .
n+(b+c)” n+(c+a) n+(a+bh)” n+l

Marin Chirciu, Pitesti
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Solutie:

Notandb+c=x,c+a=y,a+b=z,avemx,y,z>0 si X+ y+z =3 si problema se reformuleaza:

Fiea,b,c>0 astfel incatx+y+z=3 si n>7 . Aratati ca

<
n+x> n+y> n+z° n+l

1 1 1 3
+ +

Folosim Tangent Line Method .

Avem ! 23n+3—22x =S (x—1)2(2x+1—n)s0 , evident pentru0< x<3sin>7.
n+x*  (n+1)
Rezulta:
¥ 1 Zn+3—2x:(n+3)3—22x:3n+9—2-3: 3n+3 _ 3
n+x* <~ (n+1)’ (n+1)° (n+1)"  (n+1)" n+l
Egalitatea are loc dacd si numai dacix=y=z=1< a:b:C=E.
6) Fiea,b,c>0 astfel incAita+b-+c =g. Aratati ca
1 1 1 3
=+ =+ ~<=.
7+(b+c)” 7+(c+a) 7+(a+h) 8

Marin Chirciu, Pitesti

Solutie:

Notandb+c=x,c+a=y,a+b=2z,avemx,y,z>0 si X+ Yy+z =3 si problema se reformuleaza:

Fiea,b,c>0 astfel incatx+ y+z =3. Aratati ca

1 1 1 3
+ + <=,
7+x* T+y* T+7° 8
Vezi inegalitatea 4).

Egalitatea are loc daca si numai dacaix=y=z=1& a=b=c= e

7) Fiea,b,c>0 astfel incita+b+c=—. Aratati ca

1
8+(b+c)2 8+(c+a)2 8+(a+b)

T Nlw

1 1 1
+ ><—.
3
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Marin Chirciu, Pitesti

Solutie:

Notdndb+c=x,c+a=y,a+b=2z,avemx,y,z>0 si X+ Yy+z =3 si problema se reformuleaza:

Fiea,b,c>0 astfel incatx+ y+z =3. Aratati ca
1 1 1
+
8+x* 8+y° 8+17°

<
3

Vezi inegalitatea 3).

Egalitatea are loc dacd si numai dacax=y=z=1< a=b=c =% .

8) Fiea,b,c>0 astfel incata+b+c=3. Aratati ca
1 1 1 < 3

>+ 5+ > <
28+(b+c)” 28+(c+a)” 28+(a+h) 32
Marin Chirciu, Pitesti

Solutie:

Notandb+c=x,c+a=y,a+b=2z,avemx,y,z>0 si X+y+z=6 ,iar problemase

reformuleaza;

Fiex,y,z>0 astfel incatx+ y+z =6. Aratati ca

1 1 1 3
+ + <—.
28+x* 28+y® 28417 32
Solutie:
Folosim Tangent Line Method .
Avem ! 2S10—x = (X—Z)Z(X—G)SO , evident pentru0 < x<6.
28+ X 256
Rezulta:
3 1 SZlO—x:10~3—ZX:3O—6: 24 _ 3
28+ % 256 256 256 256 32

Egalitatea are loc daca si numai dacix=y=z=2 < a=b=c=1.
9) Fiea,b,c>0 astfelincdta+b+c=3 si n>28 . Aratati ca
1 1 1 3
=+ =+ > < :
n+(b+c)” n+(c+a) n+(a+b)” n+4
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Marin Chirciu, Pitesti

Solutie:

Notandb+c=x,c+a=y,a+b=2z,avemx,y,z>0 si X+y+2z=6 ,iar problemase

reformuleaza:
Fiex,y,z>0 astfel incatx+ y+z =6. Aratati ca
1 1 1 3
>+ >+ > < .
n+x° n+y" n+z° n+4

Folosim Tangent Line Method .

1 n+12—-4x
<

e (nray & (x—2)"(4x+4-n)<0, evident pentru0 < x <6 si n>28.

Avem

Rezulta:

5 1 <zn+12—4x=3(n+12)—4ZX=3n+36—4-6=3n+12: 3
n+x* <~ (n+4)’ (n+4)’ (n+4)’ (n+4)° n+4

Egalitatea are loc daca si numai dacix=y=z=2< a=b=c=1.

Aplicatia 25.

-1 .. : e o
1) Numerelex,y,z> n verifica relatia X+ y+z =3. Aratati ca

3x*+4 3y°+4 37°+4
Tt 27
2xX°+1 2y°+1 2z°+1

Sebastian Dragan, Sibiu,RMT 1/2019
Solutie.

Folosim Tangent Line Method .

3x*+4 _ —-10x+31
> =

Obtinem ——2>
2x°+1 9

4 -TxX*+2x+120 < (x-1)°(4x+1)>0,

. . . -1
evident , conform ipotezei x > R

Se vor scrie si celelalte doud inegalitdti analoage si se aduna cele trei inegalitati obtinute.

Rezulta:
3x2+4+3y2+4+322+4>—10x+31+—10y+31+—102+31_—10(x+y+z)+3~31_
2x*+1 2y*+1 22°+1 9 9 9 9
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_-10-3+93_63_,
9 9

Egalitatea are loc dacd si numai dacax=y=2z=1
Remarca.
Inegalitatea se poate dezvolta:
2) Numerelex,y,z> _71 verifica relatia X+ y +z =3. Aratati ca

nx>+n+1 ny’+n+1 nz®+n+1

> + > + > >2n+1 ,unden>-2.
2X°+1 2y“+1 22°+1

Marin Chirciu, Pitesti
Solutie.
Folosim Tangent Line Method .

nx2+n+1> —X(2n+4)+8n+7
2x2+1 9

Obtinem & (n+2)(4x°-7% +2x+1)20 <

& (n+2)(x—1)°(4x+1)>0, evident , conform ipotezein > -2 si xz_?l.

Se vor scrie si celelalte doud inegalitdti analoage si se aduna cele trei inegalitati obtinute.

—X(2n+4)+8n+7 —(2n+4)(x+y+2)+3(8n+7)
9 - 9

2
Rezultéz nX2 ernil > Z
X"+

_ —(2n+4)-3;+3(8n+7) :18r;+9 Conal

Egalitatea are loc dacd si numai dacix=y=z=1.

Nota.

Pentrun =3 se obtine Problema E.219 din RMT nr. 1/2019, autor Sebastian Dragan, Sibiu.

-1 .. . SN
3) Numerelex,y,z> 7 verifica relatia X+ y +z =3. Aratati ca

nx* +k ny2+k+n22+k

— ——=n+k ,unden<2k.
2xX°+1 2y +1 2z°+1

Marin Chirciu, Pitesti

Solutie.
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Folosim Tangent Line Method .

nx® +k _ x(2n—4k)+n+7k
>

Obtinem ——2
2x°+1 9

< (2k —n)(4x3 —7x? +2x+l) >0 <

o (2k—n)(x—1)2(4x+1)20,evident , conform ipotezein < 2k si xz%l.

Se vor scrie si celelalte doud inegalitdti analoage si se adunad cele trei inegalitati obtinute.

x(2n—4k)+n+7k (2n—4k)(x+y+2)+3(n+7k)
9 - 9

2
Rezultéz gx zH;_ > Z
X"+

(2n—-4k)-3+3(n+7k) 9n+9k n
S = =

+k.

Egalitatea are loc daca si numai daca x =y =z =1sau daca n=2K.

Aplicatia 26.

1 e o ) e
1) Numerele reale a,b,c,d 25 verifica relatia a+b+c+d =4 . Aratati ca

1 1 1 1 1
——t———t— > .
3a°+5 3b°+5 3c°+5 3d°+5 2

RMT 3/2018, Vasile Giurgi, Sighetu Marmatiei

Solutie(Marin Chirciu si Octavian Stroe, Pitesti).

Folosim Tangent Line Method .

Avem 21 > 123X a7k +Bx—120 o (x—1)2(3x—1)20,evident pentrule.
3X°+5 32 3
A 1 7-3a . . . .
Sumand ——= si folosinda +b+c+d =4 obtinem concluzia.
3a°+5 32

Egalitatea are loc daca si numai dacia=b=c=d =1.
Remarca.

Inegalitatea se poate dezvolta.

1 . ) e o
2) Numerele reale a ,a,,...,a, > = verifica relatia &, +a, +...+a, =n. Aratati ca
3
1 1 1
Tttt
3a, +5 3a;+5 3a; +5

n
=>—.
8
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Marin Chirciu, Pitesti

Solutie.
A 1 7-3a . . : :
Sumand ——= si folosind @, +a, +...+a, =n obtinem concluzia.
3a°+5 32
Egalitatea are loc daca si numai dacia, =a, =...=a, =1.
Nota.

Pentru n=4 se obtine Problema 1X.486 din RMT 3/2018, propusa de Vasile Giurgi, Sighetu
Marmatiei

3) Fie a,b>0.Numerelereale x;,X,,..., X, > 5 a
a

verificd relatia X, + X, +...+ X, =N . Aratati

-

ca
1 1 1 n
—t——t 2 .
ax; +b ax;+b ax;+b a+b

Marin Chirciu, Pitesti
Solutie.
Folosim Tangent Line Method .

Avem L 3tb-2ax 2a —(3a+b)x*+2bx+a-b>0 < (x—1)°(2ax+a—b)>0,

ax’+b (a+b)2

evident pentru x > b-a
2a

1 >3a+b—2a-x

Sumand ——= >
ax“+b  (a+h)

si folosind X, + X, +...+ X, = N obtinem concluzia.

Egalitatea are loc daca si numai daca X, = X, =...= X, =1.

Nota.

Pentrua=3,b=5sin=4 se obtine Problema IX.486 din RMT 3/2018, propusa de Vasile
Giurgi, Sighetu Marmatiei

Aplicatia 27.
Aplicatia 28.

1 . . - -
Numerele reale a,b,c> 2 verifica relatiaa+b+c=3. Sa se arate ca
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1 1 1 3

>

g .
GM 11/2017, Aurel Oporanu, Craiova

+ +
2a’+3 2b*+3 2¢®+3

Solutie.
Folosim Tangent Line Method .

Rezulta 1 > —Ax+9 =

. 4%° ~9x +6x-1>0 < (x-1)"(4x—1)" >0,
2x*+3~ 25

evident pentru x> % :

1 >Z_4a+9 _ —4(a+b+c)+3-9 _—4-3+27 15 _3

AVeM ) 13 5

25 25 25 25 5
Egalitatea are loc daca si numai dacia=b=c=1.
Remarca.

Inegalitatea se poate dezvolta:

1 e ) . -
Numerele reale a,b,c> o’ n>0 verifica relatiaa+b+c=3. Sa se arate ca
n

1 1 1 3
5 +— +— > )
na+n+1 nb°+n+1 nc +n+l1l 2n+1

Marin Chirciu, Pitesti
Solutie.
Folosim Tangent Line Method .

Rezultd —; 1 2_znx+4n2+1<:>2n2x3—(4n2+n)x2+(2n2+n)x—n20<:>
nx“+n+1  (2n+1)

c>(x—1)2(2nx—1)2 >0 , evident pentru xzz—ln.

Avem
> 1 >Z—2na+4n+1_—2n(a+b+c)+3(4n+1)_—2n-3+3(4n+1)_ 6n+3 3
na?+n+1 (2n +1)2 (2n +1)2 (2n +1)2 (2n +1)2 2n+1

Egalitatea are loc daca si numai dacia=b=c=1.

Aplicatia 29.

Fie numerele reale x,y,z>1 astfel incatx+y+z =6. Sa se arate ca:
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X*+3  y*+3 7°+3 3

+ +
3x*+1 3y*+1 37° +1 2

GM 12/2017, Otilia Sorana Bejan, Resita
Solutie.

Folosim Tangent Line Method .

2 p—
Rezultd — +3 2155 32X <:>12x3—37x2+4x+4420<:>(x—2)2 (12x+11)>0, evident pentru

2

3x“+1 169

-11 ) .. o -11
X> TR cu egalitate daca si numai dacaX =2saux = TR

x*+3 Z155—?>2x_155-3—32(x+y+z) 465-192 21 3

Obtinem Z 1 —
X +

169 169 169 13~ 2
Deducem ci are loc inegalitatea din enunt, inegalitatea fiind stricta.

Observatie .

Conditia X, Y,z >1poate fislabitd la x,y,z> _1—:;_1 .

Remarca.
Inegalitatea se poate dezvolta:
Fie numerele reale x,y,z>0 astfel incAtx+y+z=6si n>1 . Sa se arate ca:

x> +n LY +n+zz+n 3(n+4)
e+l ny’+1 nz’+1 4n+1

Marin Chirciu, Pitesti
Solutie.
Folosim Tangent Line Method .
2 4-4n°)x+12n* +17n—4
+n _( )

Rezultd ——> 5
nx®+1 (4n+1)

(4n°—4n)x*+(-12n*—n® +12n+1)x* +(4n* - 4)x+16n° —4n* ~16n+ 4> 0 < (n° -1>0)

< 4nx® —(12n+1)x* +4x+4(4n-1)=0 <:>(x—2)2(4nx+4n—1)20 , evident pentrux >0, cu

egalitate dacd si numai dacd x =2.
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(4-4n%)x+12n° +17n-4  (4-4n%)(x+y+2)+3(12n*+17n-4)
(4n+1)° B (4n+1)’

2
Obginemz X 2+ N> z

nx?+1

_ 6(4-4n?)+3(12n*+17n-4) 12n2+51n+12 3(n+4)(4n+1) 3(n+4)

(4n+1)° (4n+1)° (4n+1)° an+1

Deducem ca are loc inegalitatea din enunt, cu egalitate daca si numai dacax=y=z=2.
Aplicatia 30.
Fiea,b,c€(0,0), cua+b+c=3 . Aratati ca

a_ b L C
a’+2 b*+2 c*+2

RMT2/2017, Marian Cucoanes, Marasesti
Solutie.
Folosim Tangent Line Method .

2X 5 < %2 S +2X -Tx+420 (X—l)2 (x+4)>0 evident cu egalitate daca si
X"+

numai dacax=1 .

Avem

a+2 D.a+6 3+6

Obginemzazizsz : 5 ==L,

Egalitatea are loc daca si numai dacia=b=c=1.
Nota

Inegalitatea poate fi dezvoltata:

Fiea,b,ce(0,0), cua+b+c=3 . Ardtati ca

a b c 3
> += 5 < ,unden>1.
a+n b°+n c¢°+n n+1

Marin Chirciu, Pitesti
Solutie.
Folosim Tangent Line Method .
X _ (n-1)x -2|- 2
X*+n " (n+1)

<:>(n—1)x3+2x2—(3n+1)x+2n20<:>(x—1)2 [(n—l)x+2n]20,
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evident cu egalitate dacd si numai dacax =1 .

D)

Egalitatea are loc daca si numai dacia=b=c=1.

(n-1)a+2 _ (n-1)> a+6 _ (n-1)3+6 _3
(n+1)* (n+1)* (n+1)"  n+l

Obtinem
’ Z a’+n

Remarca
Pentrun =2 se obtine problema 1X.457 din RMT 2/2017.
Aplicatia 31.

1) Ifa,b,c>0 anda+b+c=3then

1 3
> ==

a’+1

Nguyen Van Canh, RMM 5/2018
Solutie.
Demonstram
Lema

2) Ifx>0 then

1 S 2—-X .
X*+1 2
Solutie.
1 2—-X . .
Avem — . > —~5 ® X(x— 1) >0, evident cu egalitate pentrux =1.
X° +

Sa trecem la rezolvarea problemei din enunt.

Folosind Lema obtinem:
6-)> X
Ms—Y >Zz X _ Z _6-3_3_ 4.

2 2
Egalitatea are loc daca si numai dacia=b=c=1.

a’+1

Remarca.
Problema se poate dezvolta.

3) Ifa,b,c>0 Witha+b+c:3and0<k<1then

3
2 2+Z A+l
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Marin Chirciu

Solutie.

Demonstram
Lema

4) 1fx>0 and0<A <1 then

1 S —2X+A+3
X+4 - (2+1)°
Solutie.
Avem ] > 2=x & x(x—l)2 >0, evident cu egalitate pentrux =1.
Demonstratie

Folosim Tangent Line Method .

1

Consider functia f :(0,0) > R, f (x)= Y
+

()=

Ecuatia tangentei in punctul X, =1estey — f (X, )= f'(%,)(X—%,)-

—2X —2
Avem f'(X)=——, f'(1) = :
-2
Ecuatia tangentei in punctul X, =1leste y — = x—1).
tia tang p 0 Y3 (Ml)z( )
. . . —2X+A+3
Obtinem ecuatia tangentei y = ————.
(r+1)
Aratam ca:

AN (L+1)
Avem:

1 S —2X+A+3
X4k (A+1)

& 2X —(A+3)X* +2Ax—1+120 & (x—1)° (2x—1+1) >0,
care rezultd (X —1)2 >0si(2x—A+1)>0, adevirata din conditia din ipotezd0 <A <1.
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Sa trecem la rezolvarea problemei din enunt.
Folosind Lema obtinem:

Ms=Y >3-

2a+A+3_-2) a+3(A+3) -2-3+3(2+3) 3
(2+1)° (2+1)° (2+1)° A+l

al+ 1

Egalitatea are loc daca si numai dacaia=b=c=1.
Nota.
Pentru A =1se obtine Problema propusa de Nguyen Van Canh in RMM 5/2018.

Ifa,b,c>0 anda+b+c=3then

1 3
> ==

a’+1

www.mateinfo.ro

Nguyen Van Canh

Aplicatia 32.
1) Ifa,b,c,d >0 suchthata+b+c+d —4then

Z3+8 9

Adil Abdullayev, Azerbaijan, Math 5/2021

Solutie.
Demonstram
Lema
2) Ifx>0 andXi >2 then
x _(A-2)x+3
C+A o (A+))

Demonstratie
Folosim Tangent Line Method .
Consider functia f :(0,0) > R, f (x)= 3X (1) 1

X +A A+l

Ecuatia tangentei in punctul X, =1estey — f (x, )= f'(%,)(x—%,)-

r=2x
z’f(l): 2"

Avem f’(x):m 1)
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. ) 1 -2
Ecuatia tangentei in punctul x, =1este y — _ ~(x-1).

AL (a+1)

(K—Z)x+3'

(A +1)2

Obtinem ecuatia tangentei Yy =

Aratam ca:

F)=7

1 (k 2)x+3
i (h+1°

Avem:

x _(h-2)x+3
X +h (A1)
(x=1)°[(A=2)%* +(2-1)x+3 | >0,

& (=2)x +3¢ — (4L +1)x+30 20 =

care rezultd (X —1)2 >0si [(X =2)x*+(20a-1)x+ 3%] >0, adevirati din conditia din ipoteza
A>2.

Sa trecem la rezolvarea problemei din enunt.

Folosind Lema obtinem:

‘Z 3+A>Z

(A- 2a+3 (A-2)> a+3-4 (1-2)-4+12 4
(A+1)° (A+1)° (A+1} A+l

Egalitatea are loc daca si numai dacia=b=c=d =1.
PentruA =8 se obtine inegalitatea din enunt.
Remarca.

Problema se poate dezvolta.

3) Ifa,a,,..,a,>0 suchthata, +a,+...+a,=nand A > 2then

St

a+h A+l

Marin Chirciu
Solutie.
Demonstram

Lema
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4) Ifx>0 andA > 2 then

X <(/1—2)x+3.

3

X +A (A1)

Demonstratie
Folosim Tangent Line Method .

X

Consider functia f :(0,0) > R, f (x)=— . f (1):k_1
X+ +

Ecuatia tangentei in punctul X, =1estey — f (x,)= f'(%,)(x—%,)-

Avem f'(x)= (1) =
Ecuatia tangentei in punctul x, =1este y — 1 A2 (x-1)
! g 0 "+l (X+1)2 '
: : . (A-2)x+3
Obtinem ecuatia tangentei y =~—~"——.
(r+1)
Aratam ca:
1 A—2)Xx+3
f(x)=X2+k<( )2
(A+1)
Avem:
X m2XH8 43— (4 +1)x+Bh 20

X +h (A1)
& (x=1)°"[(A-2)x* +(2x-1)x+31] >0,

care rezultd (X —1)2 >0si [(7» —2)X* + (20 -1)x+ 37»] >0, adevaratd din conditia din ipoteza
A>2.

Sa trecem la rezolvarea problemei din enunt.

Folosind Lema obtinem:

M8=ZL>Z(/1—2)a1+3=(l—2)2a1+3-n=(ﬂ—2)~n+3n_ " vd

al+a (2+1)° (2+1)° (2+1)° A+l
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Egalitatea are loc dacd si numai dacia, =a, =...=a, =1.

Nota.

n

PentruA =8, n =4 se obtine Problema propusa de Adil Abdullayev in Math 5/2021.

Art 2219
14 Mai 2021
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3. INVATAREA CENTRATA PE ELEV

iIN CADRUL ORELOR DE MATEMATICA

Prof. BORCOMAN ANA

SCOALA GIMNAZIALA NR. 30 BRASOV

Invitarea centrati pe elev reprezinti o abordare care presupune un stil de invatare activ si
integrarea programelor de invatare in functie de ritmul propriu de invatare al elevului. Elevul
trebuie sa fie implicat si responsabil pentru progresele pe care le face in ceea ce priveste propria

lui educatie.

Pentru a avea cu adevarat elevul in centrul activitatii instructiv-educative, profesorul
indeplineste roluri cu mult mai nuantate decat in scoala traditionald. In abordarea centrati pe elev,
succesul la clasa depinde de competentele cadrului didactic de a crea oportunitatile optime de
invatare pentru fiecare elev. Astfel, in functie de context, profesorul actioneaza mereu, dar adecvat

si adaptat nevoilor grupului.
Avantajele Invatarii centrate pe elev sunt:

v’ Cresterea motivatiei elevilor, deoarece acestia sunt constienti ca pot influenta procesul de
invatare;

v’ Eficacitate mai mare a Tnvatarii si a aplicarii celor Tnvitate, deoarece aceste abordari
folosesc invatarea activa;

v Invitarea capiti sens, deoarece a stipani materia inseamna a o intelege;

v" Posibilitate mai mare de includere - poate fi adaptata in functie de potentialul fiecarui elev,
de capacitatile diferite de invatare, de contextele de Tnvatare specifice.
Metodele de invatare centrata pe elev fac lectiile interesante, sprijina elevii in intelegerea

continuturilor pe care sa fie capabili sa le aplice in viata reala.
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Printre metodele care activeaza predarea-invatarea sunt si cele prin care elevii lucreaza
productiv unii cu altii, isi dezvolta abilitati de colaborare si ajutor reciproc. Ele pot avea un impact
extraordinar asupra elevilor datorita denumirilor, caracterului ludic si ofera alternative de invatare

Ccu ,,priza” la elevi.

Tn vederea dezvoltarii gandirii critice la elevi, trebuie sa utilizam, cu precadere unele
strategii activ-participative, creative. Acestea nu trebuie rupte de cele traditionale, ele marcand un

nivel superior Tn spirala modernizarii strategiilor didactice.

Dintre metodele moderne specifice invatarii active care pot fi aplicate cu succes si la orele
de matematica fac parte: brainstormingul, metoda mozaicului, metoda cubului, turul galeriei,

ciorchinele.

1. Brainstormingul

Brainstormingul este o metoda care ajutd la crearea unor idei si concepte creative si
inovatoare. Pentru un brainstorming eficient, inhibitiile si criticile suspendate vor fi puse de-0
parte. Astfel exprimarea va deveni libera si participantii la un proces de brainstorming isi vor spune
ideile si parerile fara teama de a fi respingi sau criticati. Se expune un concept, 0 idee sau 0
problema si fiecare isi spune parerea despre cele expuse si absolut tot ceea ce le trece prin minte,

inclusiv idei comice sau inaplicabile.

O sesiune de brainstorming bine dirijata da fiecaruia ocazia de a participa la dezbateri si Se

poate dovedi o actiune foarte constructiva.
Etapele unui brainstorming eficient sunt urmatoarele:

+ deschiderea sesiunii de brainstorming n care se prezinta scopul acesteia i se discuta

tehnicile si regulile de baza care vor fi utilizate;

% perioada de acomodare dureaza 5-10 minute si are ca obiectiv introducerea grupului in
atmosfera brainstormingului, unde participantii sunt stimulati sa discute idei generale pentru a

putea trece la un nivel superior;
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7

% partea creativa a brainstormingului are o durata de 25-30 de minute. Este recomandabil

cain
timpul derularii acestei etape, coordonatorul (profesorul) sa aminteasca timpul care a trecut si cat
timp a mai rdmas, sa “preseze” participantii si In finalul partii creative sd mai acorde cate 3-4
minute n plus. Tn acest interval de timp grupul participant trebuie sa fie stimulati si-si spuni

parerile fara ocolisuri.

R/

% la sfarsitul partii creative coordonatorul brainstormingului clarifica ideile care au fost
notate si

puse in discutie si verifica daca toata lumea a inteles punctele dezbatute. Este momentul in care se

vor elimina sugestiile prea indraznete si care nu sunt indeajuns de pertinente. Se face si 0 evaluare

a sesiunii de brainstorming si a contributiei fiecarui participant la derularea sesiunii. Pot fi luate in

considerare pentru evaluare: talentele si aptitudinile grupului, repartitia timpului si punctele care

au reusit sa fie atinse.

% pentru a stabili un acord obiectiv cei care au participat la brainstorming isi vor spune
parerea si
vor vota cele mai bune idei. Grupul supus la actiunea de brainstorming trebuie sa stabileasca

singuri care au fost ideile care s-au pliat cel mai bine pe conceptul dezbatut.

Pe timpul desfagurarii brainstormingului participantilor nu li se vor cere explicatii pentru
ideile lor. Aceasta este o greseala care poate aduce o evaluare prematura a ideilor si o ingreunare

a procesului n sine.

Brainstormingul functioneaza dupa principiul: asigurarea calitatii prin cantitate si isi

propune sa elimine exact acest neajuns generat de autocriticad.

Va recomandam 7 reguli pe care elevii le vor respecta in scopul unei sedinte reusite de

brainstorming:
1. Nu judecati ideile celorlalfi — cea mai importantd reguld.
2. Incurajati ideile nebunesti sau exagerate.
3. Cdutati cantitate, nu calitate in acest punct.

4. Notati tot.
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5. Fiecare elev este la fel de important.

6. Nasteti idei din idei.
7. NU v fie fricd de exprimare.
Este important de retinut ca obiectivul fundamental al metodei brainstorming consta in

exprimarea libera a opiniilor prin eliberarea de orice prejudecati. De aceea, acceptati toate ideile,
chiar traznite, neobisnuite, absurde, fanteziste, asa cum vin ele in mintea elevilor, indiferent daca
acestea conduc sau nu la rezolvarea problemei. Pentru a determina progresul in invatare al elevilor
este necesar si ii antrenati in schimbul de idei; faceti asta astfel incat toti elevii sa isi exprime

opiniile!

Exemplul 1. Aplicarea metodei brainstorming la rezolvarea unei probleme de geometrie

la

clasa a Vll-a in care se aplica teorema inaltimii, teorema catetei, teorema lui Pitagora si

Sfunctiile trigonometrice (a se vedea Anexal).

2. Mozaicul

Mozaicul sau ,,metoda grupurilor interdependente” este o strategie bazata pe invatarea in
echipa. Fiecare elev are o sarcina de studiu in care trebuie sa devina expert. El are in acelasi timp

si responsabilitatea transmiterii informatiilor asimilate, celorlalti colegi.

Tn cadrul acestei metode rolul profesorului este mult diminuat, el intervine semnificativ la
inceputul lectiei cand imparte elevii in grupurile de lucru si traseaza sarcinile si la sfarsitul

activitatii cand va prezenta concluziile activitatii.

Existd mai multe variante ale metodei mozaic iar noi vom prezenta varianta standard a

acestei metode care se realizeaza 1n cinci etape.

1. Pregdtirea materialului de studiu

= Profesorul stabileste tema de studiu si o imparte in 4 sau 5 sub-teme. Optional, poate stabili
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pentru fiecare sub-tema, elementele principale pe care trebuie sa puna accentul elevul, atunci cand
studiaza materialul in mod independent. Acestea pot fi formulate fie sub forma de intrebari, fie

afirmativ, fie un text eliptic care va putea fi completat numai atunci cand elevul studiaza materialul.
= Realizeaza o figa-expert in care trece cele 4 sau 5 sub-teme propuse si care va fi oferita
fiecarui grup.
2. Organizarea colectivului in echipe de invdtare de céte 4-5 elevi (in functie de numarul lor
n
clasa)

= Fiecare elev din echipa, primeste o litera (A, B, C, D) si are ca sarcind sa studieze in mod

independent, sub-tema corespunzatoare literei sale.

= El trebuie sa devina expert in problema data. De exemplu, elevii cu litera A vor aprofunda
sub-

tema din Fisa ,,A”. Cei cu litera B vor studia sub-tema din Fisa ,,.B”, etc.

= Faza independenta: fiecare elev studiaza sub-tema lui, citeste textul corespunzator. Acest

studiu
independent poate fi facut in clasd sau poate constitui o tema de casa, realizatd inaintea organizarii

mozaicului.

3. Constituirea grupului de experti
= Dupa ce au parcurs faza de lucru independent, expertii cu aceasi litera Se reunesc,
constituind
grupe de experti pentru a dezbate problema impreuna. Astfel, elevii cu litera A, parasesc echipele
de invatare initiale si se aduna la o masa pentru a aprofunda sub-tema din Fisa ,,A”. La fel
procedeaza si ceilalti elevi cu literele B, C, si D. Daca grupul de experti are mai mult de 6 membri,

acesta se divizeaza in doud grupe mai mici.

= Faza discutiilor in grupul de experti: elevii prezinta un raport individual asupra a ceea ce

au
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studiat independent. Au loc discutii pe baza datelor si a materialelor avute la dispozitie, se adauga
elemente noi si se stabileste modalitatea in care noile cunostinte vor fi transmise si celorlati
membrii din echipa initiala.
= Fiecare elev este membru intr-un grup de experti si face parte dintr-o echipa de invatare.
Din
punct de vedere al aranjamentului fizic, mesele de lucru ale grupurilor de experti trebuie plasate

n diferite locuri ale salii de clasa, pentru a nu se deranja reciproc.

= Scopul comun al fiecarui grup de experti este sa se instruiasca cat mai bine, avand

responsabilitatea propriei invatari si a predarii si Invatarii colegilor din echipa initiala.

4. Reintoarcerea n echipa initiali de invatare

= Faza raportului de echipa: expertii transmit cunostintele asimilate, retinand la randul lor

cunostintele pe care le transmit colegii lor, experti in alte sub-teme. Modalitatea de transmitere
trebuie sa fie scurtd, concisa, atractiva, putdnd fi insotitd de suporturi audio-vizuale, diverse

materiale.

= Specialistii intr-0 sub-tema pot demonstra o idee, citi un raport, folosi computerul, pot
ilustra
ideile cu ajutorul diagramelor, desenelor, fotografiilor. Membrii sunt stimulati sa discute, sd puna

intrebari §1 sa-si noteze, fiecare realizandu-si propriul plan de idei.

5. Evaluarea

= Faza demonstratiei: grupele prezinti rezultatele intregii clase. In acest moment elevii sunt

gata
sa demonstreze ce au invatat. Profesorul poate pune intrebari, poate cere un raport sau un eseu ori
poate da spre rezolvare fiecarui elev o fisa de evaluare. Daca se recurge la evaluarea orald, atunci

fiecdrui elev 1 se va adresa o intrebare la care trebuie sa raspunda fara ajutorul echipei.

Exemplul 2. Aplicarea metodei mozaicului la predarea criteriilor de divizibilitate cu 2, 5,
10si

3laclasaaVl-a. (a se vedea Anexa 2).
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Ca toate celelalte metode de invatare prin cooperare §i aceasta presupune urmatoarele

avantaje:
- stimularea increderii in sine a elevilor;
- dezvoltarea abilitatilor de comunicare argumentativa si de relationare in cadrul grupului;
- dezvoltarea gandirii logice, critice si independente;
- dezvoltarea raspunderii individuale si de grup;
- optimizarea invatarii prin predarea achizitiilor altcuiva.

»Irebuie sd remarcam calitatea metodei grupurilor interdependente de a anihila

manifestarea

efectului Ringelmann. Lenea sociald, cum se mai numeste acest efect, apare cu deosebire atunci
cand individul isi imagineaza ca propria contributie la sarcina de grup nu poate fi stabilita cu
precizie. Interdependenta dintre membri si individualizarea aportului fac din metoda mozaicului

un remediu sigur impotriva acestui efect”.

3. Metoda cubului

Metoda cubului presupune explorarea unui subiect, a unei situatii din mai multe

perspective, permitdnd abordarea complexa si integratoare a unei teme.
Sunt recomandate urmatoarele etape:

= Realizarea unui cub pe ale carui fete sunt scrise cuvintele: descrie, compara, analizeaza,

asociaza, aplica, argumenteaza.

= Anuntarea temei, subiectului pus in discutie.
= Impartirea clasei in 6 grupe, fiecare dintre ele examinand tema din perspectiva

cerintei de pe una din fetele cubului.

e Descrie: culorile, formele, marimile, etc.
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e Compara: ce este asemandator? Ce este diferit?

e Analizeaza: spune din ce este facut, din ce se compune.
e Asociaza: la ce te indeamna sa te gandesti?
o Aplica: ce pofi face cu aceasta? La ce poate fi folosita?
e Argumenteazi: pro sau contra §i enumerd o serie de motive care vin in sprijinul
afirmatiei tale.
= Redactarea finala si impartasirea ei celorlalte grupe.
= Afisarea formei finale pe tabla sau pe peretii clasei.
Exemplul 3. Aplicarea la lectia de recapitulare si sistematizare a cunostintelor — Poliedre — clasa

a Vlll-a (a se vedea Anexa 3).

4. Turul galeriei

Turul galeriei este o metoda interactiva de invatare bazata pe colaborarea intre elevi, care

sunt

pusi in ipostaza de a gasi solutii de rezolvare a unor probleme. Aceastd metoda presupune

evaluarea interactiva si profund formativa a produselor realizate de grupuri de elevi.
Astfel, turul galeriei consta in urmatoarele:

1. Elevii, in grupuri de trei sau patru, rezolva o problema (o sarcina de invatare) susceptibila
dea

avea mai multe solutii (mai multe perspective de abordare).

2. Produsele muncii grupului se materializeaza intr-o schema, diagrama, inventar de idei etc.

notate pe o hartie (un poster).

3. Posterele se expun pe peretii clasei, transformati intr-o veritabild galerie.
4. La semnalul profesorului, grupurile trec pe rand, pe la fiecare poster pentru a examina
solutiile

propuse de colegi. Comentariile si observatiile vizitatorilor sunt scrise pe posterul analizat.
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5. Dupa ce se incheie turul galeriei (grupurile revin la pozitia initiala, Tnainte de plecare)
fiecare
echipa isi reexamineaza produsul muncii lor comparativ cu ale celorlalti si discutad observatiile si

comentariile notate de colegi pe propriul poster.

Turul galeriei se foloseste cu succes impreund cu metoda cubului asa cum se poate vedea

si in exemplul 3 prezentat anterior.

5. Ciorchinele

Desi este 0 varianta mai simpld a brainstorming-ului, ciorchinele este 0 metoda care

presupune

identificarea unor conexiuni logice intre idei, poate fi folosita cu succes atat la inceputul unei lectii
pentru reactualizarea cunostintelor predate anterior, cat si in cazul lectiilor de sinteza, de

recapitulare, de sistematizare a cunostintelor.

Ciorchinele este o tehnica de cautare a cailor de acces spre propriile cunostinte evidentiind

modul de a intelege o anumita tema, un anumit continut.

Ciorchinele reprezinta o tehnica eficienta de predare si invatare care incurajeaza elevii sa

gandeasca liber si deschis.
Metoda ciorchinelui functioneaza dupa urmatoarele etape:

1. Se scrie un cuvant / tema (care urmeaza a fi cercetat) in mijlocul tablei sau a unei foi de
hartie.

2. Elevii vor fi solicitati sd-si noteze toate ideile, sintagmele sau cunostintele pe care le au in
minte

in legaturd cu tema respectiva, in jurul cuvantului din centru, trdgandu-se linii intre acestea si

cuvantul initial.
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3. Tn timp ce le vin in minte idei noi si le noteaza prin cuvintele respective, elevii vor trage
linii
ntre toate ideile care par a fi conectate.
4. Activitatea se opreste cand se epuizeaza toate ideile sau cand s-a atins limita de timp

acordata.

Exista cateva reguli ce trebuie respectate in utilizarea tehnicii ciorchinelui:

= Scrieti tot ce va trece prin minte referitor la tema / problema pusa in discufie.

= Nu judecati / evaluati ideile produse, ci doar notatiile.

* Nu va opriti pana nu epuizati toate ideile care va vin in minte sau pana nu expira timpul
alocat; daca ideile refuza sa vina insistati si zabovifi asupra temei pana ce vor aparea unele
idei.

= [3asati sd apara cat mai multe si mai variate conexiuni intre idei; nu limitati nici numarul
ideilor, nici fluxul legaturilor dintre acestea.

Avantajele acestei tehnici de invatare sunt:

e In etapa de reflectie vom utiliza “ciorchinele revizuit” in care elevii vor fi ghidati prin
intermediul unor intrebari, in gruparea informatiilor in functie de anumite criterii.
e Prin aceastd metoda se fixeaza mai bine ideile si se structureaza infomatiile facilizandu-se
retinerea si Intelegerea acestora.
e Adesea poate rezulta un “ciorchine” cu mai multi “sateliti”.
Exemplul 4. Aplicarea metodei ciorchinelui la recapitularea unititii de invatare — Multimi —
clasa  aV-a(asevedea Anexa4).

Utilizarea acestor metode antreneaza elevii intr-0 continua participare si colaborare, creste
motivarea intrinseca deoarece li se solicita sa descopere fapte, sa aduca argumente pro si contra.
Lucrul in echipa dezvolta atitudinea de toleranta fata de ceilalti si sunt eliminate motivele de stres

iar emotiile se atenueaza.

Pot sustine cu convingere ca beneficiarii invatamantului centrat pe elev sunt elevii
deoarece, asa cum spune “crezul instruirii active”: “Ce aud-uit; Ce aud si vad - imi amintesc
putin; Ce aud, vad si intreb - incep sa inteleg; Ce aud, vad, intreb si exersez - imi insusesc §i

deprind; Ceea ce pun in practica invait cu adevdirat”.
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ANEXE

Anexa 1. Aplicarea metodei brainstorming la rezolvarea unei probleme de geometrie la
clasa a Vll-a in care se aplicia teorema indltimii, teorema catetei, teorema lui Pitagora

si functiile trigonometrice.
Etape:
1. Alegerea sarcinii de lucru. Problema este scrisd pe tabla.
Tn triunghiul ABC cu m(A)= 90" si AD L BC, D e BC se cunosc BD = 8 cm si BC =32 cm.
Aflai AB, DC, AD, AC, m(B) si m(C).
2. Solicitarea exprimarii intr-un mod cat mai rapid, a tuturor ideilor legate de rezolvarea

problemei. Sub nici un motiv, nu se vor admite referiri critice.

Cereti elevilor sa propuna strategii de rezolvare a problemei. Pot aparea, de exemplu, sugestii

legate de realizarea unei figuri cat mai corecte. Lasati elevii sa propuna orice metoda le trece prin

minte!

3. Inregistrarea tuturor ideilor in scris (pe tabld). Anuntarea unei pauze pentru asezarea
ideilor (de la 15 minute pdna la o zi).

Notati toate propunerile elevilor. La sfarsitul orei, puneti elevii sa transcrie toate aceste idei si
cereti-le ca pe timpul pauzei, sa mai reflecteze asupra lor.

4. Reluarea ideilor emise pe rdand si gruparea lor pe categorii, simboluri, cuvinte cheie, etc.
Pentru problema analizata, cuvintele-cheie ar putea fi: teoremele invatate la relatiile metrice in

triunghiul dreptunghic, precum si functiile trigonometrice.

103


http://www.mateinfo.ro/

REVISTA ELECTRONICA MATEINFO.RO ISSN 2065-6432 — IUNIE 2021 www.mateinfo.ro

5. Analiza critica, evaluarea, argumentarea, contraargumentarea ideilor emise anterior.
Selectarea ideilor originale sau a celor mai apropiate de soluii fezabile pentru problema
supusa atentiei.

Puneti intrebari de tipul: Cine este BD, dar BC pentru triunghiul ABC? Cum putem afla cateta
AB? Dar proiectia DC?

6. Afisarea ideilor rezultate in forme cdt mai variate §i originale: cuvinte, propozitii, colaje,
imagini, desene, etc.
Ca urmare a discutiilor avute cu elevii, trebuie sa rezulte strategia de rezolvare a problemei.

Aceasta poate fi sintetizatd sub forma unor indicatii de rezolvare de tipul:

e construim triunghiul;
e aplicam teorema catetei, teorema Tndl{imii si teorema lui Pitagora;

e aplicam functiile sinus sau cosinus.

Anexa 2. Aplicarea metodei mozaicului la predarea criteriilor de divizibilitate cu 2, 5, 10

si 3 laclasaaVl-a.
Etape:

1. Impartirea clasei a Vl-a in5 grupuri eterogene de 4 elevi, fiecare dintre acestia primind
cdte o fisa de invatare notatd cu cdte o litera (A, B, C, D). Fisele cuprind parti ale unui
material, ce urmeaza a fi inteles si discutat de catre elevi.

Propuneti lectia ,,Criterii de divizibilitate cu 2, 5, 10 si 3” — clasa a Vl-a

2. Prezentarea succinta a subiectului tratat. Explicarea sarcinii de lucru si a modului in care
se va desfasura activitatea.

1n cazul analizat, subiectul analizat este ,,Criteriile de divizibilitate cu 2, 5, 10 si 3”.

3. Regrupareaelevilor, in functie de litera fisei primite, in grupuri de experfi: toti elevii care
au litera A vor forma un grup, cei cu litera B vor forma alt grup s.a.m.d.

Asadar, unul dintre grupurile de ,,experti” va fi format din toti elevii care au primit, in cadrul

grupului initial de 4, Criteriul de divizibilitate cu 3.
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4. Invdtarea prin cooperare a sectiunii care a revenit fiecdrui grup de experti. Elevii citesc,
discutd, incearca sd inteleaga cdt mai bine, hotarasc modul in care pot preda ceea ce au
inteles colegilor din grupul lor originar.

Elevii din fiecare grup decid cum vor ,,preda”. Ei pot folosi exemple numerice, texte in vorbirea

curentd, simboluri matematice.

5. Revenirea in grupul initial si predarea sectiunii pregatite celorlalti membri. Daca sunt
neclaritati, se adreseaza intrebari expertului. Daca neclaritdtile persista se pot adresa
intrebari si celorlalti membrii din grupul expert pentru sectiunea respectiva.

In fiecare grup, sunt astfel ,,predate” cele patru criterii de divizibilitate, cu exemple. Tn

acest fel,

fiecare elev devine responsabil atit pentru propria invatare, cat si pentru transmiterea corecta si
completa a informatiilor. Este important sd monitorizati aceasta activitate, pentru ca achizitiile sa

fie corect transmise.

6. Trecerea in revista a materialului dat prin prezentare orald cu toata clasa / cu tofi
participanfii.

Cateva exercitii bine alese de profesor vor evidentia nivelul de intelegere a temei.

Metoda Mozaicului are avantajul cd implica toti elevii in activitate si ca fiecare dintre ei
devine responsabil, atat pentru propria invatare, cat si pentru invatarea celorlalti. De aceea, metoda
este foarte utila in motivarea elevilor: faptul ca se transforma, pentru scurt timp, in ,,profesori” le

conferd un ascendent moral asupra colegilor.

Fise de experti

e Fisa ..,A”: Criteriul de divizibilitate cu 2

Un numadr natural este divizibil cu 2 daca si numai daca ultima sa cifra este cifra para.

e Fisa ,.B”: Criteriul de divizibilitate cu 5

Un numar natural este divizibil cu 5 daca si numai daca ultima sa cifra este 0 sau 5.
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e Fisa ,.C”: Criteriul de divizibilitate cu 10

Un numar natural este divizibil cu 10 daca si numai daca ultima sa cifra este 0.

e Fisa ..D”: Criteriul de divizibilitate cu 3

Un numar natural este divizibil cu 3 daca si numai daca suma cifrelor sale este multiplu

de 3.
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Anexa 3. La lectia de recapitulare i sistematizare a cunostintelor - Unitatea de invatare:
Poliedre - clasa a VIll-a, am folosit metoda cubului si turul galeriei.
Am realizat un cub din carton si am colorat fiecare fata diferit, iar fiecarei fete i-am asociat

un

verb, astfel:

Fata 1 - albastru
—verbul DESCRIE

Fata 2 - rosu

—verbul COMPARA

In desfasurarea activitatii, am avut grija sa dau indicatii unde a fost necesar, sa solutionez

.....

monopolizat toate activitatile.
Elevii care au primit fisa de lucru cu verbul DESCRIE au avut urmatoarele sarcini:
- de enumerat poliedrele studiate
- de desenat corpurile si desfasurarile lor plane
- de identificat elementele acestora si de descris forma fetelor si a bazei
- de evidentiat, intr-un tabel, muchiile, fetele si diagonalele

Elevii care au primit fisa de lucru cu verbul COMPARA au de stabilit asemanari si

deosebiri intre corpurile studiate si o comparatie intre poliedrele oarecare si cele regulate.
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Elevii care au primit fisa de lucru cu verbul ASOCIAZA vor asocia fiecirui poliedru
formulele de calcul pentru volum si arie (laterala, totald), apoi vor identifica obiecte cunoscute

care au forma obiectului respectiv.

Pentru grupa care a avut verbul ANALIZEAZA, sarcina de lucru a cerut ca elevii si
analizeze diferite sectiuni in corpurile studiate (sectiuni diagonale, sectiuni cu un plan paralel cu
baza). Se vor realiza desene corespunzitoare in care se vor pune in evidentd toate planele de

sectiune si forma sectiunii rezultate, prin markere. Datele se vor sistematiza intr-un tabel.

Corpul studiat Forma sectiunii Forma sectiunii cu un

diagonale plan paralel cu baza

Elevii care au primit o fisa de lucru cu verbul ARGUMENTEAZA au avut de analizat si
justificat in scris valoarea de adevar a unor propozitii, ce au continut si chestiuni capcane. Le-am

cerut sa realizeze si scurte demonstratii sau sa descopere greseala dintr-o redactare a unei rezolvari.

Elevii din grupa verbului APLICA au avut un set de intrebari grild in care au aplicat

formulele de calcul a ariei si volumului unor poliedre in contexte variat.

Fisanr.1: Verbul ,, DESCRIE”

1. Enumerati poliedrele studiate: .........c..ccccevveveiiennenne.

2. Realizati cate un desen corespunzator fiecarui corp.

3. Realizati desfasurarea pland a fiecarui corp.

4. Identificati in desenele realizate elementele corpurilor, precum si forma fetelor si a bazei.

5. Se da dreptunghiul ABCD cu [BC] =4 cm si [CD] =5 cm. Se considera o dreapta (d) in
exteriorul dreptunghiului situata la distanta de 2 cm fata de segmentul [CD]. Sa se descrie corpul

obtinut prin rotatia dreptunghiului in jurul dreptei (d).
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Fisa nr.2: Verbul ,, COMPARA”

1. Realizati un scurt eseu matematic in care sa puneti in evidenta asemanari si deosebiri

Ssau
analogii Intre poliedrele oarecare si cele regulate.
2. Redactati si comparati rezultatele obtinute:

Cubul ABCDA'B'C'D' are diagonala unei fete laterale de 8 cm. Sa se afle volumul
cubului,

apoi volumul tetraedrului A'BC'D format in interiorul cubului §i sd se compare

rezultatele.

Fisa nr.3: Verbul LASOCIAZA”

1. Asociaza fiecarui poliedru studiat formulele corespunzatoare pentru calculul ariei

laterale,
totale si pentru calculul volumului.
2. Identifica in mediul inconjurator cateva obiecte care sa aiba forma de cub, paralelipiped

dreptunghic, prisma si piramida.
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3. Completati spatiile punctate cu raspunsurile corecte:

a) Piramida regulata cu toate muchiile congruente se numeste ..............
b) Un cub are aria laterala de 100 cm?, atunci muchia cubului este de ........... cm.

c¢) O prisma patrulatera regulatd are latura bazei de 8 cm si Indltimea de 15 cm.

Atunci

aria laterald a prismei este de ........ cm2.

d) O piramida triunghiulara regulata cu aria bazei de 43 cm si indltimea de 9 cm

are

volumul de ............ cms.

Fisa nr.4: Verbul ,, ANALIZEAZA”

1. Desenati un cub si puneti in evidenta sectiunile diagonale si sectiunile cu un plan paralel

cu
baza.

2. Desenati un paralelipiped dreptunghic si puneti in evidentd sectiunile diagonale si

sectiunile
cu un plan paralel cu baza.
3. Desenati un trunchi de piramida patrulatera si puneti in evidenta sectiunile diagonale si
sectiunile cu un plan paralel cu baza.
Pentru fiecare sectiune specificati forma sectiunii si corpurile care se formeaza prin
sectionare, o formula utila pentru calculul ariei sectiunii formate.

Intocmiti un tabel de forma de mai jos pentru a sistematiza datele:
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unei

Corpul studiat Forma sectiunii Forma sectiunii cu un

diagonale plan paralel cu baza

4. Sectiunea diagonala a unei prisme patrulatere regulate este un patrat cu aria de 16 cm?.

Aratati ca aria laterald a prismei este de 3242 cmz.

5. O piramida triunghiulara regulata are volumul de 300~/3 cm? si apotema bazei de 5 cm.

Calculati aria laterala a piramidei.

Fisa nr.5: Verbul ,, ARGUMENTEAZA”

Cititi cu atentie enunturile urmdtoare si justificafi:
1. Paralelipipedul dreptunghic care are toate muchiile congruente este cub — justificare prin
desen.

2. Latura bazei unei prisme triunghiulare regulate este jumatate din indltime, atunci aria

fete laterale este de trei ori mai mica decat aria laterala a prismei. Construiti un exemplu
numeric ilustrativ.

3. Aria laterald a unei prisme patrulatere regulate este egala cu aria bazei sale, atunci latura
bazei este de patru ori mai mica decat inaltimea sa.

Adevarat sau fals?
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1. Daca latura bazei unei prisme triunghiulare regulate se dubleaza, atunci aria laterala a

prismei
se dubleaza si ea.

2. Daca latura bazei unei piramide patrulatere regulate se tripleazad, atunci volumul

piramidei se
tripleaza si el.
3. Daca muchia unui cub se Injumatateste atunci cubul care se formeaza are aria laterala o

patrime din aria laterald a cubului initial.

Fisa nr.6: Verbul ,,APLICA”

1. Un cub are muchia de 3 cm. Aria totala a cubului este de:
a) 24 cmz;
b) 54 cm?;
c) 35 cm2,
2. O prisma triunghiulara regulata care are 1 = 6 cm §i h = 5 cm are aria laterala de:
a) 65 cmz;
b) 70 cm?;
c) 90 cm2,

3. O piramida patrulatera regulata care are aria bazei de 16 cm? si h =4 cm, atunci:

a) | =h;
b)I=2h;
c)h=31.
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4. Sectiunea diagonala a unei prisme patrulatere regulate este un patrat cu latura de 6 cm.

Volumul prismei este de:
a) 120 cms;
b) 96 cm3;
C) 75 cm3;

d) 108 cm3.

Pentru evaluarea activitatii, dupa expirarea timpului de lucru (20-25 minute), am aplicat

metoda ,,turul galeriei”.

Materialele realizate au fost expuse in 6 locuri vizibile. Elevii din fiecare grup si-au
prezentat sarcina de lucru si modul de realizare a ei, dupa care au acordat note materialelor realizate
de celelalte grupe, urmand ca eu sa discut impreund cu ei obiectivitatea notelor acordate si sa

corectez eventualele erori.
Ca PREMIU, fiecare echipa a primit cate un material informativ, astfel:

#% Echipal — un material despre marele matematician Euler

% Echipa 2 — un referat cu tema Poliedrele regulate (tetraedrul, cubul, octoedrul,
dodecaedrul)

% Echipa 3 — un material despre Marea Piramida — Piramida lui Keops.

% Echipa 4 — un material informativ despre poliedre asa cum sunt prezentate de scoala lui
Platon

% Echipa 5 — un referat despre Arhimede si corpurile semiregulate

% Echipa 6 — un material informativ despre Aristotel, intemeietorul logicii ca stiinta.
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Materialele vor fi multiplicate pentru fiecare membru al echipei si vor fi afisate in clasa

SE REPREZINTA
N 3 MODURI

SE NOTEAZA
CU LITERE
MARI : A,
B,C,...

CARDINAL

CARD A

OPERATII
CuU
MULTIMI

114


http://www.mateinfo.ro/

Calculul ariei unor elemente ale cercului

Prof. Dida-Cristina Isaia, Scoala Gimnaziala Nr. 20, Galati

1. Segment circular

Aria segmentului circular se obtine din cea a sectorului circular prin scaderea ariei triunghiului

AOB.

A=2p-r— %S(T — h), unde s este lungimea

—h

2
A B - . . .
s coardei AB, b este masura arcului mic AB si h este
O~ inaltimea arcului.
r
M
2. Arbelos

Este o figurd pland marginita de trei semicercuri tangente doud cate doua cu diametrele pe
aceeasl linie, astfel incat suma lungimilor diametrelor a doud ele sd fie egala cu lungimea
diametrului celui de-al treilea. Cea mai veche referinta la aceasta figura se afla in Cartea lemelor,

atribuita lui Arhimede. Cuvantul arbelos inseamna, in limba greaca, cutitul cizmarului.

Daca se duce tangenta comund in punctul de
contact al cercurilor mici, ea este perpendiculara pe
diametrul cercului mare si reprezintd jumadtate
dintr-o coarda a acestuia. Cercul care are ca

diametru pe h are aceeasi arie a arbelosului. Acest

diametru este egal cu indltimea BD a triunghiului

B ¢ dreptunghic ADC, inscris in semicercul mare cu

diametrul AC = 1. Lungimea lui BD se calculeazi cu ajutorul teoremei inaltimii: h? = r(l — 7).

AtuNCi, Acere = ~h* =21l —7).

Avria arbelosului este 4, = %(AAC — Ayp — Ape) = %[l2 —r2—(-1r)? = %r(l —7).



Tipul de cutit care da numele figurii Sculptura Arbelos din Kaatsheuvel, Olanda

3. Salinon

Salinonul este o alta figura care apare in Cartea lemelor, formata din patru semicercuri: unul de
diametru AB=d, apoi doua de diametre egale, AD=EB=e, avand fiecare cite o extremitate comuna
cu semicercul de diametru AB si fiind de aceeasi parte a acestui diametru. Al patrulea semicerc are
diametrul pe aceeasi linie cu primele trei, se gaseste de cealalta parte a acestei linii si are diametrul

DE = d-2e.
Cercul de diametru CF = d - e are aceeasi arie cu a salinonului. Acepc = %(d —e)?;

1
Asar = 5 (Aap — 2A4p + Apg) =

[d? — 2e? + (d — 2e)?] =

I

_E 2 _ 2 :E — p)2
—4(d 2de +e*) 4(d e)”.

4. Lunulele lui Hippocrate

Lunula este figura marginita de doua arce de cerc, cel mai mic are ca diametru o coarda care
este laturd a unui unghi drept inscris in cercul mai mare. In mod echivalent, este o figurd plana non-

convexi marginitd de un arc circular de 180° si un arc circular de 90°. A fost prima figura curbati



care a avut aria calculatd matematic. Hippocrate din Chios (matematician grec, 440 1.H.) a scris
prima carte despre elemente de geometrie si a determinat aria lunulelor, in incercarea de a rezolva

problema cuadraturii cercului.

Suma ariilor celor doud lunule este egala

cu aria triunghiului ABC.

¢ Triunghiul ABC este dreptunghic, avem

din teorema lui Pitagora: b2 + ¢? = a?.

Calculam suma ariilor celor doua
segmente circulare AB si AC din cercul de
diametru BC.

aZ

b-c
Ayup + Aac = Asemicerc de diametru ac — Apasc = - 2

e I

Cele doua lunule sunt cele doud semicercuri de diametre AB si AC, mai putin cele doud parti

albe.

Alunule = Asemicerc de diametru AB + Asemicerc de diametru AC _(AAB + AAC) =

_ T 9 ) T 9 b-c L) 2 2 b-c b-c _
= —c*+-b*——a*+—=-(b*+c*—-a)+—=—=4
8 8 8 > = 5 )+ 3 2 AABC
l_'_J
aZ
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