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1. OMOGENIZARE
Reamintim:
Functia f (X, X,,..., X, ) se numeste omogend de gradul k in raport cu variabilele x,, x,, ..., X,

daca pentru un toarecare este adevarata relatia:

f (0, DG, oo 1) =t F (X, X5, X, ) -

Articolul propune o modalitate unitara de rezolvare a unor probleme prin omogenizare.

Aplicatial.
Dacax,y,z>0six+Yy+z=1,aratati ca 5ZX2 S62x3+1.

Mathematical Reflections 4/2006, Mihai Piticari si Dan Popescu
Solutie: Omogenizim si folosim inegalitatea lui Schur: 5 x?<6Y x*+(x+y+z) =6> x*+

+Y X3+ Y)Y+ )z +X) =7 +3(2xyz + > Xy (X + y)) <:>5(x2 +y2+ 22)(x+ y+12)=

=5(D %+ > xy(x+ y))(é)?sz +6xyz+3> Xy(X+Y),
unde (1) < 2> x°+6xyz>2> xy(x+Yy) < > x>+3xyz > > xy(x+y) <> Schur.

. . . 1
Egalitatea are loc daca si numai dacax=y=z= 3

Aplicatia2.
Fiex,y,z e[O,oo) CuUX+Yy+z=1.Sase arate ca

9(x3 +y° +z3)+12 6(x2 +y+ 22).
Problema 27745 , GM 10/2019, George Mihai, Slatina

Solutie .
Omogenizam inegalitatea si obtinem:

I(X°+y° +2°)+(x+ y+z)’ >6(X° +y +2°)(x+y+2) <
<:>9(x3+y3+23)+x3+y3+z3+3(x+ y)(y+z)(z+x)26(x3+y3+z3+2xy(x+y)) SN
9> X0+ X +3(2xyz+ D xy (x+Y)) 26D X +6D xy(x+Y) <

< 4> x> +6xyz >3 xy(X+Y), care rezultd din sumarea inegalitatilor (1) si (2),

unde (1) : ZZ x> +6xyz > Zny(XJr y), adevarata din inegalitatea lui SCHUR :

D> X" (x-y)(x—2)>0, undex,y,z>0, pentrur =1, obtindnd D_x*> +3xyz > > _xy(X+Y)
§i(2): 2> x* =) xy(x+Y), adevaratd din X* + y° > xy (X +y) < (x— y)’ >0 si analoagele
iar apoi se sumeaza cele trei inegalitati obtinute.

: .. C 1
Egalitatea are loc daca si numai dacax=y=2= 3

Remarca.
Inegalitatea se poate dezvolta:

Fie x, y,Ze[O,oo)Cux+ y+z=1.Sase arate ca

n(x3+y3+23)+12(3+2j(x2 +y° +22), unden>6.

L Profesor, Colegiul National ,,Zinca Golescu”, Pitesti
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Marin Chirciu, Pitesti

Solutie .
Omogenizam inegalitatea si obtinem:

n(x3+y3+z3)+(x+ y+z)3 2(3+gj(x2 +y2+22)(x+ y+2) <

Sn(x3 +y° +z3)+3(x3 +y? +23)+9(x+ y)(y+z)(z+x)2(n+9)(x3 +Y? 28+ xy(x+ y))
<3 ¢ +3Y X +9(2xyz+ Y xy (x+Y)) = (n+9) D x° +(n+9) D xy(x+y) <

< (2n-6)> x* +18xyz >n> xy(X+Y), care rezulta din sumarea inegalitatilor (1) si (2),
unde (1) : 6> x° +18xyz =6 xy(X+Y), adevirata din inegalitatea lui SCHUR :

D> X (x-y)(x—2)>0, undex,y,z>0, pentrur =1, obtindnd D_x*> +3xyz > > _xy(Xx+Y)
si(2): 2(n—6)2x3 > (n —G)ny(XJr y) , adevarata din ipoteza N >6 si

Xy Xy(x + y) =t (X — y)2 >0 si analoagele , iar apoi se sumeaza cele trei inegalitati
obtinute.

Egalitatea are loc daca si numai dacax=y=2= % :

Nota.

1).Pentru n =9 se obtine Problema 27745 din GM 10/2019, propusa de George Mihai,
Slatina.

2).Pentrun =6 se obtine problema:

Fiex,y,z E[O,OO) CuXx+Yy+z=1.Sase arate ca

6(x3+y3+23)+125(x2+y2+22).

Solutie .

Omogenizam inegalitatea si obtinem:

6(x3+y3+z3)+(x+y+z)325(x2+y2+22)(x+ y+1) <

S 6(X+y°+2°)+ (X +y°+2°)+3(x+Y)(y+2)(2+X) 25X +y* +2°+ D xy(x+Y))

<6 X+ X +3(2xyz+ Y xy(x+Y)) 250 X° 45 xy(x+y) <

< D x*+3xyz > D xy(x+Y), care rezultd din inegalitatea lui SCHUR :

D X" (x=y)(x-2)=0, undex,y,z>0, pentrur =1, obtinand D x> +3xyz > > xy(X+Yy).

. . Do 1
Egalitatea are loc dacd si numai dacax =y =12 = 3

Aplicatia3.
a) Dacaa,b,c>0sia+b+c=1,aratti ca:
10(a3+b3+c3)—9(a4+b4+c4)21.
China 2007
b)Dacdaa, b,c>0sia+ b+ c=1,aratti ca:
13(a3 +b? +C‘°’)—12(a4 +b* +c4) >1,
Marin Chirciu

Solutie.
b)Omogenizand, inegalitatea este echivalenta cu:
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13@a+b+c)@+bd+cd)—-12(a*+b*+c%) >

>(@+b+c) <:>13(Za4 +Y ab(a’ erz))—122a4 > a'+4) ab(a’ +b*)+6Y a’h’+
+12abcy a«>13) a’ +13) ab(a’+b*)-12>"a' > > a* +4y ab(a’+b’)+6Y a’b’+
+12abcy a <9 ab(a’+b*)=6) a*h’ +12abcy a | :3<>3) ab(a’+b*)=2> a’h’ +
+4abcy"a, adevarata din adunarea inegalitatilor » ab(a’+b?)>2)"a*’, (1) si

2% ab(a’+b*)>4abcy a, (2), unde (1) <> > ab(a’+b”—2ab)>0< Y ab(a—h)* >0,
iare (2) este adevaratd din ) ab(a”+b*)=ab(a’ +b*)+bc(b” +¢*)+ca(c* +a*) =
=a’b+b’a+b’c+c’h+clara’c=c(a’+b*)+a(b®+c*)+b(c*+a’) = c(a’ +b3)(23)
ch-ab(a+b) =abc) (a+b)=abc(2a + 2b + 2c) =2abc)_a, unde (3) < a’ + b*>
>ab(a + b) < (a+ b)(a—b)?>0.

Egalitatea are loc daca si numaidacia=b=c=

Wl

Aplicatia4.
Ifa,b,c >0such thata+b+c =3then find the minimum of the expression

P=abc+(a-1)" +(b-1)"+(c-1)°.
Phan Ngoc Chau, October 1th 2021, VietNam
Solutie.
Demonstram

Lema
Ifa,b,c > 0such thata+b+c=3then

abc+(a—1)2 +(b—1)2 +(c—1)2 >1.

Demonstratie.

Omogenizand obtinem:
a+b+c=3

abc+a’+b*+c’—2(a+b+c)+3>1 < abc+a’+b’+c’-2-3+321<

3
atb+o=3 a+b+c a+b+c
< abc+ra’+b’+c?>4 o abc+(a2+b2+c2) >4 2

& 27abc+9> a*+9> be(b+c)>4(a+b+c) <

& 27abc+9) a’ +9 be(b+c)=4(D a’+3) be(b+c)+6abc) <

= SZa3 +3abc > BZbC(b +c), care rezult din adunarea inegalitatilor:

D a®+3abc>> be(b+c), (Schur) si 4> a®>2> be(b+c), adevarata din:

a’+b’ > ab(a+b)si analoagele.

Egalitatea are loc daca si numai dacia=b=c=1.

Sa trecem la rezolvarea problemei din enunt.

Folosind Lema obtinem cd minimum of the expression P = abc + (a—l)2 +(b —1)2 +(c —1)2
este 1 si minimul este atins pentru(a, b, C) = (ZL 1 l).

Remarca.
Problema se poate dezvolta.
Ifa,b,c >0such thata+b+c =3then find the minimum of the expression

4
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P =abc+(a—/1)2 Jr(b—ﬂb)2 +(c—/1)2.
Marin Chirciu
Solutie.
Demonstram
Lema
Ifa,b,c > 0such thata+b+c=3then

abc+(a-2) +(b—2) +(c—2)" 23(1-1)" +1.
Demonstratie.

Omogenizand obtinem:
a+b+c=3

abc+a’+b*+c’—24(a+b+c)+34 23(/1—1)2+1 =

a+b+c=3

& abc+a’+b?+c2-22-3+32°>3(1-1) +1 <

3
atb+o=3 a+b+c a+b+c
—abc+a’+b?+c?>4 o abc+(a2+b2+cz) >4 3

& 27abc+9> a*+9> be(b+c)>4(a+b+c)

& 27abc+9) a’ +9 be(b+c)24(> a’+3) be(b+c)+6abc) <

= 52 a’ +3abc > 32 bc(b+c), care rezultd din adunarea inegalitatilor:
Za3 +3abc > Zbc(b +c), (Schur) si 4Za3 > ZZbC(b +c¢), adevarata din:
a’+b’ > ab(a+b)si analoagele.

Egalitatea are loc daca si numai dacia=b=c=1.
Sa trecem la rezolvarea problemei din enunt.
Folosind Lema obtinem ca minimum of the expression

P=abc+(a—1) +(b—4)"+(c—1)" este 3(A—1)° +1 si minimul este atins
pentru(a,b,c)=(1,1,1).

Nota.
Pentru A =1se obtine Problema propusa de Phan Ngoc Chau in RMM 10/2021.
Ifa,b,c >0such thata+b+c=3then find the minimum of the expression

P =abc +(a—1)2 +(b—1)2 +(c—1)2 .
Phan Ngoc Chau, October 1th 2021, VietNam
Aplicatia$.
S515. Ifa,b,c >0, such thatabc =1then
6
(Ya+3bo+3c) =27(a+2)(b+2)(c+2).
Proposed by Titu Andreescu, University of Texas at Dallas, USA
Solutie.

Cu substitu‘,tiaf/a =X, 3/5 =Y, 3/6 =z, problema se reformuleaza:
Ifx,y,z>0, such that xyz =1then

(x+y+2) 227(x*+2)(y*+2)(2°+2).
Omogenizand inegalitatea obtinem:
(x+y+2z) xyz> 27(x° +2xyz)(y°* + 2xyz)(2° + 2xy2) <

S (x+y+ Z)6 > 27(X2 + 2yz)(y2 + 2XZ)(Z2 + 2xy), care rezulti din inegalitatea mediilor:

5
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(X+y+ z)6 =[(x+ Y+ z)z}3 = [Z(xz + 2yz)]3 > [3‘3/H(x2 +2yz)}3 = 271_[(x2 + 2yz).

Egalitatea are loc daca si numai dacia=b=c=1.
Remarca.
Inegalitatea se poate dezvolta.

a) Ifa,b >0, such thatab =1then

(Va+b) = 4(a+1)(b+1).

Solutie.
Cu substitu‘gia\/a =X, «/5 =Y, problema se reformuleaza:
If X,y >0, such that xy =1then

(x+y)" =4(x*+1)(y* +1).
Omogenizand inegalitatea obtinem:
(x+ y)4 > 4(x2 + xy)(y2 + xy) S

< (x+ y)4 > 4(X2 + Xy)( Yo+ xy) , care rezultd din inegalitatea mediilor:

(x+y) = [(x+ y)ZJ2 = [Z(x2 + xy)}2 > [2 (x*+ xy)]2 =4[ (x> +xy).
Egalitatea are loc daca si numai dacia=b=1.
b)Ifa,b,c,d >0, such thatabcd =1then

(a+4b+4c+4d) =256(a+3)(b+3)(c+3)(d +3).
Solutie.
Cu substitu‘,cia(‘/a =X, (‘/5 =Y, (‘/E =12, 4/6 =t, problema se reformuleaza:
Ifx,y,z,t>0, such that xyzt =1then

(Xx+y+2 +t)8 > 256(x4 +3)(y4 +3)(z4 +3)(t4 +3).
Omogenizand inegalitatea obtinem:
(x+y+z+t) xyzt > 64(x* +3xyzt)(y* +3xyzt) (2" +3xyzt ) (t* +3xyzt) <
o (x+y+z+t)’> 64(x® +3yzt)(y°* +3xzt)(2° +3xyt)(t° + 3xyz ), care rezulta din
inegalitatea mediilor:

(Xx+y+z +t)8 = [(x+ y+2 +t)2]4 = [Z(x2 +2yz)]4 > [4Q/H(x2 +yZ+yt+ zt)]4 =

= 256] [(x*+yz+ yt+1zt).
Egalitatea are loc daca si numai dacia=b=c=d =1.

Aplicatia6.

a)Demonstrati inegalitatea
a+b b+c cta _,

+ + <
3a+2b+c 3b+2c+a 3c+2a+b
pentru orice numere strict pozitivea,b,c .

SGM 4/2017, Eugen Radu, Bucuresti
Solutie.
Datorita omogenitatii putem luaa+b+c=1.
Inegalitatea se scrie:


http://www.mateinfo.ro/

REVISTA ELECTRONICA MATEINFO.RO ISSN 2065-6432 - DECEMBRIE 2022 RWANEUI0i{sR o)

zﬂslazMg@z(uc—_l]sz@s_zl_—csz &
2b+c+1 2b+c+1 2b+c+1 2b+c+1

1-c . : . ,
= Z— >1, care rezulta din inegalitatea lui Bergstrom.

2b+c+1
Ob‘ginem
2 2
¥ Z (1-c)’ S (3—a-b—c) _ (3-1) _
2b+c+1 —c)(2b+c+1) D (1-c)(2b+c+1) 3+2) a->» a’-2> he
4 4

- . - Do 1
In acest caz , a+b+c =1, egalitatea are loc daca si numai dacaa=b=c==

. a b
Apoi trecema — b— ,C—>
a+b+c a+b+c a+b+c

obtinem inegalitatea adevarata pentru orice numere strict pozitive a,b,c .

in inegalitatea demonstrata mai sus si

Egalitatea are loc daca si numai dacia=b=c.
Nota
Inegalitatea poate fi dezvoltata:

b)Fie ne N . Demonstrati inegalitatea
a+b b+c c+a < 2

(n+2)a+(n+1)b+c+(n+2)b+(n+1)c+a+(n+2)c+(n+1)a+b Tn+l’
pentru orice numere strict pozitivea,b,c .

Marin Chirciu, Pitesti
Solutie.
Datorita omogenitatii putem luaa+b+c=1.
Inegalitatea se scrie:

Z a+b < 2 C>Z 2a+2b B 4 ©Z£1+ b—n )S 4 ®3+Z b—n < 4

2a+b+n n+1 2a+b+n n+1 2a+b+n n+1 2a+b+n n+l1

n— 4 n— n-1
= Z b >3- = Z b > 3 , care rezulta din inegalitatea lui

2a+b+n n+1 2a+b+n n+1
Bergstrom.
Obtinem
Z n-b (n—b)2 . (3n—a—b—c)2 _ (3n—1)2 _
2a+b+n (n-b)(2a+b+n) > (1-b)(2a+b+n) 3n’+2nd> a-> a’-2> bc
(3n-1°  (3n-1"  (3r-1)°  3n-1

3n2+2n—(za)2 “3n?+2n-1 (n+1)(3n-1) n+l’
Tn acest caz , a+b+c =1, egalitatea are loc daca si numai dacia=b=c==

a
b— ,C—>
a+b+c a+b+c a+b+c
obtinem inegalitatea adevarata pentru orice numere strict pozitivea,b,c .

Apoi trecema —

in inegalitatea demonstrata mai sus si

Egalitatea are loc daca si numai dacia=b=c.
Remarca
Pentrun=1 se obtine problema S:317.134 din Suplimentul GM 4/2017.

7
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Aplicatia9.
If X,y,z>0then

X Z 2 2z 2z
—+X+—2 y + + .
Z X X4y y+z Z+X
Solutie.
Demonstram
Lema
If X,y,z>0then
X, ¥, X
Yy 7 X+2Z

Demonstratie.
Datoritd omogenitatii putem luay =1.

Avem x+%2% < (x+2)(xz+1) > 4xz , care rezulta din X+2>2xz si xz+1>2Jxz .

Egalitatea are loc dacd si numai dacax=z=1si y>0.

Sa trecem la rezolvarea problemei din enunt.
. . . X 4x z
Folosind Lema obtinem obtinem — + Y, 2 , DAL

Ay ZX
Yy Z X+Z Z X X+Yy

LN
X'y z+y

, Se sumeaza si

obtinem concluzia.
Egalitatea are loc dacd si numai dacax=y=z=1.

Aplicatial0.
If a,b,c>0suchthat ab+bc+ca=3and0< A <1then

1 1 1 3
> +— +— > )
a+4 b°"+21 c¢c°+21 A+1

Marin Chirciu
Solutie.
Inegalitatea se scrie echivalent:
1 1 1 3
+ + > S (A1) (PP +A) (P +2)=23[ [(a®+ 1) <
a’+4 b*+a c’+a A+l (X ) )23 )
< (24-2)Y 8" +34% 2(24-1) Y b*c* +3a’h’c’, (1).
Folosind inegalitatea mediilor obtinem:
(a+b+c)(ab+bc+ca)>9abc siab+bc+ca=3, rezultia+b+c>3abc, (2).

Omogenizand si tinand seama de (2) pentru a demonstra inegalitatea (1) este suficient sa
aratam ca:

b 2
(2/1—/12)%28.2+322@2(21—1)szcz +abc) a <
(22-22)3 by a?+27 (3 be) 23(24-1) 3 b%c? +3abeY a <

(24-47)3 bc(b* +¢*) 2 (64-3-127) D> b’c® +(3-24- 4% )abc) a,

care rezulta din(2/’t—22) >0, adevarat din0< A <1 si b®+c* > 2bc < (b—C)2 >0.

Este suficient sa aratam ca:

(24-4%)3 bc-20bc 2(64-3- A7)y b*c* +(3-24- 47 )abcy a <
< (44-24° -64+3+27) D b’c’ 2(3-24-4%)abc) a <
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< (8-24-27)Y %" 2(3-24-1%)abc) a, care rezultd din(3-24-1°) >0 <
< (A-1)(2+3)<0, evident din0< A <1si Y b’c’>abc) a, adevarat din

D> x*>>"yz,pentrux=hc,y=ca,z=ab.
Egalitatea are loc daca si numai daca a=b=c=1.

Nota.
Pentru A =1se obtine Problema 21 din Capitolul 1, Algebraic Inequalities, Old and News

Methods, Vasile Cirtoaje, Editura GIL-2006.
Aplicatiall.
a)Fiea,b,c >0 astfel incata+b+c=1. Aratati ca

ab+bc+ca—abcsE )
27

Solutie.
Omogenizam, folosind conditia din ipotezaa+b+c=1.

Inegalitatea se scrie: (ab+bc+ca)(a+b+c)—abc < %(a+ b+c)’ <=

< 27(ab+bc+ca)(a+b+c)—-27abc s8(a+b+c)3 S

& 27[ > bc(b+c)+3abc |-27abc <8 Y a’ +3(a+h)(b+c)(c+a) | <

< 27[ Y be(b+c)+3abc |- 27ahbc < 8[2a3 +3(Zbc(b+c)+2abc)] =N

< 8> a’>3> he(b+c)+6abc,

care rezultd din sumarea inegalitatilor (1) si (2),

unde (1) este :6)_a®>3> be(b+c) < 2> a*>> be(b+c), adevaratd

dinb®+c® >be(b+c) si celelalte doud inegalitati analoage.

Inegalitatea (2) este 2> a° >6abc <> »_a® >3abc, adevirata din inegalitatea mediilor

. . C o 1
Egalitatea are loc dacd si numai dacaa=b=c= 3

b)Fiea,b,c >0 astfel incata+b+c=1si 0<n< g . Aratati ca

ab+bc+ca—nabcs9;n )
27

Marin Chirciu

Solutie.
Omogenizam, folosind conditia din ipotezaa+b+c=1.

Inegalitatea se scrie: (ab+bc+ca)(a+b+c)—nabc < 92;7n(a+b+c)3 =3

o 27(ab+bc+ca)(a+b+c)—27nabcs(9—n)(a+b+c)3 =S

& 27[ > be(b+c)+3abc |-27nabc < (9-n)| > a*+3(a+b)(b+c)(c+a)] <
< 27[ Y be(b+c)+3abc |- 27nabe < (9—n)[2a3 +3(2 be(b+c)+ 2abc)} IEN
< (9-n)> a*>3n> be(b+c)+(27-21n)abc,

care rezultd din sumarea inegalitatilor (1) si (2), unde (1)este :
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6n> a’>3n> be(b+c) < 2D a’=> be(b+c), adevirata dinb®+c® >be(b+c) si
celelalte doua inegalitati analoage.

Inegalitatea (2) este(9—7n)> a’>(27-21In)abc < > a’>3abc, adevirata din inegalitatea
mediilor si (9 - 7n) >0, imediata din conditia din ipoteza 0<n < g .

. . . . 1
Egalitatea are loc daca si numai dacaa=b=c= 3

Nota.

1). Pentrun =1 se obtine ab +bc+ca—abc < % , unde a,b,c >0 astfel incata+b+c=1.

2).Cea mai buna inegalitate de forma din enunt se obtine pentrun = 7
< A A . 9 2
Dacaa,b,c >0 astfel incata+b+c =1 atunciab+bc + ca—7abc < e

Aplicatial2.
a)Fiea,b,c >0, astfel incdta+b+c=1 . Aratati ca:

T
1+9c+4(b—c) 2
2014 Japan Mathematical Olympiad

Solutie:

Cu inegalitatea lui Bergstrom obtinem:
¥ a 5 a’ s (a+b+c)’ _
1+9bc+4(b—c)2 a+9abc+4a(b—c)’ a+b+c+ 27abc+42a(b—c)2

_ 1 21
1+27abc+4> a(b-c)’* 2

unde (1) <> 2>1+27abc+4y a(b—c)’ < 1> 27abc+4Y a(b’ +c* - 2bc) <

< 123abc+4Y a(b*+c¢*) < 123abc+4Y be(b+c) <> 1>3abc+4Y be(l-a) <

< 1+9abc> 4Zbc . Omogenizand ultima inegalitate se transforma echivalent:

1+9abc>4> be < (a+b+c)’+9abc>4(a+b+c)(ab+bc+ca) <

Za3 +3abc > Zbc(b +C), adevarati din inegalitatea lui Schur pentrur =1, unde:

Inegalitatea lui Schur:
Y a’(a-b)(a-c)=0, va,b,c>0 si r>0.

9 . . . . 1
Deducem ca are loc inegalitatea din enunt, cu egalitate pentrua=b=c = 3’

Remarca.
Inegalitatea se poate dezvolta.
b)Fiea,b,c >0, astfel incadta+b+c=1siA >0. Aratati ca:

Z a S 1

9+9ibc+44(b—c)’ 9+4

Marin Chirciu
Solutie:

Cu inegalitatea lui Bergstrom obtinem:
10
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a a’
29+9/1bc+4/’t(b—c)2 :Zga+9/1abc+4/1a(b—c)2 -
S (a+b+c)’ _ 1 !
" 9(at+b+c)+27abc+42> a(b-c)’ 9+274abc+421Y a(b-c)’ 9+4
unde (1) < 9+4>9+274abc+44> a(b—c)’ < A>272abc+42> a(b-c)’ <
< 1227abc+4Y a(b—c)” < 1>3abc+4Y be(b+c) < 1>3abc+4Y be(l-a) <

< 1+9abc > 4Zbc . Omogenizand ultima inegalitate se transforma echivalent:

1+9abc> 4> be < (a+b+c)’+9abc>4(a+b+c)(ab+bc+ca) <

Za3 +3abc > Zbc(b + C) , adevarata din inegalitatea lui Schur pentrur =1, unde:
Inegalitatea lui Schur:

Y a’(a—b)(a—c)=0, va,b,c>0 si r>0.

Deducem ca are loc inegalitatea din enunt, cu egalitate pentrua=b=c = 3"

Nota.
Pentru A =9 se obtine 2014 Japan Mathematical Olympiad.
Aplicatial3.
Ifa,b,c > 0such that ab+bc+ca=3then
282 2.2 272
a+b+02abc+2\/a b +b; rca
Nguyen Van Canh, Vietham
Solutie.
Folosind conditia din ipoteza ab+bc +ca =3 omogenizam inegalitatea din concluzie:
Obtinem:
2182 2.2 272
a+b+c> abc+2\/a b +b30 RPN > axabc+2 %szc2 =

< > a) bc>3abc+6 /%Zchbzcz < Y be(b+c)>6 /%Zchbzcz o

= [Ybe(b+c)] 243 be3 b’ o (Yb%e+ Y be?) 243 bed b’ =

< (3 b%+Y be? )2 >4 be> b, (1).
Pentru demonstrarea inegalitatii(1) folosim inegalitatea (X + y)2 >4xy,

pentrux =Y _b’c,y = bc*.

Obtinem:

2

Ms = (Zb2c+2bc2)2 >4 "b’*c- > bc? (2)4Zchbzcz =Md,

unde (2)

< >'b%c- > he’ =D bed b2’ < D b +3a%’c? +abc) a® > b’ +abc) be(b+c)
< abe) a’+3a’h’c® >abe) be(b+c) < D a’+3abc > > be(b+c),(inegalitatea Schur).

Egalitatea are loc daca si numai dacia=b=c=1.

Aplicatial4.
a)Daca a,b,c>0,a+b+c=3 then

11
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4(ab+bc+ca)<3abc+9.
b)Daca a,b,c>0,a+b+c=3s5i0<n<3then
(n+1)(ab+bc+ca)<nabc+9.

Marin Chirciu
Solutie.
b).Omogenizam si folosim inegalitatea lui Schur:
Obtinem:
(n+1)(ab+bc+ca)(a+b+c)<3nabc+(a+b+c)’ <
a’+b®+c®+3abc>(n—-2)> ab(a+b), care rezulta din inegalitatea lui Schur:
Schur n<3
Ms=a®+b’+c®+3abc > > ab(a+b)>(n-2)> ab(a+b)=Md.
Egalitatea are loc daca si numai dacia=b=c=1.
Aplicatial$.
a)Daca a,b,c>0,a+b+c=3 then
a’+b’+c?+abc+2>2(ab+bc+ca).
b)Daca a,b,c>0,a+b+c=3 sin>0then
a’+b®+c*+abc+3n—4>n(ab+bc+ca).
Marin Chirciu
Solutie.
b).Omogenizdm si folosim inegalitatea lui Schur:
Obtinem:
3
(a®+b +c‘?)a+bJrC +abc+(3n—4)(a+b+cj >n(ab+bc+ca) atb+c

(3n+5)(a’+b®+c*) 233 ab(a+b)-+(9n-3)abc,

care rezulta din adunarea inegalitatilor: a’+b*+c®*+3abc> Zab(a+b), (Schur) ,
3n(a’+b®+c*)=9nabc (AM-GM) si 4(a’ +b®+¢*) 22> ab(a+h),

(vezix* +y° > Xy (X+y)si analoagele).

Egalitatea are loc dacd si numai dacaa=b=c=1.

Aplicatial6.
a)Daca a,b,c>0 then

a’+b®+c*+abc+4>2(ab+bc+ca).
RMT 3/20012, George Mihai, Slatina

b) Daca a,b,c>0 ginzgthen

a’+b”+c*+2abc+3n-52n(ab+bc+ca).

7(k-1
c) Daca a,b,c>0 sikz%,n2¥then

a’+b®+c* +kabc+3n—k —3>n(ab+bc+ca).

Marin Chirciu
Solutie.
b).Omogenizdm si folosim inegalitatea lui Schur:

12
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Obtinem:

a+b+c a+b+c a+b+c

3
(a®+b”+c?) +2abc+(3n—5)( j >n(ab+bc+ca)

(3n+4)(a’+b*+c*) 26 ab(a+b)+(9n-24)abc,
care rezultd din adunarea inegalittilor: a° +b® +¢® +3abc > > "ab(a+b), (Schur)
(3n—7)(a3 +b° +c3) >3(3n—-7)nabc ,(AM-GM si n> %) si

10(a’+b° +¢*) =5y ab(a+b),
(vezi X* +y® > xy(X+Y)si analoagele).
Egalitatea are loc daca si numai dacia=b=c=1.

Aplicatial?7.
a)Daca a,b,c>0 ,a+b-+c=3then

a?+b?+c? +ﬂabc25.
3 3
China, 2007
b) Daca a,b,c>0 sigSnsgthen

a’ +b? +c*+nabc>n+3.
Marin Chirciu
Solutie.
b).Omogenizdm si folosim inegalitatea lui Schur:
Obtinem:

a+b+c

3
a+b+c]
=

(a®+b”+c?) +nabcz(n+3)(

(6-n)(a®+b®+c*)+3(7n—6)abc 23ny_ab(a+b),

care rezultd din adunarea inegalitatilor: a° +b® +¢* +3abc> > "ab(a+h) ‘(Yn —6), (Schur),
si (a®+b°+c’)=5) ab(a+b)|(6-4n),

(vezix* +y° > Xy (X+y)si analoagele).

Egalitatea are loc daca si numai dacia=b=c=1.
Aplicatial8.
a)Daca a,b,c>0 ,a+b+c=1then
5(a’+b’ +c”)+18abc > ‘.
3

RM Gorj 1/2011, Constantin Zalog, Tg.Jiu

b) Daca a,b,c>0 , a+b+c:1§i1%nsks%,n,k>0then

n(a2+b2 +cz)+kabc2 n+k.

Marin Chirciu

Solutie.
Omogenizam si folosim inegalitatea lui Schur:
Egalitatea are loc daca si numai dacia=b=c=1.

Aplicatial9.
13
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a)Daca a,b,c>0 ,a+b-+c=1then
7(a2+b2+cz)s2+9abc.

British Mathematical Olympiad 1998
b) Daca a,b,c>0 , a+b+c=1sin>1then

(4n+3)(a2 +b? +c2) <n+1+9nabc.

Marin Chirciu
Solutie.
Omogenizam si folosim inegalitatea lui Schur:
Egalitatea are loc daca si numai dacia=b=c=1.
Aplicatia2(.
a)Daca a,b,c>0 ,a+b+c=1then

15(8.3 +b*+¢? +ab+bc+ca)+9abc >7.
Mathlinks
. 7
b) Daca a,b,c>0 , a+b+c=3sin ZEthen
n(a’+b®+c*+ab+bc+ca)+(3n—1)abc > 9n-1.

Marin Chirciu
Solutie.
Omogenizam si folosim inegalitatea lui Schur:
Egalitatea are loc daca si numai dacia=b=c=1.
Aplicatia21.
a)Daca a,b,c>0 ,a+b+c=1then

15(a°+b° +¢*)+a’ +b? + ¢ +8ahc >3
27
Mathlinks
b) Daca a,b,c>0 , a+b+c=3six,y,z>0then
x(a’+b*+c*)+y(a*+b”+c?)+zabc > Sx+9y+z.
27
Marin Chirciu

Solutie.
Omogenizam si folosim inegalitatea lui Schur:
Egalitatea are loc daca si numai dacaa=b=c=1.

Aplicatia22.
a)Daca a,b>0 ,a+b=1then

£+ 21 >>10.
ab a“+b
RM Gorj 1/2011
b)Daca a,b>0 ,a+b=1si nz%then
1+ —— =2 4n+2
ab a“+b
c)Daca a,b>0 ,a+b=1si 2n>k > 0then
o, —— > 4n+2k
ab a“+b

Marin Chirciu
Solutie.
14
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€)Omogenizand obtinem:

n(a+b)’> k(a+b) 2 2
Ms = ( ) + (2 2) 24n+2k;§:x:>n-x +1+2k- X 22n+k;X +1
ab a‘+b b

2
= n~t+2k-%22n+k < nt? —(2n+k)t+2k 20 < (t—2)(nt—k) >0, care rezulta din

=t=

X X“+1 X

x*+1

X

tzZzE,cuegalitatepentrut=2<:> =2<:>x=1<:>a:b:%
n

. .. C o 1
Egalitatea are loc daca si numai dacia=b= >

Aplicatia23.
a)Daca a,b>0 ,a+b=1then

9
AN AY 8 ,18)>_ 7
8(a’+b")-7(a’+b )_128'
GM 1/2013,Costel Anghel, Negreni, Olt
b) Daca a,b>0 ,a+b=15i0<n<126then
7 W g 8\ NT2
(n+1)(a’ +b")-n(a+b*)> TR
Marin Chirciu
Solutie.
b)Omogenizand obtinem:
7 W (a8 L RE >n_+2 8
(n+1)(a”+b")(a+b)-n(a’+b°)> g (3+D) <
< (126—n)a’ +(120n+112)a’b-28(n+2)a’h* —56(n+2)a’h* - 70(n+2)a’b* -

—56(n+2)a’h® -28(n+2)a’h® —(120n+112)ab’ +(126—n)b® > 0.
Dacib = 0,evident;dacib # 0, impartim prinb® ,notém% =t si obtinem cu schema lui Horner:

(t—1)°[ (126 - )t +(118n +364)t° +(209n +546)t* +(244n + 616 )t° +(209n + 546t + E |
unde E =(118n++364) )t +(126—n),

cu egalitate pentrut :1<:>%:1§ia+b=1<:> a:b:%.

X2 +1 X x> +1

;%:x:n- +2k- >2n+Kk; =t=

X x*+1 X

. . C o 1
Egalitatea are loc dacd si numai dacaa=>b = 3

Aplicatia24.
Dacid a,b>0 ,a+b=2then

(a*+1)(b* +1)2 4.

Solutie.
Omogenizand inegalitatea se scrie:

. (a+b ¥ . [a+b ! a+b 8, . a
a +| — b*+| —— | |=4| —— | ;impart prinb =0, —=t.
2 2 2 b

Obtinem:

15
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(t —1)2 [13t6 +66t° +131t* +92t° + 66t +13] >0, cu egalitate pentrut =1 < % -l<

< a=bsia+b=2 < a=b=1.
Egalitatea are loc daca si numai dacia=b=1.

Aplicatia25.
a)Daca x,y,z>0 ,x+y+z=1then

3(xy+Yyz+2x)<2(X* +y*+2°)+9xyz.

27701, GM 6-7-8/2019,0ctavian Purcaru, Ploiesti
b)Daca X,y,z>0 ,x+y+2z=1si n>2then

(n+1)(xy +yz+12x) < n(x2 +y+ 22)+9xyz .
Marin Chirciu

Solutie.
b)Omogenizand inegalitatea se scrie:

(n+1)(xy+yz+2x)(X+y+2)< n(x2 +y? +22)(x+ y+2)+9xyz <
= nz x> > Zyz(y+ z)+3(n —2) Xyz , care rezultd din adunarea inegalitatilor:

2> x* =Y yz(y+z),(vezi x> +y°* > xy(x+Yy)si analoagele).
si (n-2)) x°>3(n-2)xyz (Vezi AM-GM sin > 2).

. .. C o 1
Egalitatea are loc dacd si numai dacax =y =12 = 3
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2. Asupra inegalitatii lui Radon
de Marian Dinca, Bucuresti

Inegalitatea lui Radon.

Dacd X, >0, Yy, >0, ke {L,2,..,n} si t >0, atunci este adeviratd inegalitatea
t+1

xtoxt XU (X Xy e X)) (Radon)
t :

+Lt+...+ —>
y2 yn (yl+y2+"'+yn)

t

Yi

Demonstrez aceasta inegalitate folosind inegalitatea lui Jensen cu ponderi pentru functia
1

concava f(X)=—.
X

XI+1 X;+l Xt+l 1 1 1

k=1 Xy k=L Zn: X, k=L z v,
k= =
1 k;1
2%
k=1

_ (X e %)

(Vi + Yo+t y)

Reversul inegalitatii lui Radon.
Daca x,>20,y, >0, ke {1,2,..., n} si 0 <t <1, atunci este adevarata inegalitatea
x| X X! < (X + X, +.. X)) |
Yo Yoo (it Yo+t y,)T

t-1

Y1

Demonstrez aceastd inegalitate folosind inegalitatea lui Jensen cu ponderi pentru functia
concava f(x)=x"", f"(x)=@-)(t)x"" <0.

1-t
t t t n n
X X X
L= X, Fie => % f Y |<
B Yo & X k=1 X

t-1 t-1 t
Y1 Y, n K K

1-t

n ykj n -

X - — y

< Z“;X ¢ k:l( © X, _ Z”;X . kZ:_; 1 (Xt x,) |
=i N =i $x (Vs + Yo+t o)

k k

k=1 k=1

1 o :
Observatie. Pentru t = PE se obtine inegalitatea urmatoare:

17
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1
2

| =

1
X2 X2 X+ X, +...+X
+—2 4.+ < (x4 + % )
1 1
2

1
yn2 (y1+y2+"'+yn) 2
Aceasta inegalitate arata ca aplicatiile 1, 5, 8, 11, 14 si 17 din [1] au sensul opus celui

prezentat, adica de exemplu:
Tn orice triunghi ABC, are loc inegalitatea Zw/a(b+c—a) <2p.
Folosind inegalitatea lui Jensen pentru functia concava f(x):\/; si inegalitatea lui

Cebdsev se obtine

S Jab+c-a) :Zf(a(mc—a))ssf(WJs
ssf[[%aJ{z(b;C_a)B—3(a+g+cj—a+b+c—2p.

Bibliografie

1. Marin Chirciu, Obtinerea unor relatii in triunghi cu ajutorul inegalitatii lui Radon,

REMI, septembrie, 2021, 2-40.

18


http://www.mateinfo.ro/

REVISTA ELECTRONICA MATEINFO.RO ISSN 2065-6432 - DECEMBRIE 2022 RWANEUI0i{sR o)

3. In legituri cu o inegalitate din G.M.-B nr.3/2021
de Marian Dinca, Bucuresti

Fie ABCun triunghi echilateral si M un punct in interiorul acestui triunghi.
Daca R,,R,, R, sunt lungimile distangelor de la M la varfurile A B,C iar d_,d,,d,
distantele de la M la laturile triunghiului, atunci
R +RZ+R? <4(d? +d? +d?), (1).
Tn [1] s-a dat o demonstratie complicatd pentru inegalitatea de mai sus.

lata o demonstratie mai simpla: R
Fie P,Q,R proiectiile lui M pe laturile BC,CA, AB. In patrulaterul inscriptibil ARMQ,

AM =R, este diametrul cercului inscris acestui patrulater; MP=d,,MQ=d,,MR=d,.

J3

Rezulta RQ =R, sin120° = \/d? +dZ —2d,d, cos120° &R, = JdZ+d? +d,d, =

3
<:>ZR§ =d? +d?Z +d,d, sianaloagele.

Obtinem %(Rj +RZ+R)=dZ+d?+d.d, +d+dZ+d,d, +d’+d’+d,d, <

d? +d? d +d? d? +d?

<dZ+d?+ +d? +dZ + +d? +dZ + =3(d?+dZ+d?),

de unde deducem (1).
In continuare prezentam 0 generalizare pentru un poligon regulat.

Fie poligonul regulat A A,...A, si M un punct in interiorul acestui poligon.

Daca R ,R,,...,R, sunt distantele de la M la varfurile poligonului, iar r,r,,...,r,, sunt
distantele de la M la laturile poligonului, atunci

n 2 n — n
DR (sin 2—”) <2yl - 2(n_4jz Mhea » (2).
=) n k=1 n k=1

Fie M, proiectiile lui M pe laturile A A, k€ {L2,.,n},unde A , =A .
Tn patrulaterul inscriptibil A_,M, MM, , avem

MkMk+1 = MA<+1Sin Ak+l = Rk+1Sin((n_2)7T} =
n

:\/MMkZ + MM, —2-MM, - MM, -cos(z — A,,,) :\/rkz + 1y — 26T COSA, &

2
.27 2r .27 2r
&R sin===_[r?+r?, -2rr,,cos— < R |sin~= | =r?+r’, —2rr_, CcOosS——.
n n n n

2 . 2 . (n-4rx . n-4
Deoarece, cosZZ =sin[ Z - <% | =sin ( ) , lar pentru n > 4, ( )7 <z conform
n n 2n 2
(n-4)x
2 . or 2 o0 n-4
inegalitatii lui Jordan, i.e. SINX>— X € [0, —} , reiese ca COS— > = )
V4 2 n T n

2
) . 27 27 n-4
Deci, Rkﬂl(sm = K2 +r2, —2rr, cosF <1242, -2rnr,, L

de unde obtinem (2).
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