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1. Some applications of Harald Bergstrom’ s inequality in triangle

D.M. Batinetu-Giurgiu and Neculai Stanciu

In this paper we present some new inequalities in a triangle, which follows from Bergstréom’s
inequality.

1. In any triangle ABC holds

4Ap°r
a’t —t +bt t +c —t —>
g 9 g 9 tg 92 AR+T

Proof. By Bergstrom’s inequality we have:

3 2, B, C_ a’ . (a+b+c)?
’ _za b 2'[9 2 _zcthcth ) thgécth’
2 2 2 2

but,

A B 4R+r
thg—ctg—: )
2 r

so g.e.d..

2. In any triangle ABC holds

B C C A A B
a’ctg —ctg — +b?ctg —ctg — + c’ctg — ctg — > 4 p?.
92 92 92 92 92 92 p

Proof. By Bergstrom’s inequality we have:

2 2
U=Za2ctg§ctg%=z a >(a+b+c)
tg—tg— Ztg—tg—

but,
A B
tg—tg— =1,
2195195

so, we get the conclusion.
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3.1f X,y,Z € R: , then in any triangle ABC holds

1 N 1 N 1 S
X+ysin® = +zcos”— X+ysin®—+zcos’— X+ysin®— +zcos® -
2 2 2 2 2 2
S 18R
-~ 2(3x+y+22)R+(z-y)r
Proof. By Bergstrom’s inequality we have
5 oyt
X+ ysin E+zc052E 3x+y) sin? —+ zy cos” )
Since,
> sin ,
2R
and
>, A AR+
D cos’ —= )
2R
we obtain the conclusion.
4.1f mne R:, then in any triangle ABC holds
.4 A . . B ., C
sin® = sin® — sin® =
2 . 2 . 2 (2R-r)’
, A , A 2B " 2(m+n)R(@AR+r)

, B ,C ,C
mCcoS —+Nncos™ — mcos —+NCOS" — mMCOS™ —+NCOS
2 2 2 2 2

Proof. By Bergstrom’s inequality we have

2
sin“'; (Zsngj
>, >

mcosZSJr ncoszcz: (m+n)-2coszg‘

Because,

2A 2R-r
D sin )
2R

and
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ZCOSZ§_4R+r
2 2R

we obtain the desired conclusion.

5.f mne R:, then in any triangle ABC holds
sin4é sin“E sin“g
n 2 n 2

(2R —r)?
>
msin® _ +ncos” . msin® -+ ncos’

B T 2R(2(m+2n)R+ (n—m)r))
2

v

H) A 2
msin® = +ncos

Proof. By Bergstrom’s inequality we have

2
Sin“'é (ZSinZA]
2 2

\%

2

., B C ., A A’
msin® —+ncos’ — m» sin> —+n» cos® —
2 2 Z 2 z 2
Since,
., A 2R-r
D sin® = )
2R
and
» A 4R+t
D cos’ — = )
2R
the proof is complete.
6.f mne R:, then in any triangle ABC holds
.4 A . 4B ., C
4 4 4
SIn" — SIn" — Sin E JR_t
+ + 2 .
2B 2(m+n)R

msin2é+nsin
2 2

Proof. By Bergstrom’s inequality we have

L, AY
sin* 2 (Zsmz] ZsinZé
2 S 2)  _ 2

msin2§+nsin2c2: (m+n)Zsin2'§ m-+n

2
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Because,

Zsinzé—ZR_Ir
2 2R’

g.e.d.

7.f mne R:, then in any triangle ABC holds

sin® — sin® — sin® —
>
- 2 R-r 2 " 2R - » A
+ncos"— m +Nncos"— m- +ncos” —
2R 2 2R 2 2R 2
(2R-r)?

>
2R(2(3m+2n)R + (n—3m)r))

Proof. By Bergstrom’s inequality we have

2
Sin“é (ZSinZAj
2 2

z > .
m-ZR_r+ncoszz 3m-2R_r+anoszé

Since,

Zsinzé: 2R-r , and
2 2R

ZCOSZ§_4R+r
2 2R

the proof is complete.

8.Ifmne R:, then in any triangle ABC holds

(4R +71)?
2B 2(m+n)R(2R-r)
2

cos’ A cos B cos’ ¢
2 2 2

E -2C -26
2 2

- 2 B - 2 - 2 A -
msin E+n5|n msin E+nsm

Proof. By Bergstrom’s inequality we have
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2
COS4 é [C 052 2)

2 _
2 B ) ZC_Z( ., B Cj
msm +n5|n —

msin® — +nsin? —
2 2

. (§:C0§2)2 [§:COS)
(stin2 ':‘+ nY sin? 2) (m+n)> sin?

\

Because,
2R—r

A
2
R AT

and
AR+

z 20 _
COoS ,

we obtain the conclusion.

9.f mne R:, then in any triangle ABC holds
B C
cos* = cos* — cos* =
2 N 2 N 2 S AR +r
B C A , A B
mcos® = +ncos? = meos? = +ncos? > meos? D 4ncos? o AMENMR
2 2 2 2
Proof. By Bergstrom’s inequality we have
2
A
COS4 é (COS2 J
Y Z—-% ok
. B . C , B , C
mcoS  —+NnCcos™ — mcos E-I—nCOS E

2
2

[Zcosz'gj i (Zcosz'g}z _Zcosz';

>

B 2A zA B 2A m+n
2 = 2 = m-+n Ecos—
(m cosS 2+n cos 2) ( ) 5

Since,
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S cost A A_4R+r

2R
completes the proof.
10.If m,ne R:, then in any triangle ABC holds
cost 2 cos* B cos & ,
2 n 2 4 2 S (4R +7)
., B A ., A B _
msin? B +ncost S msin? € incost A msin?2 Auncost B 2RE@M+2mR+ (n—m)r)
2 2 2 2 2 2
Proof. By Bergstrom’s inequality we have
2
cos* = (COS )
Y Z_-% Ak
-2 B 2 C .2 B 2 C
msin® —+nNcos — msin® —+Ncos —
2 2 2 2
2
A
(Zcos2 2)
= A A
m> sin® —+n> cos’
2 2
Since,
ZSIn )
2R
and
2 A_4R+r
Zcos )
2R
we obtain the conclusion.
11.1f mne R:, then in any triangle ABC holds
cos’ A cos’ B cos’ ¢
2 + 2 + 2 >
4R +r ., A 4R+ , B 4R +r ,C
m- +nsin~— m- +nsin— m- +nsin® —
2R 2 2
(4R+r1)?

~2R(2(Bm+n)R+(Bm—-n)r)
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Proof. By Bergstrom’s inequality we have

2
C054 é (ZCOSZ Aj
2 2

Z >
m-4R+r+nsin26 3m-4R+r+nZsinZé
2R 2 2R 2
But,
sin? = = )
2R
and

and we are done.
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2. Inegalitatea lui Bernoulli

Marin Chirciu*
Articolul prezinta inegalitatea lui Bernoulli si aplicatii ale acesteia, selectate din diverse
publicatii de specialitate.

Inegalitatea lui Bernoulli:

(1+x)" 21+1rx; x=-1;r &(—o0,0]U[L o).

(1+x) <l+rx;x>-1;re[0].

Aplicatial.

1) IfX,y,2>0,x*+ Yy’ +2° =3then
3 x*% —2008(x—1)
y+z

2%(x+y+z).

China Northern ,MO 2009

Solutie.
Lema
If X > 0then

2009
X —2008(x—1)2 X
y+1 y+12

Demonstratie.

Folosim Inegalitatea lui Bernoulli obtinem:

o Bernoulli

x*® =[1+(x-1)] = 1+2009(x—L1)=2009 2008 =
— X2 —2008(x—1) > 2009x — 2008 — 2008(x 1) = X.

Sa trecem la rezolvarea problemei din enunt.

Folosind Lema obtinem:

1 Profesor, Colegiul National ,, Zinca Golescu ”Pitesti
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X" —2008(x—1)tme oy x 91
LHS = >= — RHS,
> e D N L AL

X 1
unde (1) < ZE ZE(X+ y+z) , care rezulta din:

o v e (5 (S
Zy+z Z x(y+2) Zx(y+z)_22yz_iz'

unde (2) < (§: ) ZX@ZX>ZyZ adevdrata din:

dx2>yz < (Zx)2 >(3 yz)2 = 3(ZX)2 >3(3 yz)2 N ZXZ(ZX)2 >3(3 yz)z, care
rezultd din ZXZ > Zyz si(z X)2 2 32 yz.
Egalitatea are loc dacd si numaidacax=y=z=1.

2) IfX,Y,2>0,%x*+Yy*+12° =3andn e Nthen

n+l _ _
Z%(ZX”Z%(H y+2).
Marin Chirciu
Solutie.

Lema

If X >0andn e Nthen

X" —n(x-1
(x-1), x

V+12 V+12
Demonstratie.

Folosim Inegalitatea lui Bernoulli obtinem:

n41 Bernoulli

x"=[1+(x-1)] = 1+(n+1)(x-1)=(n+1)x-n=
= X" —n(x-1)=(n+1)x—n-n(x-1) =

Sa trecem la rezolvarea problemei din enunt.

Folosind Lema obtinem:

LHS ="

n+l_ _ ema @
X er‘r(ZX 1)L2 yizéé(x+y+z)=RHS,
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X 1
unde (1) < zm ZE(X+ y+z) , care rezulta din:

x ¢ % s N (Eers
Zy+z_zx( ) D x(y+2) ZZyZ_ZZ'

2
EX 1 o e
unde (2) < (ZZy)z ZE E X E X2 E yZ , adevdrata din:

Sk St o (D) 2(E ) () 23S o TR 23S care
rezultd din D X% > > yzsi() x)2 >3>yz.

Egalitatea are loc dacd si numaidacax=y=2z=1.

Nota.

Pentru n = 2008 se obtine Problema propusad China Northern MO 2009.

Aplicatia2.
In AABC
r r r
( r jra ( r er ( r ]r 3p°-2r’ —8Rr
—| + =] 4= £ > .
ra rb rc p
Radu Diaconu, Sibiu,RMM 7/2022

Solutie.
Lema

1) IfXx>—-1and0<k <1then
(1+ x)k <1+kx.

Inegalitatea lui Bernoulli

_r(p-2a)_p-a_,
rp p

r r
PunemX=—-1>-1sik=—=
r r,

a

r
_s
p—a
Obtinem:

r

LHS = Z(H_ =z(1+(r—: —1DE S xS S (k) :Z(u i[l - D _

10
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=RHS.

3p*—2r>—8Rr

Inegalitatea este stricta.

2) InAABC

Marin Chirciu

Solutie.
Lema

IfX>—-1and0 <k <1 then
(1+ x)k <1+kx.

Inegalitatea lui Bernoulli

PunemX:L—1>—1$ik:L:L:£:i<
h, h, 25 2rp 2p
a

Obtinem:

LHS = Z[hljh_ =z(1+[h—: —1}]é S ex) S Y (k) :z(u hl(hL _ D _

_5p*—r’—4Rr

S =RHS.
p

2 2
Am folosit mai sus zhi :%.s,i Z% = %

Inegalitatea este stricta.

3) InAABC

Marin Chirciu
Solutie.
Lema

IfX>—-1and0 <k <1 then

11
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(1+ x)k <1+kx.
Inegalitatea lui Bernoulli

r ra a

Punemx=L—1>—1§ik=L£L= =— - <
ma ma ha é er Zp
a

Obtinem:

LHS = Z[mijm_ =Z(1+[L - nm_ S xS S (1) =Z{1+ mL[mL _1B _

a a

_r2_ 2_ 2 Gerretsen
:3+r22i2_r2igg+r2.Lzzm’_r.zzs_kl.w_g <
m; m, 2p°r R 2 p R
Gerztsen E'B_E_ E_ﬁ
B 23 R 6r R
2_ —
AmfoI05|tma|su52—>ES| iz_ iz P r224Rr
, R m; h; 2p°r

Inegalitatea este stricta.

4) InAABC
GRORGE
W, W, W, 6r R
Marin Chirciu
Solutie.
Lema

IfX>—-1and0 <k <1 then
(1+ x)k <1+kx.

Inegalitatea lui Bernoulli

PunemX:L—1>—1$ikzLSL:L:£:i<
W, w, h, 25 2rp 2p
a

Obtinem:

r

LHS = Z(WLJW :Z(n [Wi —1DE Sy ) S Y (1) =Z{1+WL[WL _ D _

12
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2_r?— —r°— Gerretsen
—arry Loy Lage PUT AR 2 g 1 pior AR 2
Wa W, 2p°r R 2 D R
Gerretsen 1 R 2r R 2r
23r R 6r R
AmfoI05|tma|su52—>Z_>_sz Z—th %—4%‘

Inegalitatea este stricta.

5) InAABC

Marin Chirciu

Solutie.
Lema

IfX>—-1and0 <k <1 then

Inegalitatea lui Bernoulli

,
-
-
o
@

PunemX:L—1>—1$ik:—s—:—:—:—
S s, h, 25 2rp 2p
a

a

Obtinem:

Bernoulll

LHS = Z( J —Z(M(SL— Dé—zmx < > (1+k) Z(ué(é—ljj:

2 2 2 2 erretsen
“3ery S _rz_<3+rz.w_r.z:3+1.w_£‘3 b
s, 2p°r? R 2 p° R
Gerretsen 1 R 2r R 2'-
< 3+ ———=3+———.
2 3r R 6r R
p®—r?—4Rr
AmfoI05|tma|susZ >Z—>—SZZ_ ——T.

Inegalitatea este stricta.

Aplicatia3.
1) If0<a,b,c<lthen

13
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1 1 1 S 9
a+a® b+b® c+c® 3+at+b®+c?

Daniel Sitaru,Math Phenomenon Reloaded,A.029
Solutie.
Lema
If0 <a<lthen
1 1
a+a® - 1+a®

Demonstratie

Bernoulli

a®=(l+a-1)" < l+a(a-l)=a’-a+l=a+a*<a+a’-a+l=a’+l=

1 > 1 .
a+a® 1+a’

Sa trecem la rezolvarea problemei din enunt.

Folosind Lema obtinem:

1 Lgaz 1 Berg;trom (Z]_)Z _ 9
a+a® 1+a’ > (1+a%) 3+a’+b’+c’

=RHS.

LHS =)’

Egalitatea are loc dacd si numaidacda=b=c=1.

2) If0<a,b,c,d <1lthen
1 1 1 1 16
a+ b+ c+ d 2 2 2 2 2"
a+a* b+b®> c+c® d+d 4+a°+b°+c°+d

Marin Chirciu
Solutie.
Lema
If0 <a<lthen
1 > 1
a+a® l+a’

Demonstratie
Bernoulli 9 ) )
a’=(1+a-1) < l+a(a-l)=a’-a+l=a+a’<a+a’-a+l=a’+1=
1 1
>

j— 2 .
a+a® 1+a’

Sa trecem la rezolvarea problemei din enunt.

14
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Folosind Lema obtinem:

Hs=y 1 Ty 1 LT >y 10 — RHS .

a+a’ 1+a? Z(l+a) 4+a?+b?+c?+d?

Egalitatea are loc daca si numaidacda=b=c=d =1.
3) If0<a,a,,..,a,<lthen
1 1 1 n’
a + % +...+ a > 7 7 7 -
a+a* a,+al a+a* n+a’+a’+..+a’l

Marin Chirciu
Solutie.
Lema
If0<a<lthen
1 1
a+a® - 1+a®

Demonstratie

Bernoulli

a’=(1+a-1) < l+a(a-l)=a’-a+l=a+a*<a+a’-a+l=a’+1=

1 ,
a+a® 1l+a’

Sa trecem la rezolvarea problemei din enunt.

Folosind Lema obtinem:

LHS = Z LemaZ—Bergstrom (21) n2 _RHS.

a+ar  “~l+a’ Z(1+a1) 4+a’+a+..+a
Egalitatea are loc daca si numaidacda, =a, =...=a, =1.
Nota.
Pentrun = 3se obtine Problema A.029 din Math Phenomenon Reloaded.

Aplicatia4.

1) Ifa,b>O0then
2ab

2(a+b2 o
( 2ab ) arb \/2 (a*+b?) d <1s 22 -ab

a’+b’ a+b (a+b)vaZ+b?

15
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Daniel Sitaru,Math Phenomenon Reloaded,A.030
Solutie.
Lema
If0<X<landy>1then
XY +y* <1+xy.

Demonstratie

Bernoulli

Yy =(1+y-1) < 1+x(y-1)=xy—x+1= y*<xy—x+1,2).
Apoi0< x<1= x¥ <x,(2).

Din (1) si (2) = XY +y* <Xy —X+1+Xx=1+xy.

Sa trecem la rezolvarea problemei din enunt.

2(a2+b2)
2

>l (a—b)2 >0, cu egalitate pentru a=D.
a“+b a+b

’ 2 2
2ab 2(a +b ) obtinem:

a?+b?’  a+b

Avem0<22Lb31§i

Folosind Lema pentru(X,y) =

2ab

2<a2+b2) 7.2
a+ 2(a?+b? aeh Lema 2(a?+b?
LHS:(—Zzasz " () Sy 230 (7+7) _
a“+b a+b a“+b a+b
g 22ad e
(a+b)\/a2+b2
Egalitatea are loc dacd si numai dacda=Db.
2) Ifa,b,c>0then
3 a2+b2+cz) 5 5 . Zfisgiz‘j
(ab+bc+caj e \/3(3 +Db +C) <14 \/§-(ab+bc+ca)
a’+b*+c’ a+b+c ~ (a+b+c)Vai+bic?
Marin Chirciu
Solutie.
Lema

IfO0<x<landy=>1then

16
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X' +y* <1+xy.

Demonstratie

Bernoulli

Yy =(1+y-1)" < 1+x(y-1)=xy—x+1= y* <xy—x+1,1).
Apoi0 < x<1= x’ <Xx,(2).
Din (1) si (2) = XY +y* <Xy —X+1+X=1+Xy.

Sa trecem la rezolvarea problemei din enunt.

3(a%+b’+c’
prem0< TR <y (a+b+c ) 11 s (ab)+ (0—c) +(c—a)' 20,

cu egalitate pentru a=b=c.

ab+bc+ca \/3(32 +b?+c?)

Folosind Lema pentru( X,y )= , obtinem:
P (x.y) a’+b*+c? a+b+c
Z(az+b2 ab+bc+ca
3(a2+b2+c?) | 3(a®+b*+c?
ab+bc+ca) aw ema  gh+bc+ca
LHS =| —5— + <lt——7—— =
a‘+bh°+c a+b+c a‘+b°+c a+b+c
3-(ab+bc+ca
=1+ \/_ ( ) =RHS.
(a+b+c)\/’a2+b2+c2

Egalitatea are loc dacd si numaidacda=b=c.

Aplicatia5.

1) IfX, y,z>1,xyz:2\/§then
X +y 4+ +y +27 +x >9.

Daniel Sitaru, Math Phenomenon Reloaded,A.035
Solutie.
Lema

If X,y >1then
X +y* >1+xy.

Demonstratie

Bernoulli

X =(1+x-1)" = 1+y(x-1)=xy—-y+1= X’ >xy—y+1, ().

17
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Bernoulli

Yy =(1+y-1) > 1+x(y-1)=xy—x+1= y*>xy—x+1,(2).
Din (1) 5i (2) = X’ +y* 2 xy—y+1+xy—y+1=1+xy+(1—-x)(1-y)=1+xy.

Sa trecem la rezolvarea problemei din enunt.

Folosind Lema obtinem:

LHS =Y (¥ +y") 2 2 (1+xy)=3+ Yy = 3+33(yz)” =3+33/(242) =9=RHS.

Inegalitatea este stricta.

2) IfX,y,2>1,then
X +y + 2 +y +2V+ X 23+3(xyz)§ :
Marin Chirciu
Solutie.

Lema

If X,y >1then
X' +y >1+Xxy.

Demonstratie

Bernoulli

X' =(1+x-1) = l+y(x-1)=xy-y+1= x'2xy—y+1,(1).

Bernoulli

y'=(1+y-1)" = 1+x(y-1)=xy—x+1= y* > xy—x+1,1).
Din (1) 5i (2) = X’ +y* 2 xy—y+1+xy—y+1=1+xy+(1-x)(1-y)=1+xy.

Sa trecem la rezolvarea problemei din enunt.

Folosind Lema obtinem:

-GM

LHS =Y (' +y") = D1 0y)=3+ 30y = 3+3(xyz)’ =3+3(xy2)s =RHS.

Egalitatea are loc dacd si numaidacax=y=2z=1.

Aplicatia6.

1) Ifa,b,c>0then

18
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a+b

Z(ZJETF —Z a+b

a+b

Daniel Sitaru, Math Phenomenon Reloaded,A.090
Solutie.
Lema

Ifa,b >0 then

a+b

20
[2@]2 b So_ a+b

a+b 2Jab

Demonstratie

Din inegalitatea lui Benoulli pentru X > 0sir >1avem:

X =(1+x-1) 21+r(x-1)=1+rx—r = X" 21+rx—r, ().

a+b

2\/ a+b 2.Jab |2 a+h 2Jab a+b _
Punandin (1) : >l=| —— >1+
a+b 2\/ab a+b 2\Jab a+b 2\/
a+b

PN

Sa trecem la rezolvarea problemei din enunt.

Folosind Lema obtinem:

a+b

LHS = Z(erm Lemaz[z—%j Yo a+h o =RHS.

a+b

Egalitatea are loc dacd si numai dacda=D.

2) Ifa,b,c>0then

a+b+c

[ 33/abc j3%>2 a+b+c

a+b+c 33abc
Marin Chirciu
Solutie.
Lema
Ifa,b > 0then
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a+b+c

33/abc |3Vabe a+b+c
_ >2——.
a+b+c 33/abc

Demonstratie

Din inegalitatea lui Benoulli pentru X > 0sir >1avem:

X =(1+x-1) 21+r(x-1)=1+rx—r = X" 21+rx—r, ().

3
Punéndin(l):X:m>O§ir:a+—b+CZl:>
a+b+c 33abc
a+b+c
33/abc 3W>l+a+b+c' 3abc a+b+c_
a+b+c " 3%abc a+b+c  33abc

a+b+c

_,_atbtc [ 3¥ahc m>2_a+b+c
33/abc a+b+c ~ 33abc

Sa trecem la rezolvarea problemei din enunt.

Folosind Lema obtinem concluzia.

Egalitatea are loc dacd si numaidacda=b=c.

Ifa,b,c > 0then

a+b

2Jab
Z 2«/@ 26—2 a+b .
a+b 2\/%

Daniel Sitaru, Math Phenomenon Reloaded,A.090

Solutie.
Lema
Ifa,b > 0then

a+b

2Jab
(2@}2 So_ a+b

a+b 2Jab

Demonstratie

Din inegalitatea lui Benoulli pentru X > 0sir >1avem:

X =(1+x-1) 21+r(x=1)=1+rx—r = X" 21+rx—r, (1),

20
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a+b

o 2Jab __  a+b 2\[ab |>/® a+b 2Jab a+b
Pundndin (1) : X=——>0si r= >1l= >1+ =
a+b 2+/ab a+b 2Jab a+b 2\/
_,_athb
2Jab
Sa trecem la rezolvarea problemei din enunt.
Folosind Lema obtinem:
a+b
24/ab |2V Lema a+b a+b
LHS = > 2— 6— =RHS.
Z( a+b ] z( 2\/_j Z
Egalitatea are loc dacd si numaidacda=D.
Remarca.
Problema se poate dezvolta.
Ifa,b,c > 0then
a+b+c

3¥abc |3¥ebe a+b+c

_ >2-

a+b+c 3\/ab

Marin Chirciu

Solutie.
Lema
Ifa,b>0then

a+b+c

33/abc |3¥abe a+b+ c
_ >2—
a+b+c 3\/ab

Demonstratie

Din inegalitatea lui Benoulli pentru X > 0sir >1avem:

X =(1+x-1) 21+r(x-1)=1+rx—r = X" 21+rx—r, ().

3
Punénd?n(l):X:m>O§ir:a+—b+czj|_:>
a+b+c 33/abc
a+b+c
33/abc |3awe L atb+c 3Rabc  a+b+c
a+b+c 3Jabc ‘a+b+c 3%abc
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asbic
_,_a+b+c 33abc 3W>2_a+b+c
3%abc at+b+c ~ 33abc

Sa trecem la rezolvarea problemei din enunt.
Folosind Lema obtinem concluzia.

Egalitatea are loc daca si numaidacda=b=c.

Bibliografie:
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Radu Diaconu, Sibiu,RMM 7/2022.

Daniel Sitaru, Romania, Math Phenomenon Reloaded , Editura Studis, lasi 2020.

Marin Chirciu, Inegalitati algebrice 2, de la initiere la performanta, Editura Paralela 45, Pitesti,
2021.

6. Marin Chirciu, Inegalitati geometrice 2, de la initiere la performanta, Editura Paralela 45, Pitesti,
2021.
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3. Inegalitatea lui Chebyshev

Marin Chirciu ?
Articolul prezinta inegalitatea lui Chebyshev si aplicatii ale acesteia, selectate din diverse
publicatii de specialitate.

Inegalitatea lui Chebyshev:

Dacd N-uplurile X = (Xl, Xy yueny Xn)si y= (yl, Yoreens yn) de numere reale sunt la fel ordonate , atunci

1
XY, + XY, Fet XY zﬁ(lerxz+...+xn)(y1+y2+...+ Yo )-

Daca N -uplurile X = (Xl, Xypueey Xn)si y= (yl, Yoreens yn) de numere reale sunt invers ordonate , atunci

1
XY, + XY, +ot XY sﬁ(x1+x2+...+xn)(yl+y2+...+ Vo) -

Aplicatial.

1) Sa se demonstreze ca:
X(JY +32)+y(Vz %)+ 2(x+yy ) <2, f3(¢ +yP + 2°)

oricarearfi X,Y,z¢€ [O,oo) )
Stefan Smarandache, Bucuresti,GM 2/2019,E:1549

Solutie:
Folosim inegalitatea CBS si Cebasev obtinem succesiv:

CBS

M, :Zx(ﬁ+ﬁ) <D xy2(y+2) :ﬁZX\/ysz/EZ\/;,/x(y+ z)cgS

B IR D IR DRI D

3
< 23> ¢ =M,
Egalitatea are loc daca sinumaidaca X=y=2.

2) Sase demonstreze ca:
x(\/y+\/§+\/t_)+ y(\/z+\/t_+\/§)+z(ﬁ+&+ﬁ)+z(\/f+\/§+ﬁ)g6\/(x3+y3+23+t3)

oricare ar fi X,Y,z,t E[O, oo) )

2 Profesor, Colegiul National ,, Zinca Golescu”Pitesti
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Marin Chirciu, Pitesti
Solutie:

Folosim inegalitatea CBS si Cebasev obtinem succesiv:

M, :Zx(\/y+\/;+\/t_)(:252x«/3(y+z+t) :\/§Zx~/y+z+t :\/§Z\/;,/x(y+z+t)cgs

< \/5\/Zx~2x(y+z+t) s\/§\/2x-32x2 =3\/ZXZX2 <

Cebasev

< 34X =6> % =M,

Egalitatea are loc daca sinumaidacaX=y=z=t.

3) Sase demonstreze ca:

Xl(\/Z+Jg+...+\/Z)+XZ(\/Z+\/Z+...+\/Z)+...+Xn(\/z+\/g+...+\/a)ﬁ

s(n—l)\/n(xf X+ X

oricare ar fi X;,X,,..., X e[O,oo),undeHZZ.

Marin Chirciu, Pitesti
Solutie:

Folosim inegalitatea CBS si Cebasev obtinem succesiv:

M, :le(\/g+\/g+...+\/Z)CESZXI\/(n—1)(x2 X+t X ) =N =1 XX+ X+ X,

CBS

=VN=13 X X (X + X+ X,) < \/n—l\jle'Z&(Xﬁstr---ern) <

Cebasev

s\/n—l\/le-(n—l)ZXf =(n-1)> x> % < (n-1)yn> % =M,
Egalitatea are loc dacd si numaidacd X, =X, =...= X, .

Aplicatia2.

1) FieX, Y,z > 0astfel incat Xyz =1. Aratati ca

Rahim Shahbazov,RMM 12/2019
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Solutie .

’ 1
Inegalitatea se scrie ZX T

1 1 1
Tripletele(Xz, yz, 22) Si [\/yz 7 ,\/Z2 T ,\/X2 N y2 jsunt la fel ordonate.

Folosind inegalitatea lui Chebyshev obtinem:

) 2 ()1X
M, = 3K L I S N

(2) 3
= Z X =M, unde (1) rezultd din inegalitatea lui Bergstrém, iar (2) este
dy + Z \/_

echivalenta CU\/EZX ZZ y + 72 , (3).

Folosind inegalitatea lui Minkowski obtinem

NI +\/y2 +b? ++/2% +¢C? 2\/(x+ y+z)2+(a+b+c)2 , de unde

Syt 2 (x+y+2)V2, ().

Din (3) si (4) este suficient sa aratam ca:

\/EZXZ > (X+ y+ Z)«/E Dt ZXZ > ZX , care rezulta din inegalitatea lui Chebyshev, inegalitatea

mediilor si conditia din ipoteza Xyz =1.

Intr-adevar:

DX Z%ZXZXZWZX:ZX.
Egalitatea are loc dacd si numaidaca X=y=2z=1.

2) FieX,Y,Z>0astfel incat xyz =1. Aratati ca

Z2x

Y+12

Marin Chirciu

Solutie.

1
Inegalitatea se scrie Z X[|[—=2—.

y+z 2

25
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Tripletele(x,y,z)si [\/ 1 ,\/ ! ,\/ 1 ]suntlafelordonate.
y+z Nz+Xx \(x+y

Folosind inegalitatea lui Chebyshev obtinem:

e IO M oo R B et O s

® 3
ZX —= =M, unde (1) rezulta din inegalitatea lui Bergstrém, iar (2) este echivalenta

S
CU\/_ZXZZ\/E' (3)

Folosind inegalitatea lui Minkowski obtinem

VX +a’ +\/y2 +b? +4/Z22 +¢2 2\/(x+ y+z)2+(a+b+c)2 , de unde

SJyrzz(Vx+Jy +VZ)V2, @)

Din (3) si (4) este suficient sa aratam ca:

\/_ZX>(\/_+\/_+ )\/_ @ZX>Z«/§ care rezulta din inegalitatea lui Chebyshev,

inegalitatea mediilor si conditia din ipoteza Xyz =1.

Intr-adevar:

REE W) WEEINETS WEES I

Egalitatea are loc dacd si numaidaca X=y=2z=1.

3) FieX,Y,Z > 0astfel incat Xyz =1. Aratati ca

/2x4
2 y+z

Marin Chirciu

Solutie .

1

3
>—.
y+z 2
TripIeteIe(Xz,yZ,Zz)si (\/ 1 ,\/ 1 ,\/ 1 Jsuntlafelordonate.
y+z Vz+x \\x+y

Folosind inegalitatea lui Chebyshev obtinem:

m-Te e Ty Ll ney Al

Inegalitatea se scrie ZXZ

26
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(2) 3
= ZX —_ =M, unde (1) rezultd din inegalitatea lui Bergstr6m, iar (2) este echivalenta

ST
awV2d x> [yrz,3).

Folosind inegalitatea Iui Minkowski obtinem

X2 +a’ +\/y2 +b? ++/2% +¢C? 2\/(x+ y+z)2+(a+b+c)2 , de unde

S vz (Vx+Jy +VZ)V2, @)

Din (3) si (4) este suficient sa aratam ca:

\/_ZX >( X+4Y +\/E)\/§ < sz > Z\/;, care rezulta din inegalitatea lui Chebyshev,

inegalitatea mediilor si conditia din ipoteza xyz =1.

Intr-adevar:

PRSI RVEIWENTDINES IS

Egalitatea are loc dacd si numaidaca X=y=2z=1.

4) FieX,Y,z>0astfelincatxyz =1si ne N’ . Aritati c3

>, 2x7 >3,

y+1z

Marin Chirciu

Solutie .

1
Inegalitatea se scrie ZX" —_—2
y+12

TripIeteIe(X",y",Z”)si (\/ 1 ,\/ 1 ,\/ 1 jsuntlafelordonate.
y+z Vz+x' \x+y

Folosind inegalitatea lui Chebyshev obtinem:

m =T faimey flimey Aty o

® 3
= ZX — 7 = —== M, unde (1) rezulta din inegalitatea lui Bergstrém, iar (2) este echivalents

ST
CU\/EZX ZZ\/y?, (3).

=t
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Folosind inegalitatea lui Minkowski obtinem

VX2 +a’ +\/y2 +b? +4Z2% +¢2 2\/(x+ y+z)2+(a+b+c)2 , de unde

S vz (Vx+Jy +VZ)V2, @)

Din (3) si (4) este suficient sa aratam ca:

\/EZ X" > (ﬁ+ﬁ+ﬁ)ﬁ = an > Z\/;, care rezulta din inegalitatea lui Chebyshev,

inegalitatea mediilor si conditia din ipoteza Xyz =1.

Intr-adevar:

R NI ICEE (TIRD TS IS

Egalitatea are loc daca si numaidacd X=y=z=1.

5) FieX,Y,z>0astfelincatxyz =1 si ne N" . Aritati c3

2X2n
> |- =3.

Yy +1

Solutie

1 3
Inegalitatea se scrie X" > —.
R TR

1 1 1
Tripletele(x", y',z" ) si (\/yz 5 ’\/ZZ T ,\/X2 Y. ]sunt la fel ordonate.

Folosind inegalitatea lui Chebyshev obtinem:

M, ZF IXONETE R

® 3
= ZX —==M,, unde (1) rezultd din inegalitatea lui Bergstrém, iar (2) este
«}y +Z \/—

echivalenta CU\/EZXn ZZ y>+12°,(3).

Folosind inegalitatea lui Minkowski obtinem

VX2 +a? +\/y2 +h? 4422+ 2\/(x+ y+z)2+(a+b+c)2 , de unde

S YR+ 2 (x+y+2)N2, (4

Din (3) si (4) este suficient sa ardtam ca:
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\/EZX" > (X+ y+ Z)\/E < ZX" > ZX, care rezulta din inegalitatea lui Chebyshev, inegalitatea

mediilor si conditia din ipotezd xyz =1.

intr-adevar:

DX Zx‘l x> 3/(xyz) )7y x=>"x.

Egalitatea are loc daca si numaidaca X=y=z=1.

6) FieX,Y,Z > 0astfel incat Xyz =1. Aratati ca

2X
> /m>3.

Marin Chirciu

Solutie .

3
Inegalitatea se scrie ¥ /X [—— >——.
2 y+z 2

Trlpletele(\/_\/_\/_) \/ 1 , 1 sunt la fel ordonate.
y+z Vz+x \x+y

Folosind inegalitatea lui Chebyshev obtinem:

1 1 1 01 9
M, =2 Vx m> ZﬁZ«/m=§ZﬁZngZﬁW=

(2) 3
= Z\/_ =M, unde (1) rezultd din inegalitatea lui Bergstrém, iar (2) este echivalenta

S o
cu\/EZXZZ\/y?, 3)

Folosind inegalitatea lui Minkowski obtinem

VX2 +a’ +\/y2 +b? ++/2% +¢C? 2\/(x+ y+z)2+(a+b+c)2 , de unde

Zﬁz(&+\/§+ﬁ)ﬁ,(4).

Din (3) si (4) rezulta concluzia.

Egalitatea are loc dacd si numaidacd X=y=2z=1.

Aplicatia3.

1) Fiea,b,c >0 astfel incatabc =1. Aratati c3
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(alo +b1°)(a9 +b9)

L (@) o

Daniel Sitaru, Romania, RMM 2/2020
Solutie.

Folosind inegalitatea lui Chebyshev obtinem:

a® +b® =a®-a*+b°.b* 2%(a6+b6)(a4+b4),si a’+b’=a’-a®+b°-b zi(a6+b6)(a3+b3).

Rezulta:
v (al°+b1°)(a9+bg)> ;(a6+be)(a4+b4),;(a6+b6)(a3+b3): (a6+b6)2 .
=L G (@) (@) (<) r

a®+b° ’ ) 2
Bergzstrom z 32 _ (zgae) AM;}M (33—\13-6:606)ab;=1§ 3 Md -

Egalitatea are loc dacd si numaidacd a=b=c=1.

2) Fiea,b,c>0astfel incatabc =1si n,k, p e N". Aratati ca

P +bn+p)(ak+p +bk+p)
5

(a"+b")(a" +b*)

>3.

Marin Chirciu, Romania

Solutie.

Folosind inegalitatea lui Chebyshev obtinem:
1

a"P+b™? =a"-a’ +h"-b? > >(a"+b")(a" +b?)si
2
1

‘P +b**P =a*-af +b* -b? > >(a* +b*)(af +b?).
2

Rezulta:

an+p+bn+p)(ak+p+bk+p) ;(a“+b”)(ap+b”)-;(a"+b")(ap+bp)_ (ap+bp)2

(@b +b) (@ +b7)(@ +b) 2

[Zap—'_bpjz 2 3 2

Bergstrom af - (3 apbpcp) abc=1 22

2 2 (Z ) AMZGM— b:13_:3:Md_
3 3 3 3

Egalitatea are loc dacd si numaidacd a=b=c=1.

MS=Z(
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Nota.

Pentrun =4,k =3, p =6 se obtine problema propusa de Daniel Sitaru in RMM 2/2020.

Aplicatia4.

1) MH-67. Let a,b,c,d > Osuch thatabcd =16. Prove that

5 5 5 5
a’\Jb+c+b%Jc+d +c2/d +a+d2\/’a+b£a +b ZC +d .

Mihaela Berindeanu, Bucuresti, Arhimede Mathematical Journal, Vol 6, No.1, Spring 2019

Solutie.

Cu inegalitatea CBS avem:

(ZaZM)Z <>a">(b+c)=2>a> a’,deunde 2> a> a* 2(Za2M)2 (1).
Cu inegalitatea Chebyshev avem:

dYa=)a -az%Za“Za, (2).

Cu inegalitatea mediilor avem:

> a® > 4¢f(abed ) = 4(16)° =128, (3)

Din (1), (2) si (3) obtinem:

1 2
a5+b5+c5+d5:ﬂ/2a5-2a5 2\/128-ZZa4Zaa/lG-ZZa“Za2\/16-(Za2x/b+c) =
5 5 5 5

:4Za2\/b+c,de undeZaZ«/bJrCSa +b ZC +d .

Deducem c3 are loc inegalitatea din enunt, cu egalitate dacd sinumaidacsa=b=c=d =2.

Sa coboram numarul variabilelor de la patru variabile a,b, ¢, d la trei variabile a,b, c

2) Let a,b,c>0suchthatabc =8. Prove that

5 5 5
a’Jb+c+b*Jc+a+c3Ja+b sw.

Marin Chirciu, Pitesti, Romania

Solutie.
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Cu inegalitatea CBS avem:
(ZaZ\/b+c)2 <> a*> (b+c)=2> a) a*,deunde 2> a) a* Z(ZaZ\/b+c)2 (1).

Cu inegalitatea Chebyshev avem:

Yai=)a -az%Za“Za, (2).

Cu inegalitatea mediilor avem:

> a® > 3g(abc)’ =37/(8)° =96, (3).

Din (1), (2) si (3) obtinem:

1 2
a5+b5+05=«/2a5-2a52 96'§Za“2a=ﬂ/16~22a42a2\/16-<Za2»\/b+c) =
5 5 5

=4Za2\/b+c,deundeZazx/b+C S#.

Deducem c3 are loc inegalitatea din enunt, cu egalitate dacd si numai dacsa=b=c=2.
Remarca.

Sa ridicdm numarul variabilelor de la patru variabile a,b, ¢, d la cinci variabilea,b,c,d,e.

3) Let a,b,c,d,e>0suchthatabcde =32. Prove that

a’+b°+c®+d°+¢°
7 .

a’Jb+c+b%Jc+d +c?Jd +e +d3Je+a+e?Ja+h <

Marin Chirciu, Pitesti, Romania
Solutie.

Cu inegalitatea CBS avem:

(ZaZM)Z <>a">(b+c)=2>a> a’,deunde 2> ay a‘> (ZaZM)Z (1).
Cu inegalitatea Chebyshev avem:

Yai=)a ~a2%2a42a, (2).

Cu inegalitatea mediilor avem:

Ya’ 25{’/(abcde)5 = 5{’/(32)5 =160, (3).

Din (1), (2) si (3) obtinem:

a’+b°+c®+d° = ﬂ/ZaS yat> \/160%Za42a =16-2>'a*> a> JlG-(ZaZM)z =
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5 5 5 5 5
:4Za2\/b+c,de undeZaZ\/b+CSa o +e+d +e )

4
Deducem c3 are loc inegalitatea din enunt, cu egalitate daca sinumaidacsa=b=c=d =e=2.
Remarca.

Sa generalizam problema.

4) Llet a,4a,,...,a, >0such thataa,...a, =2". Prove that

a +a +.+a
7 :

af\/az +a, Jrazz\/a3 +a, +..ta\a +a, <

Marin Chirciu, Pitesti, Romania
Solutie.

Cu inegalitatea CBS avem:

(222, +a;) <Y aY (2, +,) =278,y & deunde 23 8,y a >(a? fa, +3, ) (1)

Cu inegalitatea Chebyshev avem:

1
S -YaaziYaYa, .

Cu inegalitatea mediilor avem:

Y =ni(aa,.a,) = n«”/(Z” )5 =n-2°=32n, (3).

Din (1), (2) si (3) obtinem:
1 2
i+ +a=>a Y a z\/e,zn-EZafZa1 =\16:2> 3y a, 2\/16-(af«/a2+a3) _
5., .5 5
:4Zaf,/a2 +a, ,de undeZ:afJa,2 +a, < 4 +a22"'+a“ .

Deducem ca are loc inegalitatea din enunt, cu egalitate daca si numai daca

a=a,=.=a=2.

Nota.

Pentru n = 4 se obtine Problema MH-67 din Arhimede Mathematical Journal,
Volume No.1,Spring 2019, Proposed by Mihela Berindeanu, Bucuresti, Romania

5) Let a,b,c>0suchthatabc =8. Prove that
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7 7 7
a’Jb+c+bJc+a+ciVa+b sm.

Marin Chirciu, Pitesti, Romania

Solutie.

Cu inegalitatea CBS avem:

(Za3\/m>2 <> a*> (b+c)=2>a> a°,deunde 2> ay a° 2<Za3M)2 (1).
Cu inegalitatea Chebyshev avem:

Ya'=)a -az%ZaGZa, (2).

Cu inegalitatea mediilor avem:

> a’ >3(abc)’ =35/(8) =384, (3)

Din (1), (2) si (3) obtinem:

a’ +b” +¢’ :WZ\/384‘%26‘423 :\/64-22a42a 2\/64-(Za2M)2 =

) ) a’'+b" +c’
:8Za Jb+c,de undeZa Jb+c ST.

Deducem c3 are loc inegalitatea din enunt, cu egalitate daca si numaidacda=b=c=2.

6) Let a,b,c>0suchthatabc =8andn e N. Prove that

2n+1 2n+1 2n+l

+b  +c
2n

a
a"vb+c+b"Jc+a+c"Va+b <

Marin Chirciu, Pitesti, Romania

Solutie.

Cu inegalitatea CBS avem:

(Za”ﬁ)z <> 8> (b+c)=2>ay a’ deunde 2> ay a* Z(Za“M)Z (2).

Cu inegalitatea Chebyshev avem:

Za2n+l :zaZn .a> %Zaana' (2)

Cu inegalitatea mediilor avem:

Za2n+1 > 3%/(abc)ZnJrl _ 3%/(8)2n+1 —-13. 22n+1’ (3).
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Din (1), (2) si (3) obtinem:

a-2n+1 +b2n+l +C2n+1 — \/Za2n+1 X Za2n+1 2\/ 22n+l ZaZnZa \/22n . 22 a4za >

2n+1 2n+1

2n+l
\/22” (Za b+c ) =2">a’Jb+c , de unde )" a" brc<? +b

Deducem c3 are loc inegalitatea din enunt, cu egalitate dacd sinumaidacda=b=c=2.

7) Llet a,b,c,d > O0such thatabcd =16andn e N. Prove that

2n+1 2n+1 2n+l

a®™+b” +c¢ +d
2n

b+c+b"Jc+d +c"d+a+d"Wa+b <

Marin Chirciu, Pitesti, Romania
Solutie.

Cu inegalitatea CBS avem:

(Za”ﬁ)z <>a"y (b+c)=2>ay a” deunde 2> ay a” Z(Za“\/mr (1)

Cu inegalitatea Chebyshev avem:

Za2n+l :ZaZn .a> %Zaana' (2)

Cu inegalitatea mediilor avem:

Za2n+1 > 4{‘/(abcd )2n+1 _ 4{1/(16)2”1 — 4.2 _ 22n+3, (3).

Din (1), (2) si (3) obtinem:

2™l L2l 4 o2 g2t =\/2a2n+1'za2n+1 Z\/ 4.9%+ Zaznza \/22n -22&423 >

2n+l 2n+1 2n+1

2n+l
2\/22”-(Za2»\/b+c)2=2”Za2x/b+C,deundeZa"x/b+CSa th +c  +d

2n

Deducem c3 are loc inegalitatea din enunt, cu egalitate daca sinumaidacsa=b=c=d =2.

Aplicatia5.

1) IfX,Y,Z > 0such thatXyz =1then
1 1 1 3

s>
x5(y+z)+y5(z+x)+z5(x+y)_2'

Rajeev Rastogi, India,RMM5/2020, Cyclic Inequality -749
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Solutie.

1 1
Notand X=—,y = B, Z = — problema se reformuleaza:
a C

2) Ifa,b,c>0suchthatabc =1then
a’ b* c’
+ +
b+c c+a a+b

3
2
Demonstratie

Folosim inegalitatea lui Chebyshev pentru tripletele la fel ordonate(as, b3, 03) si

( a b C j .
, , obtinem:
b+c c+a a+b

® 3 3
M =>—=N2° —>— a) —>1. —:——M , unde (1)rezultd din
° b+c =22 b+c 3 Zb+c 2 ¢ )

Nesbitt

%Za 3fabc 15|Z— > > , Cu egalitate pentrua=b=c=1.

Deducem ca are loc inegalitatea din enunt cu egalitate dacd sinumaidacda X=y=2z=1.

3) IfX,Y,Z>0suchthatxyz=1andn e N,n > 2then
1 N 1 N 1
X"(y+z) y"(z+x) z"(x+y)

>3,
2
Marin Chirciu
Solutie.
. 1 1 .
Notand X=—,y = B, Z = — problema se reformuleaza:
a C

4) Ifa,b,c>0suchthatabc=1neN,n>2then
an—l bn—l
+

b+c c+a a+b

3
2
Demonstratie

Folosim inegalitatea lui Chebyshev pentru tripletele la fel ordonate(anfz, b”fz,cnfz) si

a b C )
, , obtinem:
b+c c+a a+b

< n2
b+c Z b+c>3 Zb+c_

1 2 Nesbltt3
=y a™ > 3 abc 2.1 si » —— > —, cuegalitate pentrua=b=c=1.
32 3l > galitate p

b+c

1. § = § =M,, unde (1)rezulta din
2 2
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Deducem ca are loc inegalitatea din enunt cu egalitate daca si numaidaca X=y=2z=1.
Nota.

Pentrun = 5se obtine Cyclic Inequality -749, propusa de Rajeev Rastogi, India in RMM 5/2020.

Aplicatia6.

1) Ifa,b,c > 0then find the minimal value of
3a 4b 5¢c
= + + :
b+c c+a a+b

Anibal Asperphys, Sensei del Algebra 4/2022
Solutie

Folosind inegalitatea lui Cebyshev pentru tripletele la fel ordonate

(3,4,5)5{ a , b , jobtinem:
b+c c+a a+b
Chebyshev Nesbitt
A= 3a + 40 PRI 1(3+4+5)( a_, b + j > 4-§=6.
b+c c+a a+b 3 b+c c+a a+b 2

Egalitatea are loc dacd si numaidacda=Db=c.
Deducem camin A=6pentrua=b=c.
2) LetA > Ofixed. Ifa,b,c > Othen find the minimal value of

ra +(k+l)b+(X+2)c |

b+c  c+a a+b
Marin Chirciu
Solutie
Folosind inegalitatea lui Cebyshev pentru tripletele la fel ordonate
(a b .
(k,k+l,7u+2)$|( , , obtinem:
b+c c+a a+b
L+1)b A\ + 2 Chebyshev Nesbitt

P +( ) +( ) > 1(7»+7»+l+7y+2)( a_, b T j > (k+1)-§.

b+c c+a a+b 3 b+c c+a a+b 2

Egalitatea are loc dacd si numaidacda=b=c.
. 3
Deducem cdmin A= E(K +1) pentrua=b=c.

Aplicatia7.

1) Ifa,b,c>0,ab+bc+ca+2abc =1then
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Zb2+c2> 2(abc+1) |
(a+1)2_a+b+c—abc+2

Phan Nguoc Chau, Vietham, RMM 11/2022
Solutie.
Lema

Ifa,b,c>0,ab+bc+ca+2abc =1then

Demonstratie.
1 1 1
+

ab+bc+ca+2abc=1< + =
a+l b+l c+1

1 1
(a+1)2 ’(b +1)2 ’(c+1)

Tripletele <b2 +c?,c?+a,a’+ b2) si [ 5 Jsunt la fel ordonate.

Cu inegalitatea lui Chebyshev obtinem:

=z
CS 2 az a+l

3

zg:;;zzgzwz

(a+

@
a’ § § zg, unde (1) < Zaz 2 § , care rezulta din:
94 3 4

2y 2t
AM-GM
l=ab+bc+ca+2abc > 33a%h’?+2abc=3t2+2t° =t s% — abc< % ,(2).

(2)
ab+bc+ca:1—2abc21—2%: = ab+bc+ca2%,(3).

Nlw

®)
(a+b+c)223(ab+bc+ca)23%=%:>a+b+02§,(4).

3 3
Din Y a’ 2Zabzz =3 ZZ .
Sa trecem la rezolvarea problemei din enunt.

2(abc+1) L2 . .
—, vezi (2), (3), (4) obtinem concluzia.
a+b+c— abc+2 3’

Folosind Lema si

Egalitatea are loc dacd sinumaidacda=b=c= E .
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2) Ifa,b,c>0,ab+bc+ca+2abc=1then

b?+c? _ 2
> —.
Z:(a+l)2 3

Marin Chirciu
Solutie.
Lema

Ifa,b,c>0,ab+bc+ca+2abc =1then

Demonstratie.

1 1 1
+ + =
a+l b+1 c+1

ab+bc+ca+2abc=1<

1 1
(a+1)2 '(b +1)2 ’(c+1)

Tripletele (b2 +c?,c*+a%,a’+ bz) si ( 5 }sunt la fel ordonate.

Cu inegalitatea lui Chebyshev obtinem:

b*+c® _1
>N (b +c? )y ————== =
Z(a+1)2 32 )Z(a+1 32
Z a2. 2 == 2()3 %:%,unde(l) @Zazzg,care rezulta din:

AM-GM
l=ab+bc+ca+2abc > 33a%?c? +2abc=3t?+2t3 :ts% — abc S%,(Z).

ab+bc+ca=1- 2abc>1 22:E :>ab+bc+ca>%,(3)

8 4

(3)

(a+b+c)’ >3(ab+bc+ca)>3- :>a+b+c>g,(4)

-l>|oo
-l>|c.o

3 3
Din Y a’ ZZabzz :Zazzz.
Egalitatea are loc dacd si numaidacsa=b=c==

3) Ifa,b,c>0,ab+bc+ca+2abc=1then
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Z b? + c? S 8abc
(a+1)2 “a+b+c’

Marin Chirciu
Solutie.
Lema

Ifa,b,c>0,ab+bc+ca+2abc =1then

Demonstratie.
1 1 1
+

ab+bc+ca+2abc=1< + =
a+l b+l c+1

1 1
(a+1)2 ’(b +1)2 ’(c+1)

Tripletele <b2 +c?,c?+a,a’+ b2) si [ 5 Jsunt la fel ordonate.

Cu inegalitatea lui Chebyshev obtinem:

=z
CS 2 az a+l

3

zg:;;zzgzwz

(a+

@
a’ § § zg, unde (1) < Zaz 2 § , care rezulta din:
94 3 4

2y 2t
AM-GM
l=ab+bc+ca+2abc > 33a%h’?+2abc=3t2+2t° =t s% — abc< % ,(2).

(2)
ab+bc+ca:1—2abc21—2%: = ab+bc+ca2%,(3).

Nlw

®)
(a+b+c)223(ab+bc+ca)23%=%:>a+b+02§,(4).

DinZazzzab2%:>Za22%

Sa trecem la rezolvarea problemei din enunt.

Folosind Lema si <—, vezi(2),(3),(4) obtinem concluzia.

a+b+c 3

Egalitatea are loc dacd si numaidacsa=b=c==
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4) Ifa,b,c>0,ab+bc+ca+abc=4then

z b? + ¢? N 2abc
(a+2)° a+b+c’

Marin Chirciu
Solutie.
Lema

Ifa,b,c>0,ab+bc+ca+abc=4then

Demonstratie.

1 1 1
+ + =
a+2 b+2 c+2

ab+bc+ca+abc=4 & <

1 1
(a+2)2 ’(b+2)2 ’(c+2)

_Z 2 (Za—lrzjz

Tripletele (b2 +c?,c?+a%a’+ bz) si ( > j sunt la fel ordonate.

Cu inegalitatea lui Chebyshev obtinem:

b>+c® _1
> =) (b? +c? — == =
Z(a+2)2 32( e )Z(a+2 Z
2 2 2()2 2 s di
=§Za . Z >— 3—— unde (1) <:>Za >3, care rezult3 din:

AM-GM
A=ab+bc+ca+abc > 4%a’m’c = abc<i, (2).
@
ab+bc+ca=4—-abc>4-1=3 = ab+bc+ca>3, (3).

@
(a+b+c)’>3(ab+bc+ca)>3-3=9=a+b+c>3, (4)

DinY @’>>ab>3=> a’>3.

Sa trecem la rezolvarea problemei din enunt.

2abc
a+b+c

Folosind Lema si < 5 , vezi (2), (3), (4) obtinem concluzia.

Egalitatea are loc dacd si numaidacda=b=c=1.

5) Ifa,b,c>0,a+b+c+2=abcthen
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Zb2+c2 S 32
(a+1)2 “ab+bc+ca’

Marin Chirciu
Solutie.
Lema

Ifa,b,c>0,a+b+c+2=abcthen

b%+c
2

a+1)

\%
w |

N

—

Demonstratie.
1 1 1
+

a+b+c+2=abc & + =1.
1+a 1+b 1+c

1 1
(a+1)2 ’(b +1)2 ’(c+1)

Tripletele <b2 +c?,c?+a,a’+ b2) si [ 5 Jsunt la fel ordonate.

Cu inegalitatea lui Chebyshev obtinem:

1 2
D2+C% _lxy/is 1 2« ) Z(ZM)
Z—2§Z(b +c )Zm:52a Z(a+1)2 > le

(a+1)2
2 ®
:%Zaz 15 ZSZaZ 2%-12 :g, unde (1) < Zaz >12, care rezults din:

AM-GM

abc=a+b+c+2 > 4%2abc = abc>8,(2).

AM-GM (2)
ab+bc+ca > 3%a’h’c? >3%8% =12 — ab+bc+ca>12, (3).

(3)
(a+b+c)2 >3(ab+bc+ca)>3-12=36 = a+b+c>6, (4).
DinY a’>)» ab>12= »'a’>12.
Sa trecem la rezolvarea problemei din enunt.

32 < § , vezi (2), (3), (4), obtinem concluzia.

Folosind Lema si ——— <
ab+bc+ca 3

Egalitatea are loc dacd si numaidacda=b=c=2.
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Aplicatia8.

1) Ifx,y,2>0,x+Yy+2z=4046 then
3

X
> 2023.
>

Elton Papanikolla,Mathematical Olympiads, 1/2023
Solutie
Lema.

2 2 2

y
V2422 24X Xty

Tripletele (X, Y, Z) Si [ 5 ] sunt la fel ordonate.

Folosind inegalitatea lui Chebyshev obtinem:

LHs =~

2 Chebyshev 2 Nesbitt
i }x-yzxz > 1§:x§:y 5 2 %4046 2—2023 RHS .
+ + +

4046
3

Egalitatea are loc daca sinumaidacax=y =2 =

2) IfX,y,2>0,X+Yy+2z=1andneNthen

n+l

Marin Chirciu
Solutie

n n n

y
Yy 42" "X Xy

TripIeteIe(X, y,Z)si ( - jsunt la fel ordonate.

Folosind inegalitatea Iui Chebyshev obtinem:

Chebyshev 1

Xn
e I .

it ]
y'+2" 3
Egalitatea are loc daca sinumaidacaX=y =72 =—

Aplicatial9.
1) Inacute AABC

> m,/cot A > 6r.

Vasile Mircea Popa,RMM 2/2023

Solutie
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Tripletele(m,_,m_,m_)si \/COtA,\/COtB,x/COtC in acute sunt la fel ordonate.
a b C

Cu inegalitatea lui Chebyshev obtinem:

Chebyshev 1

LHS => m,J/cotA > 3 mazx/cotA>%-9r-2:6r:RHS.

Am folosit mai sus Zma >0rsi Z\/COt A > 2, care rezultd din:

Cu substitutia (X, y,z) =(cot A,cot B,cotC), Xy + yz + zx =1avem:

\/;4_ y+\/;AM§3M2 (—\/;(\/y_'_\/;) -

(Wj Zx(\/yh/?)z:x(y+z+2\/y_z)>xy+yz+zx:l.

2) Inacute AABC

ZmacotA23«/§r.

Marin Chirciu

Solutie
Tripletele (ma, m,, m, ) Si (cot A, cot B, COtC)in acute sunt la fel ordonate.

Cu inegalitatea lui Chebyshev obtinem:

Chebyshev

LHS =>'m,cotA > %ZmaZCotAZ%-Qr-\E:&Er =RHS.
Am folosit mai sus Zma >0rsi ZCOt A> 3\/§, care rezulta din:
2 _ 2 _
ZcotAzuz&/@
2pr

Egalitatea are loc daca si numai daca triunghiul este echilateral.

3) Inacute AABC
ZhacotAzsﬁr .
Marin Chirciu

Solutie
Tripletele(ha, h,, hc)_s,i (COt A, cot B,COtC)in acute sunt la fel ordonate.

Cu inegalitatea lui Chebyshev obtinem:

Chebyshev 1

LHS => h,cotA > EZhaZcotAZ%-Qr-\@:?n@r: RHS .
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Am folosit mai sus Zha >0rsi ZCot A> 3\/§, care rezultd din:
2,2
—r°—4Rr
ZCOt A= p— > 3\/§ .
2pr
Egalitatea are loc daca si numai daca triunghiul este echilateral.

4) Inacute AABC
> w, cot A>33r .

Marin Chirciu
Solutie

TripIeteIe(Wa,Wb,Wc)si (COt A, cot B,COtC)in acute sunt la fel ordonate.

Cu inegalitatea lui Chebyshev obtinem:

Chebyshev 1

LHS => w,cotA > 3 WaZcotA2%~9r~J§=3J§r=RHS.
Am folosit mai sus Zwa >0rsi Zcot A> 3«/§, care rezulta din:
2 2
ZcotAzuz&/@
2pr

Egalitatea are loc daca si numai daca triunghiul este echilateral.

5) Inacute AABC

ZsacotA23«/§r.

Marin Chirciu

Solutie
Tripletele (Sa, Sy Sc) Si (COt A, cot B, COtC) in acute sunt la fel ordonate.

Cu inegalitatea lui Chebyshev obtinem:

Chebyshev
LHS =>s, cot A > %ZSaZcotAZ%-9r-\/§:3\/§r —RHS .

Am folosit mai sus Zwa >0rsi Zcot A> 3«/§, care rezulta din:

2_ 2_
ZcotAzuz&/@
2pr

Egalitatea are loc daca si numai daca triunghiul este echilateral.

6) Inacute AABC

ZracotA23J§r.
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Marin Chirciu

Solutie

Tripletele(ra, I, I’C)si (cot A, cot B,COtC)in acute sunt la fel ordonate.

Cu inegalitatea lui Chebyshev obtinem:

Chebyshev
LHS =Y rcotA > %Zra2cotAz%~9r~J§=3J§r ~RHS .

Am folosit mai sus Zl’a >0rsi ZCO’[ A> 3«/§, care rezultd din:

2 2
Scota= PR35
2pr

Egalitatea are loc daca si numai daca triunghiul este echilateral.

7) Inacute AABC
D m,cos A 3r(1+%).

Marin Chirciu

Solutie

Tripletele(ma, mb,mc)si(cos A, cos B,COSC) in acute sunt la fel ordonate.

Cu inegalitatea lui Chebyshev obtinem:

Chebyshev 1

LHS => m,cosA > ézmaZCOSAZ%QI’ -(1+%j =3r[1+%j =RHS.

r
Am folosit mai sus Zma >0rsi ZCOSA=1+E .

Egalitatea are loc daca si numai daca triunghiul este echilateral.

In acute AABC

ZhacosAz3r(1+%).

Marin Chirciu

Solutie

Tripletele (ha, h,,h. ) si (COS A,cos B, COSC) in acute sunt la fel ordonate.

Cu inegalitatea lui Chebyshev obtinem:

Chebyshev

LHS=> h,cosA > %ZhaZcosAz:—13-9r-(1+%j=3r(1+%)= RHS .
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r
Am folosit mai sus Zha >0rsi ZCOS A=1+E .

Egalitatea are loc daca si numai daca triunghiul este echilateral.

8) Inacute AABC
D w,cosA>3r (1+%j :

Marin Chirciu

Solutie
Tripletele (Wa,Wb W, ) si (COS A, cosB, COSC) in acute sunt la fel ordonate.

Cu inegalitatea lui Chebyshev obtinem:

Chebyshev

LHS => w,cosA > §ZWaZCosA2%~9r ~[1+%j =3r(1+%)= RHS .

.
Am folosit mai sus Zwa >0rsi ZCOS A =1+E .

Egalitatea are loc daca si numai daca triunghiul este echilateral.

9) Inacute AABC
D s,CosA> 3r(1+%j :

Marin Chirciu

Solutie
Tripletele (Sa, Sy Sc) Si (COS A, cos B,COSC) in acute sunt la fel ordonate.

Cu inegalitatea lui Chebyshev obtinem:

Chebyshev

LHS =Y7s,cosA > §ZSaZCOSAZ%-9r -[1+%J =3r(1+%)= RHS .

r
Am folosit mai sus ZSa >9rsi ZCOS A:l+ﬁ .

Egalitatea are loc daca si numai daca triunghiul este echilateral.

10) In acute AABC
ZracosAZSr[H%j.

Marin Chirciu

Solutie
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Tripletele(ra, I, rc)gi (COS A,cosB, COSC) in acute sunt la fel ordonate.

Cu inegalitatea lui Chebyshev obtinem:

Chebyshev

LHS =) r,cosA > %ZraZcosAz%-9r-(1+%j:3r(1+%): RHS .

r
Am folosit mai sus Zra >0rsi ZCOSA:1+E .

Egalitatea are loc daca si numai daca triunghiul este echilateral.
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4, Inceputurile invatamantului matematic

in Moldova si Tara Romaneasca
de Adrian Stan, Buziu

Elemente de matematica elementara intr-o forma incipientd se cunosteau cu siguranta de
invatatii de la curtile regilor daci intrucat erau preocupati de domeniul astronomiei, calendarul dac
era format din 360 de zile pe an cu 12 luni a cate 30 de zile fiecare, si fiecare luna era impartita in
cate 5 perioade a céte 6 zile.

Pana la curtile domnesti ale Iui Petru Cercel si a lui Petru Schiopul ( sfarsitul sec XVI)
nu existd dovezi ale unei preocupdri cdtre cunostintele matematice, formarea si dezvoltarea
voievodatelor si mai apoi a celor trei tari romanesti este anevoioasa fiind 1n stransa legatura cu
cultura slavona care se practica in scolile bisericesti. Mai Tnhainte, Despot Voda ( 1561- 1563)
infiintase o scoald in latina la Cotnari in care se studia latina dar si cunostinte minimale de
aritmetica.

Dupa 1600, o datd cu inlaturarea limbii slavone din biserici si cancelariile domnesti
invatdmantul a trecut la folosirea limbii neogrecesti deoarece boierimea era sub influenta culturii
grecesti multi din ei provenid din afara tarilor romanesti.

Se infiinteaza atunci in 1640 Academia Domneasca de la Iasi cu ajutorul mitropolitului
Kievului, Petru Movila care trimite un fost rector de la Kiev, pe Sofronie Poceatki pentru a da
ajutor la organizarea si functionarea academiei iar la Bucuresti in perioada anilor 1679-
1694 ia fiinta Academia Domneasca cu sprijinul domnitorului Serban Cantacuzino la
staruinta fratelui sau stolnicul Constantin Cantacuzino unul din cei mai eruditi romani
pe care i-a avut tara Romaneasca inainte de 1821. Constantin invatase la Padova in Italia
si apoi la Venetia si Viena iar printre cursurile studiate figurau si matematicile.

Tn aceste academii care aveau caracterul unui gimnaziu de mai tarziu se preda in
limba greaca de catre profesori strdini care aveau studiile facute la academiile de la
Viena, Roma, Constantinopole, Halle, Leipzig. Cunostintele matematice erau minime, cursurile
erau directionate catre invatarea limbilor, a logicii, retoricii si filozofiei. De abia in 1777 la
Academia din Bucuresti se mentioneaza un curs de matematica predat de Manasse Eliad dupa
cartile matematicianului italian Vito Caravelli.

Dupa 1776, domnitorul A. Ipsilanti construieste o noua cladire a Academiei chiar in fata
Universitatii Bucuresti de astizi. In 1815 figura aici ca elev si Ion Heliade Radulescu fondatorul
si viitorul presedinte al Academiei Romane, continuatorul luptei lui Gheorghe Lazar pentru
emanciparea poporulu roman.

In preajma revolutiei din 1821 cele doud academii sunt desfiintate de turci dar spiritul de

renastere
nationala inspirat de elitele vremii printre care Gheorghe Lazar in Muntenia si Gheorghe Asachi
in Moldova va continua.
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Unul dintre cei mai eruditi oameni de stiinta care au profesat la Academia
Domneasca din Bucuresti a fost grecul Chrysant Notara, care a realizat in
1716, prima lucrare in latind si greaca cu caracter stiintific continand elemente
de matematicd aplicate pentru Moldova si Muntenia, dupa ce in prealabil
studiase la Padova fiind trimis de domnitorul Constantin Brancoveanu. Apoi
a studiat si la Constantinopole, la Paris si chiar la Moscova si in Anglia.

El a fost primul care a stabilit longitudinea si latitudinea oraselor Bucuresti si

Targoviste si pe langa faptul ca era un mare orator si teolog ortodox a fost si
profesorul copiilor lui Brancoveanu care a devenit ulterior patriarh al Ierusalimului, pozitie din
care a contribuit la dotarea Academiei din Iasi cu carti.

Un profesor renumit de matematica la Academia din Iasi a fost grecul Nichifor Theotochi
(1736-1800) care a fost adus din Constantinopole de catre domnitorul Al. Ghika dupa ce fusese
numit domn, pentru ai Invata pe copii sai dar il numeste si director la Academie. Aici, Theotochi
preda logica, psihologia, fizica si geografia dar introduce si un curs de aritmetica ( 1758) si un
curs de geometrie( 1764) scrise in limba greaca.

In toate capitalele de judete dupa 1790 existau scoli elemenatre, cele mai multe infiintate
pe langa episcopii sau manastiri, dar nu se putea vorbi de un Invatdimant organizat.

Primele carti de matematica romanesti au fost acele manuscrise ale unor matematici straine
care au fost traduse si apoi copiate din greaca sau latind in romaneste dar scrise cu litere chirilice.
Unul din ele a fost cel copiat intre 1780- 1808 de ieromonahul Grigore Rimniceanu dupa un tratat
grecesc al lui Manuil Glyzonios din Hios si era prima incercare de a forma o :
terminologie matematicd in limba romana. Acest manuscris in limba romana a fost gasit
la episcopul Dionisie Romano ( 1806-1872) care a fost profesor la Scoala Nationala
Primara de la Buzau, perioada in care scrie o carte de aritmetica tiparita in 1838.

Gheorghe Lazar ( 1779 - 1823) este figura cea mai importanta din Tara
Roméneascd care a contribuit la punerea bazelor invatamantului national prin
deschiderea primei scoli roménesti in august 1818, “Scoala nationala de inginerie”
de la Sf. Sava din Bucuresti. Lazar a fost un dascal progresist pentru acele timpuri, si un patriot
care a insuflat elevilor sai sentimentele patriotice si respect pentru trecutul istoric. Elevii sai,
Petrache Poenaru, Ion Heliade Ridulescu i-au continuat activitatea patriotica cat si cea
matematica.

Primele manuscrise de matematica scrise in romana ne-au ramas de la Scoala de inginerie

a lui Asachi de la Iasi si erau copii ale unor cérti straine de care se foloseau profesorii si elevii lor.
Acestea datau probabil din perioada 1788 - 1795 si se pastreaza la Biblioteca Academiei Romane.
Moldova este cea din 1795 a episcopului Amfilohie Hotinul, fost bursier la Roma ( cca 1772) care
s-a inspirat din cartile lui Alessandro Conti ( 1730) si Rutilio Benincasa ( 1593). Cartea lui
Amfilohie este mult mai bine elaborata si transpune multe notiuni de aritmetica si geometrie in
terminologie romaneasca.

Tn 1803 s-a infiintat Seminarul de la Socola - Iasi unde se preda si matematica in limba
romana. Inainte de aceastd data matematica se ficea in casele boieresti de citre profesori particulari
strdini la inceput in limba greaca si latina si apoi in limba romana. Se pare cd se cunosteau cartile
de aritmetica din 1795 ale lui Amfilochie Hotinul si chiar al celor din Transilvania tiparite in 1777
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la Viena, traduceri romanesti ale lui Teodor lancovici dupa o carte germana scrisa cel mai probabil
in 1758 de I. Van

Felbiger profesorul de la Viena in perioada anilor 1779, a lui Gheorghe Sincai
(1754- 1816).

Insusi Sincai va traduce ulterior aceastd carte si o va tipari in 1785 la Blaj, in
centrul culturii romanesti din Transilvania pe cand era directorul scolilor romanesti din
Transilvania, devenind astfel a doua carte de matematica tiparita in limba romana.

([1], pag.97)

Sincai traduce cartea lui Felbiger fara sa stic de prima traducere a lui Iancovici,
lucrarea sa fiind mult mai buna si folosind termeni matematici mai usor de folosit. De la Sincai
ne-au ramas cel mai vechi manuscris romanesc de mecanica tradus de Sincai dupa Helmuth (
1809). Tot din acea perioada ni s-a pastrat o carte tradusa si scrisa de Samuel Micu Klein si tiparita
la Buda in 1806, “Povatuirea catre arithmetica sau invatitura numerelor”.

Desi scrierea cartilor de matematica incepusera sa se faca in romaneste, acestea erau scrise
cu litere chirilice pana aproximativ in anii 1850. Oficial, de abia in anii 1856- 1859 Eforia Scolilor,

institutia care se ocupa cu intregul invatdmant in Tara Romaneascd, introduce alfabetul latin.
Pentru scrierea numerelor cu cifre arabe scolile lui Lazar si Asachi au grabit cu mult inainte
introducerea acestora in uzul comun.

Gheorghe Asachi ( 1788- 1869) a fost celilalt roman care si-a pus
amprenta asupra intemeierii invatamantului In limba romana de aceastd data
in Moldova si fiind si de formatie inginereasca a avut meritul de a dezvolta
invatdmantul matematic prin realizarea primelor carti de matematica tiparite
in Moldova.

Plecat cu parintii de mic in afara Moldovei, el urmeaza cursurile de
filozofie si arhitectura a Universitatii din Lyow, in perioada 1802- 1804 , apoi
in 1805 1l gasim la Viena unde participa la cursurile de astronomie si de
matematici ale profesorului Felbiger. in 1808 studiaza la Roma literatura si arheologia. Reintors
in tara, deschide pe langd Academia Domneascd din Iasi prima scoald de inginerie in limba
romana, cu 5 ani mai devreme decat scoala lui Lazar din Tara Romaneasca, la 15 noiembrie 1813
incepand efectiv in ianuarie 1814.

Momentul infiintarii acestei scoli aprobata foarte usor de ocarmuirea vremii din 1813, era
unul stringent economic, social si politic intrucat era nevoie urgenta de ingineri care sd masoare

pamanturile mosierilor sau taranilor, sa descifreze documentele din slavona sau greaca si sa le
traduca In romand pentru tarani sau boieri. Aici el era profesor de matematici §i se ocupa cu
aplicatii de geodezie si arhitecturd. Datorita acestui fapt, el se preocupa la inceput sa traduca cartile
lui Etienne Bezout. Chiar daca scoala a fost inchisa in 1818 sub pretextul ca s-au format suficienti
ingineri. Asachi a continuat sd elaboreze materiale originale de matematica culminand cu aparitia
primelor sale lucrari originale tiparite, ,,Aritmetica” ( 1836), ,,Algebra” ( 1837), o prelucrare
originala dupa Bezout, ,Elementele geometriei teoretice” ( 1838)- o prelucrare dupa Bezout,
Legendre si Terquem, cu introducerea unei vaste terminologii matematice romanesti ( plan, linie,
suprafata, triunghi, dreptunghi, geometrie, algebra si altele).

In timpul revolutiei de la 1821, Gheorghe Asachi caruia i era inchisi scoala inca din 1818
se refugiase in Bucovina si apoi la Chisinau si se reintoarce la lasi Tn 1822 cand este numit Ionita
Sturza domn al Moldovei. Acesta il trimite pe Asachi la Viena ca ambasador. Reintors de la Viena
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in 1827 este avansat pana la rangul de director al Scolilor din Moldova, timp in care se redeschide
la Tasi o scoala nationala numita Scoala Vasiliana la 1 ianuarie 1828 dupa numele domnitorului
Vasile Lupu.

Tn perioada 1829- 1830 Gh. Asachi participa la Bucuresti ca secretar al Comisiei din partea
Moldovei ce lucra pentru realizarea Regulamentului Organic. Acesta trebuia sa fie actul prin care
cele doua tari romanesti trebuiau sa se guverneze dupa pacea incheiata la Adrianopole din 1829 in
urma razboiului ruso-turc.

Intrat in vigoare in 1831, pentru invatamantul public se prevedea: scoli incepatoare ( adica
clase de primar sau elementar cu 4 ani de studii), scoli cu umanioare ( adica gimnaziul de mai
tirziu cu 4 ani de studiu), scoli cu Tnvataturi complementare ( viitoare clase de liceu cu 3 ani) si
scoli cu cursuri speciale ( adica invatamintul superior cu 3 ani).

La scolile cu cursuri speciale erau trei sectii la care se studiau: matematicile
aplicate, studiul legilor si agricultura practica.

Numarul de clase de la aceste scoli au crescut ulterior prin straruinta lui
Petrache Poenaru director al Colegiului Sf. Sava n perioada 1832- 1847, ca de la
4 clase sa se ajunga la 6 clase de umanioare pentru a fi mai de folos pentru ce se facea
la cursurile superioare.

De abia din 1831 incep sa functioneze scoli primare in fiecare capitald de
judet iar la sate de abia din 1838 dar acestea erau aproape inexistente la sate. Tnainte

de acestea doar marii boieri isi puteau permite sa 1si deschida pe mosiile lor unele scoli pentru fii
de boieri. Tn 1846 se di o noud organizare a invatimantului si se infiinteaza scoli satesti, scoli
elementare la orage, scoli de fete sau scoli academice cu grad superior, mai mult, se infiinfeaza
Colegiul francez cu predare numai in franceza a tuturor disciplinelor, urmand ca sa se desfiinteze
treptat Colegiul de la Sf. Sava.

Gheorghe Asachi se intoarce la Iasi in 1832 si dupd modelul Colegiului Sf. Sava din
Bucuresti pe care il vizitase, reuseste cu ajutorul domnitorului Mihai Sturza, sa infiinteze pe langa
Scoala Vasiliana din Iasi in 16 iunie 1835 un Colegiu numit Academia Mihaileana dupa
penumele domnitorului. Aici au inceput sa predea foarte multi din cei care fusesera trimisi las
studii la Viena si Paris: Teodor Stamati, Alexandru Costinescu, Leon Filipescu, Dimitrie Asachi-
fiul lui Gh. Asachi, lon Ghica.

In 1847 aceastd academie se desfiinteazi de frica valului revolutionar care cuprindea
intreaga Europa si de faptul ca boierii retrograzi nu acceptau ca fii lor sa invete alaturi de fii de
negustori i tarani si de aceea se infiinteaza Colegiul francez in locul acesteia.

Mostenirea lasata de scolile lui Asachi si Lazar a fost ca elita culturala romaneasca a inteles
ca si in Tarile Romanesti se poate dezvolta un sistem national de invataimant in limba romana iar
cei trimisi la studii in afard inainte si dupa 1821 au contribuit la ridicarea invatamantului elementar
si secundar la sate si orase n timpul Regulamentului Organic ( 1831/1832-
1848), scriind carti originale si {indnd cursuri de specialitate ridicand in acelasi
timp si invatdmantul superior. Este cazul matematicienilor, Poteca, Marcovici,
Moroiu, Poenaru, Dimitrie Asachi, Emanoil Bacaloglu. Dimitrie era fiul lui
Gh. Asachi si este autorul primei carti de matematica superioara, originala.

lon Heliade Radulescu urmas al Iui Gheorgeh Lazar la Scoala de la Sf.
Sava, 1l castiga de partea sa pe domnitorul Grigore Ghica numit de turci in 1822
si redeschide aceastd scoald dupd ce in prealabil sunt reconstituite cladirile
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daramate. I. Radulescu a invatat singur limbile italiand, franceza, latind pentru a putea traduce
cartile din aceste limbi predand apoi la Scoala de la Sf. Sava nu doar matematicile dar si logica,
filozofia, istoria, geografia si retorica.

Tn 1827 s-a mprietenit cu boierul Dinicu Golescu un erudit al vremii care isi dorea o
emancipare a tarii si impreuna pun bazele ,,Societétii literare” cu scopul
propasirii neamului romanesc avand principii clar stabilite:

- Scoala de la Sf. Sava sa devina colegiu,
- crearea scolilor normale in fiecare capitala de judet;
- crearea scolilor primare 1n fiecare sat;
- realizarea de gazete in limba romana;
- abandonarea regimului fanariot;
Dinicu Golescu nu a mai apucat sa vada puse in practica aceste principii deoarece a murit in
1829 dar 1. Radulescu a continuat aceasta lupta realizand cateva lucruri foarte importante:
- tiparirea la Sibiu a cartii sale ,,Gramatica” ( 1828);
- scoaterea primului ziar romanesc din Tara Romaneasca ,,Curierul romanesc” ( 1829- 1848) la

propria sa editura din Bucuresti;

- traduce si tipareste in 1832 “Aritmetica” lui [.B. Francoeur, terminologia folosita aici este foarte
bine aleasa intrucat termenii folositi s-au pastrat pana astazi : adunare, scadere, inmulfire,
impartire, putere, radacina, abstract, plus, minus, pozitiv, ecuatie si altele;

- tipareste lucrarile lui Petrache Poenaru,

Din cauza evenimentelor revolutionare in perioada 1848- 1850 scolile erau aproape toate
inchise. Venirea lui Barbu Stirbei domn al Tarii Romanesti care facuse studii la Paris a dus la o
noui organizare a invatimantului astfel ca incepand cu 1851. Invatimantul public prevedea scoli
primare, colegii sau gimnazii si facultati iar la aceastd organizare si-a adus aportul si S. Marcovici,
C. Briilou si Petrache Poenaru, si in calitate de consilier al lui Barbu Stirbei. Se reinfinteaza
Scoala de la Sf. Sava pe 8 ianuarie 1851 si o scoala de viitori ingineri pentru lucrdrile publice
condusa de inginerul francez Louis L. Lalanne, scoala ce avea sd devind renumita Scoala de poduri
si sosele din 1881.

In 1859 avea si se infiptuiasci un vis revolutionar al roménilor si anume Unirea
Principatelor Moldovei si Tarii Romanesti sub A. I. Cuza, pe 24 ianuarie. Deja era o perioada in
care invatamantul romanesc luase amploare existau numerosi oameni de stiintd intorsi de la studii
din Europa, care tiparesc foarte multe studii si carti ale lor in limba romana iar conditiile
economice, sociale , politice au permis ca mai Intdi sub Cuza sa creasca numarul de scoli din sate
si orase.

Tncepand cu 26 octombrie 1860 ia fiinta prima universitate romaneasci cea de la Iasi,
apoi pe 25 noiembrie 1864 ia fiinta Universitatea de la Bucuresti cu 3 sectii: Facultatea de Drept,
Fac. de Filozofie si Fac de Stiinte fizice, matematice si naturale. Dintre stiintele matematice care
se predau la Fac. de Stiinte erau algebra superioard, calculul diferential si integral si mecanica
elemenatara si ragionald, geometria descripiva, geodezia teoretica si astronomie.

Si Cuza avea sa reorganizeze invatamantul public dand pentru aceasta legea de organizare
ainvatiamintului de toate gradele. In 1864 erau 288 scoli din Moldova si 2000 in Tara Romaneasca.
organizate astfel: scolile comunale, scoli primare, scoli secundare, scoli superioare sau de
specialitate.
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Pana la reforma sistemului de Invatamant realizata in 1898 de catre ministrul invatamantului
de atunci, Spiru Haret, la nivel superior existau 2 universitati, doua scoli de arte frumoase, 0
scoala militara, o scoald de medicina, 2 scoli comerciale, o scoald de arte si meserii si doua
conservatoare.
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