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1. Solutions to Problem 205 and Problem 208
from La Gaceta de la RSME, Vol. 15 (2012), No. 3
Other than those presented in

La Gaceta de la RSME, Vol. 16 (2013), No. 3

by Roxana Mihaela Stanciu' and Nela Ciceu’

PrOBLEMA 205. Propuesto por Andrés Sdez Schwedt, Universidad de Ledn, Ledn.
En el plano, los puntos 4, ¥V, Z v € son fijos, distintos y estan alineados en
ese orden. Sea m uno de los dos semiplanos definidos por la recta AC. Sea ~ una
circunferencia que pasa por los puntos Y v Z. Las rectas AP y C'Q), donde P, (@} €
~ M, son tangentes a 7 y se cortan en el punto B. Sea I) el punto de interseceion
de la recta P(Q) con la mediatriz del segmento Y Z. Demostrar que, al variar v en
la familia de circunferencias que pasan por los puntos ¥ v Z, la recta P} siempre
pasa por un cierto punto fijo y la recta BI) siempre pasa por otro cierto punto fijo.

Solution:

If AY = ZC , then triangle ABC is isosceles and PQ||AC , S0 we suppose that AY # ZC .

LetS = PO AC with 4 € (SC) .With power of the point with respect to a circle we have
that:

' Liceul cu Program Sportiv >’Tolanda Balas Soter’’, Buziu
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AP? = AY - AZ

and

CQ’=CZ-CY.
We apply Menelaus’s theorem for triangle ABC and transversal S§ — P—Q, and taking
account that BQ = BP we deduce that:

S4.0C PB_ | S4_PA_ S4_ [AV-4Z
SC QOB PA SC CcQo SC CZ-CY
so the point S is fixed.
Let Othe center of a circle ¥ .The parallel through Oto AC intersects the lines
BA, BD and BC in the points A', C" and respectively C'.
Denote: P'=Pr,.. P,Q" =Pr,.Qand T = AC(\BD.
By the cathetus’s theorem in triangles 4'OP and C'OQ we have that:

2 2
PO = ro ;00' _ 09" ,
A'O c'o
but BOis bisector in triangle BA'C', so
o4’ BA'
oC' BC'"

and we obtain:
OP' _ PO’ C'O _C'O _BC'
00" A0 00> A0 BA"’
DO||QQ' we have that:
DP _ OP' e DP =BC'
DO 0Q'° DO BA
We apply the relation (R,) from the journal Recreatii Matematice, No. 1/2005, p.15 for
triangle A'BC'with the cevian BT and the secant PQ, yields:
BP 'A'T'BC"DQ e A'T _ DP‘BA'
BA' TC' BQ DP 7C' DQ BC'’

Since PP’

and because:
DP _BC'
DO BA"’
we deduce that:
A'T=TC".

Therefore T"'is the middle of the segment 4'C" .
Using similarity we easily obtain that 7" is the middle of 4AC .

Remark. If instead of the parallel through Oto AC we had considered the parallel to
AC whict tangent to y, then y would become inscribed in a triangle.The result proved
above is the following problem from the R. Moldova Olympiad:
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”’The sides AB,BC, AC of triangle ABC are tangent to the incircle of center/in the
points C,, 4,, B, .If B,is the middle of AC prove that the lines B,/,A,C, and BB,are
concurrent.’’

ProBLEMA 208. Propuesto por Ricardo Barroso Campos, Universidad de Sevilla,
Sevilla.

Sea ABC' un triangulo y I' su circunferencia circunscrita. Denotaremos por Ay,
Ao vy Ag, respectivamente, el lugar geométrico de los centros de las circunferencias
tangentes a [ y a cada una de las rectas AB, AC y BC.

a) Determinar Ay, Ag y Ag.

b) Si U es el punto de interseccién de Ay y Ag, V' es el punto de interseccién de
Ag v Ag v W es el punto de interseccion de Ay y Ay, probar que las rectas
AU, BV vy CW son concurrentes.

Solution:

M’ M

P!

TI

a) We consider the tangent circles to 4B and interior tangent toI such that the
tangent point with I” to be at the same side of the line AB like the point C .Also we
consider the circles tangent to 4B and exterior tangent to I" such that the tangent
point withI"to be the other side of the line AB from the pointC.We denote
with Othe centre of the circleI’ and with R its radius.The same side with C we
construct the parallel d,at 4B such thatd(d,, AB) = R .Let T (respectivelyT") the
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center of tangent circle at 4B in the pointQ (respectively Q') and interior tangent
at I"in the point P (respectively exterior tanget at I' in the point P").
We denote: M =TQNd,,M'=T'Q'Nd,.
We have:
TO=PO-TP=R-TQ=MQ-TQ =TM;
T'O=PO+TP =R+TQ'=MQ'+T'Q'=T'M",
i.e. the points 7 and7'are each at equal distance to the fixed point O and from the
fixed lined,.We obtain that A, is a parable (which pass through the points 4 and B')

with focus O and the director line d, .

b) The pointU is the center of a tangent circle at 4B and at I" and also the center of a
tangent circle at 4C and at I'. Hence U is the center of a circle which is tangent
simultaneously at 4B, AC and at I", therefore the pointU is on the bisector of the
angles 4 . Analogously} is on the bisector of angles B and /¥ is on the bisector of the
angles C . Follows immediately the concurrency of the lines AU, BV and CW .



REVISTA ELECTRONICA MATEINFO.RO ISSN 2065-6432 — SEPTEMBRIE 2013 [RUAYAVBIENSTI RS

2. DERIVABILITAE SI INTEGRABILITATE
exemple si contraexemple

prof. Aurora Olivia Mironescu
Colegiul de Industrie Alimentara ,,Elena Doamna”-Galati

Foarte importante, in procesul didactic, de predare-invatare, sunt exemplele.
Acestea le ofera elevilor posibilitatea de a-si consolida cunostintele teoretice, dar, mai
ales, justifica studiul notiunilor prin ilustrarea aplicabilitatii practice a acestora. La fel de
importante sunt si contraexemplele.Primele, exemplele ilustrative, arata de ce o afirmatie
are sens, celelalte- de ce o afirmatie nu are sens.

Exemplul 1. Orice functie derivabild este continud. Reciproc este fals. Cel mai cunoscut
exemplu este functia f: R — R, f(x) = |x|. Aceasta nu este derivabila, dar are derivate

laterale. Functiaf: R — R,
este continua, nu este derivabila in x= 0, nici nu are derivate

laterale in acest punct. Existd, in schimb, functii care sunt discontinue, dar au derivata

0,x#%0

intr-un punct: f(x)=sgn x, cu f'(x) = {m x=0

Exemplul 2. O functie derivabila,care nu satisface teorema de medie (Lagrange) ( [3],
pag. 79)

Se considera functia cu valori complexe f(x) = cosx + isinx; este peste tot continud
si derivabila, dar nu exista a, b si ¢ astfel ca @ < ¢ << b gi ( cosb + isinb) — ( cosa + isina)
= (-sinc + isinc)( b-a). Dacad egalitatea de mai sus ar putea fi satisficutd, sa egalam

patratele modulelor ale celor doi termeni:

2
2 . . 2 2 .. e « . 2 b—-a b—a
(cosb- cosa)” + (sinb- sina)” = (b- a)". De aici rezulta ca sin = (T) . Deoarece nu

existd niciun numar x astfel Incat sinx =x, am s-a ajuns la o contradictie.
Ce legatura existd intre functiile integrabile (in sens Riemann) si cele care admit
primitive?

Exemplul 3. (functie care admite primitive, dar nu este integrabild Riemann)
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21’51.71;13'—%605‘;11', x€[-1,0)u (0,1]
0, x=20

, este o functie

f [-1,1] = B, f(x) :{

nemadrginitd, deci nu este integrabild Riemann. Se observd ca functia F (x) =
X’ sin,x€ [-1,0 . o
{ s [ Ju(0.1] este derivabila si F’ =, adica f admite primitive.
0,x=10
Exemplul 4. ( functie integrabila Riemann, dar care nu admite primitive) ( [1], pag.66)

f: [a,b] = R, a < b, numere reale, f(x) =1

1,daca x #+ aTH’ ) . e .
g [ab] = R, gx) = ® ., Functia f este integrabild, iar functia g se
—1,daca x = '

obtine din f, modificind-o pe aceasta intr-un singur punct. Deci si functia g este
integrabild, dar imaginea ei nu este interval = ca g nu are proprietatea lui Darboux =nu
admite primitive.

Exemplul 5. Functia lui Dirichlet este o functie marginitd care nu este integrabild ( dem.
[1] pag.60)

£:70,1]= R, £ (x)= [1"“6 ¢

0,x € Q

Exemplul 6. Daci f (x) = 0, f integrabild pe intervalul [a,b] , atunci J:’ f(x)dx =0.
Reciproca nu este adevaratd. Exemplu, orice functie impara pe un interval de forma [-a,
a]

Exemplul 7. Se stie : Daca f: [a, b] = R este o functie integrabila pozitiva ( f(x) = 0,
(¥)x € [a, b)), atunci f: f(x)dx = 0. Reciproca acestei afirmatii este falsa.Justificarea o

da urmatorul exemplu:

f: [0,0) = R, f(x) = :—"3 este continud, deci integrabild, iar pentru (¥)x > 1 avem f(x)

+x)
< 0. Totusi f: f(t)dt = ﬁi}z > 0.
Exemplul 8. Este adevaratd Teorema: Orice functie continud f: [a, b] = R este

integrabild. Reciproca este falsa. Contraexemplu: f(x) = [x] pe [0, 2].

Exemplul 9. Se demonstreaza afirmatia: O functie care admite primitive are proprietatea

1
cos?=,x=0
x

lui Darboux.. Reciproca este falsa. Functia f(x) = { are proprietatea lui

X =

Darboux, dar nu admite primitive.
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Exemplul 10. Exista functii integrabile, care nu admit primitive.Functia lui Riemann
definita pe

0,x € [a, ]\ Q@
[2, 0], 2= 0, 6= {ﬁpxe [a,b],x =2, P, EN,(p.q) =1
Multimea punctelor de discontinuitate ale acestei functii (marginite), fiind numarabila,
este de masurd nuld; deci, conform teoremei fundamentale ale lui Lebesgue, f este
integrabila.Avand 1nsa in fiecare punct rational o discontinuitate de prima spetd, f nu
admite primitive ([2], pag. 181)
Exemplul 11. Functie care admite primitiva, dar nu este integrabila (este suficient sa fie
nemarginitd) ([2], pag.182)
fx) = {2.!5!.71;1'-_7—§CDS ;12-,0 <x<l1

este  derivata  functiei F(x) =
0,x=10

.tzsinﬁi_r,o‘:ixil . . < SIETETIIA .
% . Dar f nu este integrabila, pentru ca este nemarginita in vecinatatea

0,x=0
C 1 _
originii ( pentru X, = — = f (x,) = —o0).
Exemplul 12. Orice functie continud admite primitive §i este si integrabila. Exista Tnsa

functii discontinue, care admit primitive si sunt si integrabile? Iatd un astfel de exemplu (
[2], pag. 181)

« 4 1
flx) = {szm;— cos;,O <x <1
0,x=0

este derivata functiei F(x) = {xzsini,o xS 1,
0,x=0
deci admite primitive. Este si integrabild, fiind continui pe [x, 1] (¥)x = 0 din [0, 1], dar
este discontinua 1n 0.
Existd multe astfel de exemple si contraexemple interesante; unele se pot discuta la
clasa, altele, doar cu elevii talentati la matematica
BIBLIOGRAFIE
[1]  Nicu Boboc, Ion Colojoard, Matematicd, manual pentru clasa a XlII-a, Editura
Didactica si Pedagogica, R. A. Bucuresti,1998;
[2] Oliver Konnerth,Greseli tipice in invatarea analizei matematice,Editura Dacia,Cluj-
Napoca, 1982;
[3] B. R. Gelbaum, J. M. H. Olmsted, Contracxemple in analiza, Editura stiintifica,
Bucuresti, 1973.
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3. Matematica — factor intelectual al civilizatiei

Prof. Nastasa Oana
Liceul Tehnologic “Nicolae Balauta”
Localitatea: Scheia

Judetul: Iasi

Civilizatia, privita In ansamblu, nu este decat o creatie a culturii, devenita posibila
si stimulatd de ordinea sociald. I se pot distinge patru elemente esentiale: spiritul de
prevedere aplicat In economie, organizarea politicd, traditiile morale §i avantul
cunoagterii §i al dezvoltarii artistice. Ea nu se poate naste decat acolo unde sfarseste
haosul si nesiguranta, Intrucat doar atunci cand dispare teama, curiozitatea si nevoia de
creatie pot Inflori, iar omul isi poate asculta instinctul care-l1 Tmpinge, in mod natural, sa
se instruiasca si sd-si Infrumuseteze viata.

Civilizatia depinde de factori diversi, care fie o nsufletesc, fie 1i Incetinesc
evolutia. Stiinta este un factor intelectual al civilizatiei.

Herbert Spencer, care s-a remarcat adunand dovezi, considera cd preotii au fost cei
dintai savanti, dupa cum tot ei au fost si cei dintdi literati; stiinta ar fi inceput cu
observatiile astronomice si ar fi servit la stabilirea datelor sarbatorilor religioase;
secretele s-ar fi pastrat, pesemne in temple, iar generatiile si le transmiteau ca pe o parte a
patrimoniului clerului. Nu se stie daca aceastd parere este intemeiata, fiindca si la acest
capitol, in fata tainelor originilor, suntem siliti sa ne rezumam doar la ipoteze. Poate ca
stiinta, ca si civilizatia In general a aparut odata cu agricultura; geometria, cum o arata si
numele, Tnseamna masurarea solului; in acelasi mod, din necesitatea de a calcula
inceputul recoltelor si Tntoarcerile repetitive ale anotimpurilor, prin observarea traiectoriei
stelelor pe cer si stabilirea unui calendar, s-a nascut, poate, si astronomia. Navigatia a
ajutat-o sa progreseze, comertul a dezvoltat matematica, iar mestesugurile au pus bazele
fizicii si chimiei.

Socotitul este, fard indoiala, una din cele mai vechi forme ale limbajului si, la
multe populatii primitive, operatiunea aceasta este de o fermecdtoare simplitate.
Tazmanienii numarau astfel pana la doi: “parmery, caladawa, cardia” — adica “unu, doi,

multi”; guaranii din Brazilia se avantau ceva mai departe, ajungand sa spuna: “unu, doi,

9
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trei, patru, nenumarati”. Locuitorii din Noua Olandd nu aveau cuvinte nici pentru trei,
nici pentru patru: pentru trei spuneau “doi-unu”, iar pentru patru, “doi-doi”. Damarasii nu
ar fi schimbat niciodatd doud oi pentru patru toiege; preferau sa facd de doud ori
operatiunea si sa schimbe, de fiecare datd, o oaie pe doua toiege. Se numara pe degete, de
unde si sistemul zecimal. Atunci cand, dupa o buna bucata de timp, fireste, s-a ajuns la
conceperea numarului doisprezece, acesta le-a placut de indata, pentru ca era divizibil cu
cinci din primele sase numere; astfel s-a inventat sistemul duodecimal, care se bucurad
inca de atata popularitate in Anglia: doudsprezece luni ale anului, doisprezece pence intr-
un shilling, doudsprezece unitati intr-o duzind, doudsprezece duzini Intr-un gros,
douasprezece degete intr-un picior. Treisprezece, dinpotrivad, dovedindu-se indivizibil, a
fost intampinat cu ostilitate si a trecut drept purtator de ghinion. Degetele de la picioare
adaugate celor de la maini au condus la ideea de douazeci: acest numar se poate regasi in
alcatuirea numarului quatre-vingts din limba franceza (optzeci, literal “patru-douazeci”),
folosit in locul lui octante.

Si alte parti ale corpului au servit drept etalon de masurd: o mand pentru a exprima
cantitatea dintr-o “ poald”; apoi un deget, un cot, un brat, un picior. Foarte curand,
desigur, pentru a numdra oamenii au adaugat pe langa degete, pietricele. Supravietuirea
cuvantului abacus si a “pietricelei” (calculus), care se gaseste in cuvantul (a) calcula, ne
aratd cat este de scurt, in realitate, intervalul ce-1 separd pe omul primitiv de omul foarte
modern. Thoreau ofta dupa aceastd simplitate a primelor epoci si a exprimat foarte
nimerit acest sentiment atat de des Intalnit: “Un om cumsecade trebuie, in cea mai mare
parte a cazurilor, sd se multumeasca doar cu cele zece degete ale sale ca sa-si faca
socotelile; Tn ultima instantd, poate conta si pe degetele de la picioare si cu asta basta. Ar
trebui sd ne socotim afacerile prin doi si trei, $i nu prin sute si mii; o jumatate de duzina
ar trebui sa inlocuiasca un milion; multumiti-va cu unghia de la degetul mare pentru a va

scrie calculele”.

Bibliografie:

Will Durant (2002) Civilizatii istorisite — Mostenirea noastra orientala
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