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Motto:

“Nu spera cand vezi miseii
La izbanda facand punte,
Te-or intrece nataraii,
De ai fi cu stea in frunte”

versuri din poezia GLOSSA,
de
Mihai Eminescu

(1883, decembrie)

DOl MATEMATICIENI IN
“TOP 100 -GENI|I

NecuLal Stanciu?

Compania internationald Creators Synetics a alcatuit in octombrie 2007, topul
celor 100 de genii n viata din domeniul stiintei, politicii, artei si din mediul de afaceri.
Primul loc a fost impartit de inventatorul Internetului, Sr Tim Berners-Lee si chimistul
elvetian, Albert Hofmann - descoperitorul proprietatilor halucinogene ale LSD. Pe ultimul
loc figureaza numele regizorului american Quentin Tarantino. in total, pe listd sunt 24 de
britanici si 43 de americani. Doar 15 dintre cele 100 de genii sunt femei. Cele 100 d e
genii au fost alese n functie de 5 factori - rolul jucat in schimbarea sistemului de viziune
asupra lumii, recunoasterea publica, forta intelectului, succesele si importanta culturala.

Tn acest top sunt si doi matematicieni Grigory Perelman (Rusia) si Andrew Wles (Marea
Britanie). Meritele celor doi sunt demonstrarea a doua conjecturi celebre. Termenul de
conjectura a fost introdus de David Hilbert?, in formularea celor 23 de probleme supuse

1 Prof., Scoala "’George Emil Palade” , Buzau

2 (n.23 ianuarie 1862, Konigsberg, in Prusia, (acum Kaliningrad, Rusia) — d.14 februarie 1943) a fost un
matematician german . Prin profunzimea ideilor si a modului de exprimare, ,,Bazele geometriei” lui Hilbert a
devenit cartea de temelie a matematicilor moderne si metoda axiomatizarii in sensul Hilbert a fost
generalizata pentru toate ramurile noi ale matematicii. Totusi, pentru usurarea intelegerii geometriei afine si
euclidiene, astazi se adoptd o constructie a geomet riei cu ajutorul unei axiomatizari bazate pe algebra liniara.
Acest fapt este In concordanta cu schimbarile determinate de noul curriculum, de noul sistem de evaluare si
de noile manuale.
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spre rezolvare comunitatii internationale a matematicienilor Ia a Il-lea ,,Congres
international al matematicienilor” din 1900 de la Paris. Tn mod obisnuit, prin conjectura
se ntelege orice explicatie presupusd a unui fenomen (eveniment) constituitd fara
certitudine si in afara oricarei dovezi (probe) plecand de la aparente sau presupuneri. In
acord cu Hilbert (autorul termenului de conjecturd) se intelege prin conjectura acea
problema deschisa care poate furniza arhitectura unei teorii Tn matematica (sau o directie
noua) sau avansarea unui nou domeniu.

Pierrede Fermat® VS. Sir Andrew John Wiles*
(n.17 august 1601, (n. 11 aprilie 1953, Cambridge, England
Montauban, Franta - Residence United Kingdom)

d.12 ianuarie 1665,
Castres, Franta)

3 A fost un matematician francez, precursor al calculului diferential, geometriei analitice
si calculului probabilitatilor. Lui Ti este atribuit Tntr -0 masura mai mica calculul modern,
Tn special, pentru munca sa referitoare la tangente si punct stationar. El este considerat
cateodata "parinte” al calculului diferential si al teoriel numerelor. A avut contributii si in
geometria analitica si probabilitate.S-a nascut in orasul Beaumont-de-Lomagne.Tatal lui
era un bogat negustor de piei.Sub presiunea familiel,Fermat s-andreptat spre o cariera in
administratia civila.in 1631 a fost numit consilier la Departamentul de Solicitari din
Toulouse.In 1652 a fost afectat de o forma a ciumei,care bantuia Europa acelor ani.A
intretinut o vasta corespondenta cu Digby,Wallis,Mersenne.

*Professor de matematicd la Princeton University(USA), a obtinut premii notabile
:Fermat Prize (1995),Wolf Prize (1995/6),Roya Meda (1996),IMU Silver Plague
(1998),Shaw Prize (2005)
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Pierre Fermat (parintele teoriei numerelor) a produs 48 conjecturi (trei s-au
dovedit false) care au reprezentat probleme de cercetare pentru multi matematicieni (
Gauss®, Cauchy®, Riemann’, etc). Ultima conjecturd a lui Fermat (cunoscuti ca Marea

teorema a lui Fermat) a fost ca ecuatia X" + y" = z" pentru n=3 nu are solutii in Z \{ 0}.

Marea teoremd a lui Fermat a fost enuntatd de Pierre de Fermat Tn anul 1637, iar
demonstratia completa a fost gasitda de-abia 357 de ani mai tirziu, Tn 1994 de catre
matematicianul englez Andrew Wiles.

Pentru n=2, enuntul nu este adevarat. Exista triplete de numere naturale (x,y,z) cu
care se pot forma laturile unui triunghi dreptunghic; de aici, conform teoremei lui
Pitagora, avem x* + y* = Z. De exemplu (3,4,5) sau (5,12,13). Exista chiar o infinitate de
astfel de triplete, forma lor generald fiind x=2uv,y=u?-v?, z=u?+v? unde u si v sunt
numere natural e ocarecare.

Pentru n>2, doar cazul n=4 admite o demonstratie elementara, schitatd de Fermat
Tnsusi. Chiar si pentru cazul n=3 demonstratia depaseste nivelul manualelor de liceu;
primul care s-a ocupat de cazul n=3 afost matematicianul Leonhard Euler®in 1753.

In 1825, francezii Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet® si Adrien-Marie
Legendre™ transeazé cazul n=5, demonstratia avand ca punct de plecare o idee ma i veche
alui Marie-Sophie Germain™.

> Carl Friedrich GauB, latinizat Carolo Friderico Gauss, (n.30 aprilie 1777,
Braunschweig - d. 23 februarie 1855, Gottingen) a fost un matematician, fizician si
astronom german celebru

® Augustin Louis Cauchy (n. 21 august 1789 - d. 23 mai 1857) afost unul dintre cei mai
importanti matematicieni francezi. A demarat un proiect important de reformulare si
demonstrare riguroasa a teoremelor de algebra, a fost unul dintre pionierii analizel
matematice si a adus o serie de contributii si in domeniul fizicii. Datorita perspicacitatii si
rigurozitdtii metodelor sale, Cauchy a avut o influentd extraordinard asupra
contemporanilor si predecesorilor sai. Catolic si roialist fervent, manifesta o prezenta
sociala activa

’ Georg Friedrich Bernhard Riemann (n. 17 septembrie 1826 — d.20 iulie 1866) a fost un
matematician german cu importante contributii Tn analiza matematica si geometria
diferentiala, unele dintre ele deschizénd drumul ulterior spre teoria relativitatii
generalizate.

% (n. 15 aprilie 1707, Basel, Elvetia - d. 18 septembrie 1783, Sankt Petersburg, Rusia) a
fost un matematician si fizician elvetian. Leonhard Euler este considerat a fi fost forta
dominanta a matematicii secolului a 18-lea si unul dintre cei mai remarcabili
matematicieni si savanti multilaterali ai omenirii. Alaturi de influenta considerabila pe
care a exercitat--o asupra matematicii si matematizarii stiintelor stau atét calitatea si
profunzimea, cat si prolificitatea extraordinara a scrierilor sale, opera sa exhausiva (daca
ar fi publicata vreodata) putdnd cu usurinta umple 70 - 80 de volume de dimensiuni
standard.

® (n. 13 februarie 1805 - d. 5 mai 1859) a fost matematician german, celebru prin
contributiile valoroase in analiza matematica si teoria numerelor.

19 (. 18 septembrie 1752 - d. 10 ianuarie 1833) a fost matematician francez, cunoscut
pentru contributiile sale Tn domeniile: statisticd, teoria numerelor, algebra abstractd si
analizd matematica.
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Dupa cétiva ani, este finalizata demonstratia pentru n=7,de catre francezul Perede
Gabriel Léon Jean Baptiste Lamé™®. La mijlocul secolului XIX, Academia Franceza
instituie un premiu de 3000 franci (0 sum&d enormd atunci) pentru o demonstratie
completa a teoremei.

Demonstratii pentru numere prime mai mici ca 100 au fost date aproximativ in
aceeasi perioadd,de citre matematicianul german Ernst Eduard Kummer .

n 1908, magnatul german Paul Wolfskehl aloca uriasa suma de 100.000 de marci
celui ce va demonstra teorema (‘oferta’ fiind valabila pana in 2007). Dupa aparitia
calculatoarelor electronice,au fost abordate cazuri particulare pentru valori tot mai mari
alelui n;prin anii 1980,erau elucidate toate cazurile in care n<4.000.000.

Tn ultimii ani de dinaintea gasirii demonstratiei complete pentru orice n>2,
matematicienii erau convinsi ca pri n metode elementare nu se mai poate aduce nimic nou.

Tn anul 1983, matematicianul german Gerd Faltings'* a demonstrat cé exista cel
mult o multime finita de contra-exemple la marea teorema a lui Fermat.

in septembrie 1994, matematicianul englez Andrew Wiles a dat demonstratia
completa a teoremei, dupa ce, in 1993, propusese o alta demonstratie, care se dovedise a
fi gresita.

1 (n. 1aprilie 1776 — d. 27 iunie 1831) a fost o matematiciand franceza cu contributii
importante in geometria diferentiala si teoria numerelor.

12(n, 22 iulie 1795 - d.1 mai 1870) afost un matematician francez

3 (n.29 ianuarie 1810 - d.14 mai 1893) afost un matematician german.

14 Gerd Fdtings-(n. 28iulie 1954 in Gelsenkirchen-Buer, Germania) — este un
matematician german
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JulesHenri Poincaré® VS. Grigori Perelman®®
(n.29 April 1854 —d.17 ( n.13iunie 1966, Sankt
July 1912) Petersburg, Rusia)

Tn anul 2000, Institutul matematic Clay (USA) a lansat in cadrul unei Conferinte
aniversare a centenarului congresului international al matematicieni lor din 1900, un
numér de 7 probleme (numite problemele mileniului trei'’) spre rezolvare: fiecare
problema este cotatd cu un premiu de 1000000 de dolari.Printre aceste sapte probleme se
afl3 si Conjectura Poincare. Tn 1904 , Poincaré enunta faimoasa sa conjecturd. Enuntul
ei, in cazul cel mai general, este urmatorul:

O varietate simplu conexa din spatiul cu n+1 dimensiuni este homeomorfa cu o sfera n -
dimensionala.

Pentru cazul mai general, pentru n>4, demonstratia a fost realizata de catre
Zeman*®(1962), Sallings™® (1960)si Smale®®(1960), iar pentru cazul n=4 demonstratia a

15 A fost considerat un matematician universal cu contibutii h toate domeniile
matematicii

16 Talentat la matematica, urmeaza cursurile unui prestigios liceu leningradean renumit
pentru specializarea sain fizica s matematica. Rezultatele sale nu se lasa asteptate S, Tn
1982, devine membru al lotului sovietic pentru Olimpiada Internationala de Matematica
s obtine medalia de aur cu scorul maxim posibil: 42 de puncte.

A refuzat Medalia Fields(2006) si premiul de 1.000.000 de dolari oferit de Clay
Mathematics Institute.

" Cele sapte probleme ale Mileniului stabilitt de Clay Institute din Cambrige,
Massachussetts sunt urmatoarele:P  versus NP,Conjectura lui  Hodge,Ipoteza
Riemann,Existenta "golului de masa” Yang-Mills,Problema de existentda Navier-
Stokes,Conjecturalui Birch-Sinnerton-Dyer,Conjecturalui Poincaré - singura rezolvata.
18 Zeman

19 John Stallings(n. 22 iulie 1935- d. 24 noiembrie 2008 in Berkeley) a fost un
mathematician american. A primit Medalia Fields in 1966.

20 Stephen Smale(n. 15 iulie 1930) — este un matematician american.A primit Medalia
Fieldsin 1966.
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fost reusitd de citre Freedman® in 1982. Rimésese de demonstrat cazul in care n=3,
adica varianta, aparent, cea mai simpla.

William Thurston®, un matematician de la Princeton, a propus, pe la inceputul
anilor 1970, o clasificare a varietatilor 3-dimensionale. El considera ca atéat timp cét
varietatile 3-dimensionale pot avea diferite forme, ele nu vor ,prefera” o anumita
geometrie, Tntocmai ca o tesatura din matase care va lua forma manec hinului pe care este
asezata. El a afirmat ca fiecare dintre varietdtile 3 -dimensionale poate fi descompusa in
unul panalaopt componente, inclusiv unade tip sferic, in sensul topologic a cuvantului.
Avem acum de-a face cu o noua conjectura, ,,Conjectura geometrizarii”’, care este o
generalizare a Conjecturii lui Poincaré.

Tn 1982, anul in care Thurston primea Medalia Fields?®, un at matematician,
Richard Hamilton®*, de la Universitatea Cornell, propunea un program de demonstrare a
Conjecturii geometrizarii. El pleaca de la asa-numita Curgere Ricci. Hamilton Tsi propune
sa arate ca o suprafata simplu conexa poate fi deformata continuu astfel incat oricare
punct al ei sa ajunga pe suprafata unei sfere (sfera in sensul larg, topologic). Problema era
ca pe masura ce se aplica deformarea, in timp, se intdmpla sa apara zone cu singularitati.
Aceste singularitati 7l impiedicau pe Hamilton sa realizeze deformarea continua pe care o
dorea. Aici intervine articolul genial a Iui Perelman din 2002, care are 39 de pagini. In
,» 1he entropy formula for the Ricci flow and its geometric applications” Perelman indica
o0 cale prin care singularitatile pot fi facute sa dispara. El aplica un procedeu prin care
marimile care intervin in deformare sunt “netezite”.

Lucrarea lui Perelman nu a reprezentat demonstrarea completda a conjecturii
Poincaré, ci numai realizarea unui schelet de demonstratie. Dupa mai multe dezvoltéri,
demonstratia completd a fost realizatd de cdtre Huai-Dong Cao® si Xi-Ping Zhu®®.

! Michael Hartley Freedman (n. 21 aprilie 1951 in Los Angeles, California, U.S.) este
matematician la Microsoft Station Q.Tn 1986, a primit medalia Fields pentru cercetarile
sale referitoare la Conjectura Poincaré

22 William Paul Thurston (n. 30 octombrie 1946)- este un matematician american.A
primit Medalia Fields in 1982.

% Medalia Fields - Medalia Fields este cea mai importanta distinctie din lumea
matematicii, fiind cunoscuta ca un fel de Premiu Nobel pentru matematica. Medalia este
datoratd matematicianului John Charles Fields (1863 -1932), care a propusin 1932, in
cadrul unui congres international al mate maticienilor care aavut loc la Toronto,
infiintarea unei distinctii care sa recompenseze realizarile majore din matematicd. La
moartea sa, in 1932, a lasat drept mostenire toate bunurile pentru a finanta medalia care
avea sa 1i poarte numele. Spre deosebi re de Premiul Nobel, care se acorda anual, Medalia
Fields este atribuita la fiecare 4 ani, in cadrul unui congres international de matematica.
De mentionat cad medaliatii Fields trebuie s aiba o varsta mai mica de 40 de ani.

24 Richard Streit Hamilton (n.1943) — este un matematician american. A fost ales membru
n National Academy of Sciences in 1999 si in American Academy of Arts and Sciences
Tn 2003.A primit premiul AMS Leroy P. Steele Prize in 2009.

% Matematician de origine chinezi — activeaza la Departamentul de Matematica al
Universitatii, Lehigh, SUA
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Demonstratia, se ntinde pe 328 de pagini. Terence Tao?’, profesor de matematica la
Universitatea din California, spune ca realizarea lui Perelman este "cea mai frumoasa
demonstratie pe care a vazut-o in ultimii zece ani".

Tnainte de a muri, Hilbert a fost intrebat, dacd ar Tnvia dupd 500 de ani, ce
intrebare ar pune, si el a raspuns: daci a fost rezolvatd ipoteza lui Riemann®.

In ceea ce priveste topul universitatilor (2007), existd un clasament realizat de
Times Higher Education Supplement (THES) s firma Quacquarelli Symonds (QS) (
Universitatea din Bucuresti este singura universitate din Romania care a intrat in topul
primelor 500 din lume, pe locul 472) si un clasament realizat de Universitatea Jiao Tong
din Shanghai (i aici topul este Tmpanzit de universitatile americane, in prime le 10 pozitii
ale topului, 8 sunt din Statele Unite, iar 2 din Marea Britanie). Cele mai multe universitati
din topul Shanghai sunt americane (159), urmate ca numar de cele britanice (42),
germane (40), japoneze (31) si de cele canadiene (21). Cu ocazia co ngresului
matematicienilor roméni, Institutul de Matematica "Simion Stoilow” al Academiei
Roméne a redactat un raport n care precizeaza: "Toate universitatile de top din America
au cel putin un profesor de matematica roman si peste 300 de profesori roméni de
matematica predau la universitdtile din Statele Unite, Franta, Noua Zeelanda, Marea
Britanie, Germania, Italia”.

Statistica elaborata de Institutul de Matematica, arati in continuare: "in domeniul
matematicii sunt mai putin de 500 de absolventi de stud ii superioare anual, din care 10-20
intrd Tn cercetarea matematica. De ani buni se manifestd o migratie aproape totald a
"supercreierelor” din domeniu spre universitatile din SUA si Europa de Vest inca din
primii ani de dupa facultate sau chiar dupa liceu” .

Un astfel de matematician roman (dupa unii specialisti cel mai bine cotat tanar
matematician roman) este Daniel Tataru?’. Matematicianul , a fost un pretendent roman
la  “Nobelul matematicii”. Chiar daca |-a ratat, Tataru ramine un candidat serios la
recunoasterea mondiala. Tn 2002 a primit prestigiosul Premiu Bocher, distinctie acordata
la fel de greu, o data la trei ani, Tn acelasi timp cu Terence Tao, cel cu care a facut echipa
n cercetare la Princeton intre 1995 si 1997.

26 Matematician de origine chinezd — activeaz la Departamentul de Matematic al
Universitatii Zhongshan, Guangzhou, China

%" Terence Chi-Shen Tao (n. 17 iulie 1975, Adelaide, South Australia) este un
matematician australian (supranumit “Mozart” in matematicd).in august 2006, a primit
Medalia Fields, iar o lund mai tarziu a primit premiul MacArthur Fellowship. A fost aes
a Fellow of the Royal Society pe 18 mai 2007 si in acest an (2009) devine member of
American Academy of Artsand Sciences .Cd mai tanar profesor de matematica (24 de
ani).

% jpoteza lui Riemann - Functia: (s)= Zis ,unde se C are zerourile in C situate pe
=1 N

drepte s= > + bi cu be R.Aceasta conjectura reprezinta cea mai importanta si dificila

problema a matematicii contemporane.

* (n. 6 mai 1967, Piatra Neamt). La Princeton, unde Daniel Tataru a efectuat studiile
postdoctorale, lucreaza englezul Andrew Wiles si a lucrat incepind din 1993 si rusul
Grigori Perelman .
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Cateva tipuri de ecuatii trigonometrice
Prof. Cojocaru Camelia
Scoala Nr. 1 Chiraftei
Jud. Galati

Ecuatiile ce contin necunoscute sub semnul functiilor trigonometrice se numesc
ecuatii trigonometrice. Cele mai simple ecuatii trigonometrice sunt ecuatii le de tipul

sinx=a, cosx=a, tgx=a, ctgx=a, aecR. Q)
Cum rezolvarea ecuatiilor trigonometrice se reduce la rezolvarea ecuatiilor de
tipul (1) (utilizand diferite transformari), vom aminti afirmatiile de baza referitor solutiile

ecuatiilor (1).

1. Ecuatia
snx=a, aeR, 2
pentru |a| > 1 solutii nu are, iar pentru |a] < 1 multimea solutiilor e se continein formula
x=(-1)"arcsina+nn, neZ, (3)

unde arcsina e [-[(n)/ 2];[(r)/ 2]] este unghiul, sinusul caruiaeste egal cu a, iar Z
desemneaza multimea numerelor intregi, sau, echivalent (tinand seama de paritatea lui n),
in totaliatea

X = arcsina + 2nk,
Ter ke Z. 4)
X =7 - arcsina + 2nk,

Obs 1. Dacain ecuatia(2) a € {0;-1;1} solutiile e (3) se scriu mai simplu, si anume

sinx=0 < X=zn, neZ,
snx=1 < x=",+2nn, ne Z,
snx=-1 < x=-"L+2nn, neZ.

Exp 1. Saserezolve ecudtiile

. ."r'llrg . 1 . e
al sinr— —; bjsimr—_—: c¢)snr—+11_2
2 3
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Rezolvare. @) Cum conform (3) solutiile ecuatiel date sunt
=
T —(—l]“arcsin% +mn, nEZ,
. V3 oo
_ arcsin =_, _
sau tinand seama ca 2 3 se obtine

x=(—l]"2}—f+ﬁr-n,_ ne &

%)—I‘-'}T'ﬂ, ne

x—(—l]"armin(— :

b) Similar exemplului a) se obtine sau, tinand

seama arcsinus ca functia este o functie impara,
z—(=1)""" an:ain% +mn, n €L
¢) Cum V11 =2 > 1 rezuita ca ecuatia data nu are solutii.
2. Ecuatia
CcosX = a 5

pentru |a| > 1 nu are solutii, iar pentru |a] < 1 multimea solutiilor el se continein formula

X=tarccosa+2nn, ne Z, (6)
unde arccosa € [0;x] este unghiul, cosinusul caruiaeste ega cu a.
Obs 2. Dacain ecuatia(5) a € {0;1;-1} solutiile e (6) se scriu ma ssimplu, si anume

cosx=0 < x="l,+mn, neZ,
cosx=1 < x=2nn, ne Z,
cosx=-1 < x=n+2nxn, ne”Z.

Exp 2. Saserezolve ecudtiile:

1 2 COs.E — -
a) cosx =-"/;  b)cosx=“3 ©) 2
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_l‘-ﬂ:l

Rezolvare. a) Cum_‘ 2] ™ conform (6) solutiile ecuatiei date sunt

x:ia.rccm(—‘l)-r—ﬂw-m neN, z-u‘ccns(—‘l =£1
2, sau tinand seama ca 3 seobtine
&
T=*—+2mn, nel
wl
I — + arccos 2 + 2mn. ne &
b) Similar exemplului @) seobtine ™~ 3 " '
Va+1 .
c)Cum 2 "ecuatia data nu are solutii.
3. Ecuatia
tgx=a, aeR (7
are solutiile
X=arctga+nn, ne Z, 8)
unde arctga e (-"/2;"/,) este unghiul, tangenta caruia este egalacu a.
4. Ecuatia
ctgx=a, aeR 9)
are solutiile
X=arcctga+nn, ne Z, (20

unde arcctga e (O;) este unghiul, cotangenta caruia este egalacu a.
Exp 3. Saserezolve ecudtiile
atgx=1 Db)tgx=-2; c)ctgx=-1; d)ctgx=3.

Rezolvare. @) Conform (8) solutiile ecuatiel date sunt x = arctgl + n, n e Z, sau tinand
arctgl — ! . T — : + e, e e A
seama ca 4 se obtine 4
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b) Similar exemplului precedent se obtine x = arctg(-2) + =n, n € Z, sau tinand seama ca

arctangenta este o functieimpara, x =-arctg2 + tn, ne Z.
¢) Setine seamade (10) s se obtine

x=arcctg(-1) + tn, n e Z,

arcctg(—1) — H P +m,n€Z
sau, cum 4 4
d) Similar exemplului c) seobtine x=arcctg3+ nn, ne Z.
Obs. Ecuatiile
snf(x)=a, cosf(x)=a, tgf(x)=a, ctgf(x)=a

prin intermediul substitutiei f(x) =t se reduc larezolvarea ecuatiilor (1).

Exp 4. Saserezolve ecudtiile

(11)

gsn@2x-1)=1 b)jcosp¢+4)=-1 ¢ 820—V3 dcatgd=-2

Rezolvare. @)

sint=1,

sni2x-1)=1 < { & 2X-1=",+2nn, neZ <

t=2x-1,

o X="+2nn+1, neZ < x=T/4+an+Y,, neZ.

b)

cos(¢+4)=-1 < {

t=x>+4, n+2nn> 4,

cost = -1, {X2+4:n+2nn, neZzZ,

o X¥=n+2mn-4, n=123,.. < T—Eym+2m-4 n=193

(setine seama caradicalul de ordin par exista doar din valori nenegative).

Tr— +—n, nei

dcgl=-2 « X=acctg-2)+nn, heZ <

x — yfarcctg(=2) +mn, ne &
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Ecuatii trigonometricereductibile la ecuatii de gradul al doilea

Ecuatia
asin’ +bsnx+c=0, ab,ceR, a0 (12)

prin intermediul substitutiei t = sinx, (|t| < 1) se reduce la ecuatia patrata at> + bt + ¢ = 0.
Exp 5. Sa se rezolve ecudtiile
a) 2sin’x- 5sinx+2=0; b)sin2x-sin2x=0; ¢)sin’x - sinx+6=0.
Rezolvare. @) Se noteazasinx =t s ecuatia devine
2t? -5t +2=0,

deundet, =/, s t, = 2. Cum |t| < 1, ramane t = ¥/, si prin urmare ecuatiainitiala este
echivalenta cu ecuatia

Sinx = J:_../|2’
.. . £L= _l :I:I._- + TE T :Z.
solutiile careia sunt (a se vedea ( 3)) (=1) 6 =

b) Senoteazasinx =t si se obtine ecuatiapatrata t* - t = 0 cu solutiile t; =0'si t, = 1.
Astfel ecuatiainitiala este echivalenta cu totalitatea de ecuatii

sin2x =0,
sin2x =1,
de unde

ar

r=-n ned,
2
T

I—i—l‘—:ﬂ'k ke Z

c) Similar exemplelor precedente se obtine ecuatia patrata t> - t + 6 = 0, care nu are
solutii. Rezultaca s ecuatia trigonometrica nu are solutii.

Ecuatiile
acos’x + bcosx + ¢ = 0, (13)
atg’x + btgx + ¢ =0, (14)
actg” + bectgx + ¢ = 0, (15)

undea, b, c € R, a0 serezolvasimilar ecuatiei (12).
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In cazul ecuatiei (13) setine seamacat = cosx in modul urmeaza sa nu intreaca unu, iar
pentrut =tgx (t = ctgx) in ecuatia (14) (respectiv (15)) restrictii nu sunt.

Exp 6. Sa se rezolve ecudtiile

£

tgt = —ctg= —2 —0.
a) 6eos2x - 5eosx + 1= 0;  b) tg?2x - dtg2x +3=0; o) © 3 63 (
Rezolvare. @) Se noteaza cosx =t S se obtine ecuatia patrata
6t°-5t+1=0

cu solutiile t = Y5 si t, = */,. Cum ambele solutii verifica conditia|t| < 1 se obtine
totalitatea

cosx = /3,

cosx = /3,

| T
r—tarccos - +2mn, n€ZX, T—t_-+2rk kel
de unde 3 3
b) Se noteazatg2x =t i se obtine ecuatia patrata
t-4t+3=0
cu solutiilet; =1 s t, = 3. Prin urmare
tg2x = 1, EI—j—Il-l‘—’}T'H., neZ
=
tg2x = 3, 2x=arctg3 + ik, ke Z,
il il 1 . aT
deundeI g +§ﬂe T- 5 rctg 3+ Ek._ n.keZ.
s
. . . . T = 5 +2mn,
c) Serezolvasimilar exemplului precedent s se obtine 2 X = 2arcctg2 +
2nk, n, ke Z.
Ecuatia
acos’x + bsinx + ¢ = 0, (16)

utilizand identitatea trigonometrica de baza sin®x + cos’x = 1, se reduce la rezolvarea unei
ecuatii detipul (12):

a(1-sin’x) + bsinx + ¢ = 0.
Similar, ecuatia

asin’ + bcosx + ¢ =0 (17)
se reduce larezolvarea unei ecuatii de tipul ( 13):
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a(1 - cos?) + bcosx + ¢ = 0.
Utilizand formulele

cos2x = 1-2sin’,  COS2x = 2c0s°X - 1
ecuatiile
acos2x + bsinx + ¢ =0, (18)
acos2x + bcosx + ¢ =0, (29
sereduc larezolvarea ecuatiilor de tipul (12) si respectiv (13).

Bibliografie:
Manual pentru clasaalX-a, Matematica- Geometrie si trigonometrie, A. Cota, Marta
Rado, M. Radutiu, F. Vornicescu.
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ASUPRA UNOR PROBLEME PROPUSE LA
OLIMPIADELE INTERNATIONALE DE MATEMATICA

Corneliu Manescu-Avram

Nota de fatd contine solutii alternative sau generalizéri ale unor problem e propuse la O.1.M.
Am indicat in paranteza dupa fiecare problema olimpiada si tara a carei delegatie a propus
problema respectiva. Pentru solutiile originale se poate consulta bibliografia .

1. S& se determine valoarea minima a lui a® + b? cand (a, b) parcurge toate perechile de
numere reale pentru care ecuatia x* + ax®+ bx?+ ax + 1 = 0 are cel putin o radacini real3.

(A15-aO.I.M., Suedia)

Luam, mai general, o ecuatie reciproca de grad par cu coeficienti reali

2 1

M +apxd® T rax %+ L rax"+a, X"+ rax+1=0

si dorim sa determindm valoarea minima a expresiei ai+ a5+ ..+ a? astfel incat ecuatia
data s& aiba cel putin o radacina reald. Dacd x = 0, atunci ecuatia data reprezinta in
coordonatele  (ag, ay, ..., an) un hiperplan in spatiul euclidian n — dimensional. Expresia a
carei minim se cere este patratul distantei de la origine la acest hiperplan, care este egala,
conform unui rezultat din geometria analitica, cu f (x) =

(x24+1)
(214 )24 (2724 x2)24+ + (x
intervalul (0, o), asadar vom determina valoarea minima a functiei f pe acest interval. Vom

4
ardta ca x = 1 este punct de minim al functiei f, deci f (x) = f (1) = In_3 Aceasta inegalitate

m2 - Functia f este pard, deci ne putem restrange la

este echivalenta cu

(x2n—1+x)2 (xzn—2+x2)2 (xn+1+xn—1)2 ( XN )2 B 1
- oa + - o4 . + + - o . + >~n—1+ —
X241 x2n4+1 x2n41 x2n41 n—1 4

Pentru a o demonstra, este suficient sa aratam ca

x2n—ky,k - < _ Pl -
—yengq —Ldacal=k=n-1si o5, =

[\l [l

inegalitati care sunt adevérate, deoarece sunt echivalente respectiv cu
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(xZn—k _ 1)(xk _ 1) > 0’ (xn _ 1)2 > 0.

2. Fie a, b doud numere naturale. Tmpértind a+ b?laa + b se obtine catul qsi restul r. Sa
se determine toate perechile (a, b) pentru care g2 + r = 1977.

(A19-aO..M., RF.G.)

La problemele de acest gen, anul desfasurarii concursului este utilizat nu pentru
semnificatia lui “astrald”, ci pentru continutul matematic. Sa -1 decriptam! Daca numarul
1977 se Tnlocuieste cu un numar natural n arbitrar care nu este patrat perfect, vom demonstra
egditatea q = [v71]. Folosim relatiile a2+ b?=q(a+b) +r,0<r <a+ b (1) si substitutia s
= a+ b. Media patratica este mai mare decat media aritmetica, asadar

2
s
E£a2+b2:q(a+b)+r=qs+r<(q+1)s.

Rezultdir <s<2(q+1),decir <2q+1,deunden=q%+r <qg?+2q+1=(q+ 1) asadar

q = [V, deoarece n nu este patrat perfect. Din n=q2+r =q? rezultd q < [v7], asadar q =
= [vVn|. Am determinat si r = n—q?. Daci qeste un numar par, atunci ecuatia din (1) se
scrie

(a— g)2+(b — %)2: Lir

2 2
@)
- - ~ ~ . - D 2 q2 o . ..
Orice solutie (Xo, Yo) In numere ntregi a ecuatiei x“ +y“ = =+r ne da o solutie a ecuatiei

(2), deci si a ecuatiei (1) : a= E + Xo|, b= E + yo|.dacia+b>r.

- 2
Pentru n = 1977 se obtine q = [V1977] = 44, r = 1977 — 44°% = 41 si % +r = 1009, care
este un numar prim congruent cu 1 modulo 4, deci se scrie in mod unic sub forma unei sume

de patrate de numere naturale, abstractie facannd de ordinea termenilor : 1009 = 15 2 + 282,
ceea ce duce la solutiile (a, b) € {(7, 50), (50, 7), (37, 50), (50, 37)}.

3a. Doi Tntregi x, y nenuli, dar nu neapérat pozitivi, sunt astfel incat x +y divide pe x? + y?

X2 4 12
y
x+y

si catul este un divizor al lui 1978. Sa se demonstreze ca x =Y.

(A 20-a O.1.M., Marea Britanie, lista lunga)
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Consideram Tn locul numarului 1978 un numar N = 2p;p> ... pm, Unde py, ..., Pm SuUNt
numere prime distincte, congruente cu 3 modulo 4. Daca d este un divizor al lui N si p = 2
este un divizor prim al lui d, atunci x* + y2= 0 (mod p). O consecinta a legii reciprocitatii
patratice (dar acest fapt poate fi demonstrat si elementar) impune x =y =0 (mod p) .
Egalitatea x +y? = d (x + y) devine in final, dupa simplificdri succesive, u®+v?=2(u+v)
(1) sau u?+v?=u+v(2), unde x = du, y = dv. Ecuatia (1) se scrie (u — 1)+ (v—1)?=2,
cu solutia unicd u=v = 2 (u, v sunt nenule!), iar ecuatia (2) se scrie (2u — 1) 2+ (2v — 1) %=
2, cusolutiaunica u=v=1.Dinu=vrezultd x=y.

Notd. Dacd p = 3 (mod 4) este un numar prim si existd x, y € Z astfel incat x* +y? =

=0 (mod p), atunci x =y = 0 (mod p). Acest fapt poate fi demonstrat fara a utiliza legea
reciprocitdii patratice. Tntr-adevar, in acest caz Z, este un corp, deoarece p este un numar
prim. Presupunem X #0si ¥ # 0 in Z, ; existd atunci a € Z astfel inc&t =X - ()~ *in Z,,
Din  £%+ 9% =0 rezult, prin inmultire cu §~ 2, @ = a? = — 1. Ordinul grupului

multiplicativ Z esteegal cup —1si @ # 0, deci aP~! = 1 (teoremalui Fermat). Pe de alt3
-1 p-1 p-1

p . . Ap— >\ — o= > .
parte, —— este un numar impar, deci @”~" = (a?) ? =(—1) % =—1, contradictie.

3b. Sa se demonstreze ca pe cercul ce trece prin punctele (0, 0), (0, 1978), (1978, 0),
(1978, 1978) (varfuri ale unui patrat), nu exista alt punct care sa aiba ambele coordonate
ntregi.

(A 20-a O.1.M., Olanda, lista lunga)

Se inlocuieste numarul 1978 cu 2n, unde n este produs de numere prime distinct e,
congruente cu 3 modulo 4. Ecuatia cercului ce trece prin punctele date este (x —n)? + (y — n)
2= 2n2 Asemanator cu solutia problemei precedente, fie (u, v) € N x N astfel incat u? + v?
=2n?si pundivizor primal lui n. Dinu?+v? =0 (mod p) si p=3 (mod 4) rezulti u=v =
0 (mod p) si in final u=nuy, v =nvy, cu uy, vi € N. Ecuatia uf + vi=2are solutia unica u,
= vy = 1, deci pe cercul dat exista numai patru puncte de coordonate intregi, anume (0, 0), (O,
2n), (2n, 0), (2n, 2n).

4. Daca p si g sunt numere naturale astfel Tncét

1 1 1
=1 >+t3 7 e +

QI3
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sa se dovedeasca faptul ca p este divizibil cu 1979.

(A21-aO.l.M., RF.G.)

Daca N = 6k + 5 este un numar prim (k € N) si p, g sunt numere natural e astfel incat

p 1 1 1 1 1

—=l— = 4= ==+, - + ,

q 2 3 4 4k+2  4k+3
atunci p estedivizibil cu N.
Avem
p 1 1 1 (1 1 1) 1 1
—=l4+—+ —+ ..+ —zl=+ -+ .. = + +
PR Ry 2t 2t T iz T2 T Zkes
1
4k+3°

Numitorii termenilor sunt numere naturale consecutive, iar numarul termenilor este 4 k + 3
- —(2k+2) +1=2(k+ 1), deci este un numar par. Suma a doi numitori egal departati de
extremeeste2k+2+i +4k+3 —i=6k+5=N, 0=<1i <k Daca se aduna fractiile, se obtine
la numarator un numar divizibil cu N, iar factorul prim N nu se simplifica, deoarece toti
numitorii sunt numere strict mai mici decat N. Rezult ci p este divizibil cu N. Tn particular,
N=1979= = 6329 + 5 este prim si ultima fractie are numitorul 4 - 329 + 3 =1319.

5. Trei cercuri congruente au un punct comun O si sunt situate n interiorul unui triunghi
dat. Fiecare cerc este tangent la doua din laturile triunghiului. Sa se demonstreze ca punctul
O si centrele cercurilor inscris si circumscris triunghiului sunt coliniare.

(A22-a0..M., URSS)

Fie ABC triunghiul dat, D, E, F centrele cercurilor tangente la cate doua dintre laturile
triunghiului si I centrul cercului Tnscris n triunghi. Luam cercul circumscris triunghiului
ABC drept cerc unitate, folosim coordonatele complexe si notam afixele punctelor cu literele
mici corespunzatoare. Punctele D, E, F sunt egal departate de laturile triunghiului ABC, deci
dreptele AD, BE, CF sunt concurente in punctul |, fiind bisectoarele interioar e ale unghiurilor
triunghiului ABC.

Consideram omotetia de centru | si raport k € (0, o), hf‘(z) =kz+ (1 — K)i. Triunghiurile
ABC si DEF au laturile paralele, deci exista o omotetie de centru | care-l transforma pe unul
n celalalt. Determinam k corespunzator acestei omotetii. Fie r lungimea comuna a razelor
celor trei cercuri. Punctul O este centrul cercului circumscris triunghiului DEF, deoarece €

4
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se afla la aceeasi distanta de varfuri, deci prin aceasta omotetie el corespunde punctului
0’(0), centrul cercului circumscris triunghiului ABC. Rezulta ca afixul lui O este hk ©0)=(01
—Kji,jlard= = hf(a) = ka + (1 — K)i. Ecuatia cercului cu centrul in D si de raza r este
|z— d| =r. Acest cerc trece prin punctul O, deci |ka| =k|a|=k=r. Punctele (i), O((1 —
r)i) si O’(0) sunt coliniare.

Nota. Configuratia are si alte proprietati, dintre care unele au fost puse n evidenta si
demonstrate de Titeica :

i) daca A’, B’, C’ sunt celelalte puncte de intersectie ale cercurilor, atunci cercul circumscris
triunghiului A’B’C’ arerazar si centrul in ortocentrul triunghiului DEF ;

ii) ortocentrul triunghiului A’B’C’ este punctul O, centrul cercului circumscris triunghiului
DEF.

6. Se considera, pe diagonalele AC, CE ae unui hexagon regulat ABCDEF, punctele

AM CN

interioare M, respectiv N, astfel ca ac ST C© Sa se determine r astfel incét B, M, N sa

fie coliniare.
(A23-a0.1.M., Olanda)

Lucrarea [ prezinta o solutie care utilizeaza numerele complexe (la O.1.M. se cer solutii

5
sintetice), dar rezultatul r = 3 este eronat. Dam mai jos solutia corecta :

Alegem originea in centrul cercului circumscris hexagonului si axa reala trecand prin A.
Luam ca unitate raza cercului si notam varfurile hexagonului in sens trigonometric, asadar

2 4 T R n 2 3 4
A(1), B(g), C(g), E(€7), unde € = cos 3 tisng JAvemet=g —1,e°=—1,¢" = ~¢.
Dacd M(m), N(n), m, n € C, din ipotezd se obtine m— 1= (¢ — 1)r,n— &= (e* —€&dr,cur

n-m 5
g <R Transformam

€ (0, o). Punctele B, M, N sunt coliniare daca si numai daca

puterile mai mari ale lui € Tn expresii care sa contina pe € la puterea ntéi :
m=(—2r+1, n=(1—2e)r+e—1.
Din & =1 - ¢ rezulta

Mm=—(e+1)r+1,1=Q2e—1r —e
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3
S
|
3

Egalitatea conduce, dup efectuarea calculelor, la 3r® = 1, cu solutia

3
i

n_
m_

convenabila r =

w|% "

7. Sa se determine toate numerele reale a pentru care ecuatia
16x* —ax®*+ (2a+ 17)x* —ax+ 16 =0
are patru radacini reale distincte, ce formeaza o progresie geometrica.
(A 23-a0O.1.M., Bulgaria, lista scurta)

Tmpértim prin 16 si determindm, mai general, perechile ( m, n) de numere reale pentru care
ecuatia x* — mx® + nx?* — mx + 1 = 0 are patru radacini reale distincten progresie
geometricd. Fie x, qx, g2, q°3x radécinile ecuatiei. Atunci x # 0 si putem presupune |q| > 1,

1 1
deci || < |gx| << |q°x| < |q>x]. Ecuatia este reciproca, deci < este radacina a ei, asadar o

2 1 1 o 1
=q°x deunde q==x"3. Rezult c4 radicinile sunt x, x 3, x 2, x ~1. Cu substitutia z=x 3

1

+x 3 relatiile lui Viéte se scriu
23 —2z=m, (z2°—2)?+z°—2=n.

Solutiile comune convenabile zale acestor ecuatii sunt cele pentru care |Z| = 2. Elimindm z
ntre cele doud ecuatii si obtinem egalitatea

m*—(n+1)m?+2n?—n3=0.

Dacé se mai cunoaste o0 ecuatie care contine msi nsi este independenta de z, atunci aceste
numere pot fi determinate.

8. Fie ABCD un patrulater inscriptibil. Fie P, Q, R picioarele perpendicularelor din D pe
dreptele BC, CA, AB respectiv. Sa se arate ca PQ = QR daca si numai daca bisectoarele
unghiurilor ZABC si ZADC se intersecteaza pe AC.

(A 44-a O.1.M., Finlanda)

Folosim coordonatel e complexe, luam originea n centrul cercului circumscris
patrulaterului, raza cercului egala cu unitatea si notam cu litere mici afixele punctelor
corespunzatoare. Sunt adevarate ' egalitatile

2p:d—bca+b+c, 2q=d—ca&+c+a, 2r=d—abd ta+h.
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Din|al =|b| = |c| = |d| = 1 si PQ = QR rezulta, dupa efectuarea calculelor,
la—b|-|c—d|=]a—d]|-|b—c]|, adica AB- CD =AD - BC,

deci patrulaterul ABCD este armonic. Exista ' numeroase proprietti caracteristice ale
patrulaterelor armonice, printre care si cea referitoare la bisectoarele unghiurilor opuse ale
patrulaterului. S-o demonstram : pe diagonala [ AC] exista un punct unic determinat E care

Tmparte acest segment ntr-un raport dat, iar punctul E se afla pe bisectoarele din B si D daca

AE AB AD

inumaidacd — = — = —= i daca si numai daca patrulaterul ABCD monic.
si numai daca 5C - BC CD,decdacag umai daca patrulateru CD este armonic
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Triunghiul ortic. Teorema lui Feuerbach

Prof. Radu Laura
Liceul cu Program Sportiv, Galati

Definitie:

Se numeste triunghi ortic triunghiul determinat de picioarele Tnaltimilor unui triunghi dat.

Teorema:
Fie ABC un triunghi si punctele A'=proc A, B'=pr,.B, C'=pr,C
Atunci :
1) Triunghiurile AB'C', BA'C', CB'A’ sunt triunghiuri asemenea cu triunghiul ABC .
2) Semidreptele [A'A , [B'B si [C'C sunt bisectoarele unghiurilor triunghiului ortic.
3) Ortocentrul triunghiului ABC este centrul cercului inscrisin triunghiul ortic A'B'C, iar
varfurile triunghiului ABC sunt centrele cercurilor exinscrise triunghiului ortic A'B'C'.
4) Tangentain punctul A lacercul circumscristriunghiului ABC este paralel a cu dreapta B'C'.
5) Dintretoate triunghiurile inscrise in triunghiul ABC, triunghiul ortic are perimetrul minim
(Teoremalui Feuerbach) .

A =
B!’
P
C!’
5f4
C’

H

1
A

B A’ C

Fig.1
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Demonstratie:

1) Stimca xBC'C=<CB'B, avand masurile de 90°, de unde deducem ca patrulaterul BCB'C' este
inscriptibil . Rezultd ca : m(<xABC) + m(xCB'C") = 180°
= <ABC=<AB'C' (1)
m(<AB'C') + m(<CB'C") = 180°

m(<ACB) + m(<BC'B") = 180°
— XACB=<4ACB' (2)
m(xACB') + m(<BCB') = 180°

Din relatiile (1) si (2) rezultd cda A AB'C' ~AABC.
Analog se demonstreaza si celelalte doua asemanari .

2) Conform punctului 1) rezultd cd *CA'B=<xB'A'C(=<BAC). Atunci < A =< A, cafiind
complementele a doua unghiuri congruente, de unde rezulta ca [A'A este bisectoarea unghiului
<B'A'C.

3) Din punctul 2) se deduce cé ortocentrul H al triunghiulu i ABC se afla la intersectia bisectoarelor

triunghiul ortic si deci este centrul cercului Tnscris in triunghiul ortic A'B'C'.
Fie C" punctul Tn care semidreapta [A'C' intersecteaza cercul circumscris triunghiului.

Stimcd < C,=<xC,, dinpunctul 1) , < C, =< C, ca fiind opuse la varf , rezultdcd «C,=<C, .
Deci semidreapta[C'A este bisectoarea unghiului <B'C'C". Tn mod analog se demonstreaza c&

semidreapta [B'A este bisectoarea unghiului <C'B'B". Rezulta ca punctul A este centrul cercului
exinscris triunghiului A'B'C' tangent laturii [B'C'].

4) Avem ca m(<BAP) este jumatate din masura arcului mic AB. De asemenea m( <ACB) este tot
jumatate din masura arcului mic AB. Rezultda ca <BAP=<xACB, dar <ACB=<xAC'B'din relatia

(2), de unde obtinem cd& <BAP=<xAC'B' (alterne interne) ceea ce demonstreaza ca tangenta in
punctul A la cercul circumscris triunghiului ABC este paralela cu dreapta B'C'.

5) Se observa ca daca M parcurge dreapta BC, atunci B'M+MC' este minima daca

<B'MC=<CMB (Fig. 2).
Intr-adevar, fie By simetricul lui B' fati de BC. Se uneste C' cu B ;. Fie{M1}=BCnC'B;. Oricare ar fi
punctul M € BC, M = M; avem:
M1,C'+M;B'=M;C'+M1B;=C'B;<C'M+MB;=C'M+MB' .
Am obtinut astfel ca punctul M ; construit anterior este punctul de pe dreapta BC cu proprietatea ca

MC'+MB' este minima. Dar unghiurile <C'M1B si <B'M;C sunt congruente deoarece fiecare este
congruent cu %<B;M;C.
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Fig. 2 Fig. 3

Fie acum un triunghi A'B'C" inscrisin triunghiul ABC, A" € (BC), B'e (AC), C' e (AB). Fixand doua
cate doua varfurile acestui triunghi, se obtine cd minimul perimetrului se atinge cand laturile
triunghiului A'B'C' sunt egal inclinate pe laturile triunghiului ABC, deci cand unghiurile marcate pe
figura sunt congruente (Fig. 3).

Folosind acelasi rafionament ca ih demonstratia punctului 2), se obtine ca A, B si C sunt centrele

cercurilor exinscrise triunghiului A'B'C'. Rezulta ca [A'A este bisectoarea unghiului <B'A'C', deci

<CA'C=<B'A'A. Rezulta AA' 1 BC. Anaog se obtine BB' L. AC si CC' L AB. Prin urmare A'B'C’
este triunghiul ortic.
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Aplicatii:

Problema 1

Se considera triunghiul ABC si fie DEF triunghiul sau ortic. Daca M, N, P sunt mijloacele
laturilor BC, AC, AB, iar X, Y, Z sunt mijloacele laturilor FE, FD, DE , s& se demonstreze ca dreptele MX,
NY si PZ sunt concurente .

Demonstratie :

Patrulaterul BCEF este inscriptibil Tn cercul de diametru BC, deci centrul acestui cerc este chiar
punctul M, iar latura FE a triunghiului ortic este o coarda in acest cerc. Punctul X fiind mijlocul
acestei coarde, rezulta ca MX este mediatoarea segmentului FE .

Tn mod analog se arati ci NY este mediatoarea segmentului FD si PZ este mediatoarea
segmentului DE . Cele trei drepte MX, NY si PZ sunt mediatoarele triunghiului ortic, de unde rezulta
ca aceste drepte sunt concurente Tn centrul cercului circumscris triunghiului ortic, care este de fapt
centrul cercului lui Euler .
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Problema 2

Se considera triunghiul ABC in care se duc inaltimile AD, BE si CF . Acestea intersecteaza
cercul circumscris triunghiului in M, N si P. Sa se arate cé este adevarata inegalitatea :

o[MNP] [ AD BE CF)
+—+

>9

AM BN CP

o[DEF]

Demonstratie:

Avemca <A; =< B;deoarece subintind acelasi arc MC , dar <A1 =< B, avand acelasi

complement C, rezultd ca <B; =< B, de unde deducem ca ABDM = ABDH si de aici MD=DH .
Analog NE=EH si PF=FH . Deci segmentele DE, EF si FD sunt linii mijlocii in triunghiurile HMN, HNP si
respectiv HPM , ele sunt paralele cu bazele si egale cu jumatatea bazelor. Rezulta imediat ca triunghiurile

. . 1
DEF si MNP sunt asemenea si au raportul de asemanare egal cu —.

c[MNP] _(gjz
c[DEF] (1
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AD BE CF  AD BE CF 3

+ + = + + >3- =
AM BN CP AD+DM BE+EN CF+FP DM EN FP
1+ —+1+ ——+1+ —
D BE CF

(s-afolosit inegalitatea mediilor , ma> my, )

9 9 9 9
~_ HD HE HF _ HD-BC HE-AC HF-AB . o[ABC] 4
+ + + 3+ + + 3+
AD BE CF AD-BC BE-AC CF-AB c[ABC]

. o[MNP]({ AD BE CF 9 o[MNP]( AD BE CF
Deci + + >4.—=9 & + +
c[DEF]{AM BN CP 4 c[DEF]\AM BN CP
demonstrat .

jz 9, ceeacetrebuia

Problema 3

Fie ABC un triunghi oarecare, avand toate unghiurile ascutite. Daca D, E, F sunt picioarele
indltimilor din varfurile A, B si C, H este ortocentrul, iar R raza cercului circumscris triunghiului ABC, sd se
arate ca : a) HD cos A+ HE cosB + HF cosC = 6Rcos AcosBcosC ;

HA HB HC

b) + +

HD HE HF

= tgAtgB + tgBtgC + tgCtgA - 3.

Demonstratie:
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a) In triunghiul ABC aplicdm teorema sinusurilor : ,AB = EC = AC =2R . (D
snC snA snB
ABCF = cosB=ﬁ = Bc:i 2
BC cosB

Unghiul H; din ABHF este congruent cu unghiul A al triunghiului ABC, avand acelasi complement
<ABE.
BF

BBHF = tgH,= - = BF =HFgA (3)

HF tgA  HF sinA

Din (2) si (3) rezultaca BC = =
cosB cosAcosB

. Inlocuind pe BC in teorema sinusurilor obtinem :

HF sin A
cosAcosB
Tn mod analog obtinem HE cosB = 2R cosA cosB cosC si HD cosA= 2R cosA cosB cosC .
Tnsumand ultimile trei relatii avem : HD cos A+ HE cosB + HF cosC = 6R cos A cosB .

=2RsnA = HF =2RcosAcosB = HF cosC =2RcosAcosB cosC .

b) Calculim HA HB HC AD- HD+BE HE CF - HF AD BE CF _3 @)

HD HE HF  HD HE HF HD HE HF
Din punctul @) avem : HD = 2R cosB cosC

HE = 2R cos A cosC
HF = 2R cosAcosB .

N T.sin
INAABD = AD=ABsnB = 2RsinBsinC
N T.sin
INABCE = BE=BCsinC = 2RsinAsinC

T.sin

INACAF = CF =ACsnA = 2RsinAsinB
Tnlocuind n relatia (4) , obtinem :
HA HB HC 2Rsin BsmC 2Rsin AsmC 2Rsin AsinB
HD HE HF 2RcosBcosC 2RcosAcosC 2RcosAcosB
= tgBtgC + tgAtgC + tgAtgB - 3

. HA HB HC
Deci + + = tgAtgB + tgBtgC + tgCtgA — 3.
HD HE HF At 9=t g9
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Probleme rezolvate
cu inegalitati geometrice in triunghi

pentru gimnaziu si liceu

Prof. Andrei Dobre

1. Sase demonstreze ca o mediana a unui triunghi este mai mica decat semisuma laturilor
alaturate cu ea.

Solutie: A

Fie triunghiul ABC si mediana AA’ ; prelungim aceasta
mediana cu o lungime [A’A”] = [AA’].

Se demonstreaza usor, congruenta triunghiurilor ABA’ si
CA’A” ( cazul de congruenta , latura , unghi latura ), de

unde rezulta [AB] = [CA”].

In triunghiul ACA” avem [AA”] < [AC] + [CA”] si, cum
[A'A"] = [AA”], rezulta ca AA'<22,

2. Sa se arate ca ,in triunghiul ABC, in care [ AB]| <[ AC],avemca[AD | <[ AC],
oricarear fi D € (BC).

Solutie:
Cum din ipoteza [ AB ] <[ AC J,rezultaca B> C.

Dar, <ADC > <B si <B, conform unghiului exterior. Din ADC> Bsi B> C,urmeaza cain
triunghiul ADC avem [ AC |>[ AD |.
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3. Fie triunghiul ABC,incarem (BAC)>m ( ABC)+m ( ACB)sifie D mijlocul

. EC
segmentului [BC].Sa se arate ca AD < <
Solutie:

A
B D C

Avemm (BAC)=m (BAD)+m (DAIC)>m (ABC)+m (ACB),din
ipoteza.

Deaicirezulta:saum (BAD)>m ( ABC), deunde BD = AD ; sau

m (DAC)>m (ACB),deunde DC > AD.Din BD > AD si DC > AD, adunandu-le, se
. EC
obtine AD <5 -

4. Se ia un punct oarecare M in interiorul unui triunghi ABC .

Sa se demonstreze ca, suma MA + MB + MC este cuprinsa intre semiperimetrul si perimetrul
triunghiului ABC.

Solutie:

Din triunghiul MBC, MCA si MAB rezulta , respectiv, ca BC < MB + MC , CA < MC + MA si AB<
MA + MB ; adunandu-le, se obtine ca é (AB+BC+ CA ) <MA + MB + MC. In continuare, deoarece
linia poligonala (franta) BAC inconjoara linia franta BMC , urmeaza ca MB + MC < AB + AC. Analog

avem, MA + MC < AB + BC si MA + MB < AC + BC. Din aceste trei inegalitati , rezulta inegalitatea
ceruta.

5. Fie ca O un punct in interiorul triunghiului ABC. Dreptele BO si CO intersecteaza AC
si AB in D, respectiv E. Stiind ca unghiul BAC este obtuz, sa se arate ca BD + CE > BE + ED +
DC.

Solutie:
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Din triunghiurile AEC,ABD si AED rezulta , respectiv, ca EC > AD + DC, BD > AE + BE si ED <
AE + AD.Apoi, EC + BD > AD + DC + AE + BE si, cum AE + AD > ED , urmeaza inegalitatea ceruta.

O

6. In triunghiul ABC are loc inegalitatea BC > AC.Daca AD si BE sunt inaltimi din A,
respectiv din B, sa se arate ca BC + AD = AC + BE. Sa se precizeze, apoi, cand are loc egalitatea.

Solutie:

Notam BC =a ,AC =b, AD =h, ,BE =hy.Atunci, relatia ceruta se scrie:a + hy =b + by, saua+b

sinC=b+asinC, adica(a-b)-(1-sinC)=0.

Cum, prin ipoteza a > b, egalitatea are loc pentru sinC = 1, adica pentru triunghiul dreptunghic in C.

7._Doua triunghiuri sunt asezate astfel incat au o latura comuna, iar alte doua laturi se
intersecteaza.Sa se demonstreze ca, suma lungimilor latureilor care se intersecteaza este mai mare
decat suma lingimilor laturilor care nu se intersecteaza.

Solutie:
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Fie AC latura comuna triunghiurilor ABC si ADC si, fie E punctul de intersectie al laturilor
AD si BC.Din triunghiurile AEB si CDE, rezulta, respectiv, ca AE + BE > AB si EC + ED > CD,
care, adunate membru cu membru, si tinand seama ca AE + ED = AD, iar BE + EC = BC, conduc la
AD + BC > AB + CD.

8. Medianele corespunzatoare laturilor BC si AC ale triunghiului ABC sunt

. 1 . BC
perpendiculare. Sa se demonstreze ca P = i = 2.

Solutie:

Fie AD, BE, CF, medianele triunghiului ABC si fie G punctul lor de intersectie.Notam AB =
c,BC=asi AC=b.

Din triunghiul dreptunghic AGB, rezulta GF= g
Construim paralelogramul ACBC’(AC|BC’ si AC’||BC). Cum CF= 3—;, urmeaza ca CC’= 3.

Folosind rezultatul cunoscut, anume ca “intr-un paralelogram suma patratelor diagonalelor este
egala cu suma patratelor tuturor laturilor”, putem scrie:

(3c)2+c?=2a%+ 2b?, 5c=a? + bl
Deoarece |a-b| = ¢ <2 a + b, urmeaza ca 5(a +b)? = a® + b? si, pe de alta parte, 5{a — b)? < a? + b

Inegalitatea 5(a —hb)* < a® + b? este echivalent cu (%}2 - E {E} + 1+ 0, de unde rezulta E < E =),

9. In triunghiul ABC, fie [BL bisectoarea unghiului ZABC, L € |AC|. Sa se arate ca BA =
LA si BC == LC.

Solutie:

Unul dintre unghiurile ZBLA, ZBLC este mai mare sau cel putin egal cu 90%. Fie m#&(BLA)= 907,
atunci, din triunghiul ABL avem AB > AL.

Acum, m#&(BLC) > m#(LBC), deoarece ZBLC este unghi exterior triunghiului ABL si £ ABL
= ZLBC. Atunci, din triunghiul BLC rezulta ca BC > LC.
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10. Fie ABC un triunghi dreptunghic in A. Sa se arate ca AD > AB + AC — BC, unde D este
piciorul inaltimii din A.

Solutie:
Inegalitatea din enunt mai poate fi scrisa:

AD +BC > AB + AC sau (AB + AC)?>(AB + AC)? si cum AB? + AC? = BC? iar AB
- AC = BC - AD, ea devine AD? > 0, ceea ce este evident.

11. Sa se arate ca, daca a, b, ¢ sunt lungimile laturilor unui triunghi oarecare, atunci are loc
inegalitatea b® + ¢ << a% + 2bc.

Solutie:

Din b2 + ¢ = 2bc, obtinem succesiv:

(b2 +cl-2bc)-al <0, (b — c)2-a2 < 0, (b—c+a)(b—c—a) < 0, ultima fiind, evident,

adevarata deoarece prima paranteza este pozitiva, iar a doua este negative.

12. Sa se demonstreze ca in orice triunghi ABC au loc inegalitatile:
1) hh, +hh, +hh, <p?

2) h, +h, +h, <2p

Solutie:
. ah bh ¢ .
Sestieca: § = —~=—L=""prin
2 2 2
2
hoh, +hh +hh, :££+££+££:452 L L L :M:
urmatoarele: a b b ¢ ¢ ab  be  ca abe
2 2

abc ’ R R
ceea ce conduce la: h h, +h,h, +hh, < p?cu egalitate in cazul triunghiului echilateral.

2) Fie triunghiul ABCsi 4'e BC ,B'e AC ,C'e AB
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astfel incat AA'1 BC ,BB'1l AC ,CC'L A4B.

In triunghiul AA’B,m (LA ') >m (ZB ), ceea ce implica:
c>h,

In triunghiul ACC’,m (£C ") > m(£4) si deci b>h,,

iar in triunghiul BB’C, (LB ’) > m (£C) de unde a>h,

Prin urmare, c>h, , b>h, si a>h, ceea ce conduce la a+b+c>h,th,+h, si deci: h,+h,+h>2p

13. Fie ABC un triunghi dreptunghic cu m (AA ) =90%)

Atunci are loc inegalitatea :

Solutie:

, be . a+b+c . . : . .
Sestieca:h, =— sip = T Prin urmare, inegalitatea din enunt devine:
a

ba_c < ;(;[_)\J/FEC)@2(1+\/5Xbc)£b2+c2+(b +e Wb +c? (%)

2

2
b;c Zb;c,iarb2+c2+(b+c br+¢? =

Din relatia (b —c )2 > (0 obtinem deci pentru a demonstra (*)

2 2 2
b+t +42( +¢)- e ;LC 2b2+c2+—\5(b+c)

b2+cz+M22(1+\/5);c o

2
este suficient sa verificam: 2b° +2¢% ++/2b +~4/2¢* + 2/2bc > 4be +442bc <
& 2p2+e* =26 )+2(2 +c* =2hc )2 0

20 —cf+2( )

care este adevarata Egalitate avem daca b=c, adica in cazul triunghiului dreptunghic isoscel.
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14. Sa se demonstreze ca in orice triunghi ABC au loc inegalitatile:
Dm, <p,m, <p,m, <p
2)2m, <b+c,2m, <c+a,2m, <a+b

Hp<m, +m, +m, <2p

Solutie:
1) Fie triunghiul ABC si 4'e (BC ) A

b+
, far in triunghiul ACA’: m, = 2“ ,

+
In triunghiul ABA’: m , = ‘e

deci 2m,=a+b+c, de unde m,<p

Celelalte relatii se obtin in mod analog.

2) Fie triunghiul ABC si 4'e (BC ).

Consideram punctul M ca fiind simetricul lui A fata de mijlocul segmentului (BC)
Prin urmare AM=AA’+A’M=m,+m,.

Triunghiurile AA’C si MA’B sunt congruente (L.U.L) ceea ce implica: BM=AB=b

In triunghiul ABM avem: AM<AB+BM, ceea ce implica 2m, <b+c.

A C
Celelalte relatii se obtin in mod similar
o

B M

3) Fie triunghiul ABC si 4'e (BC ),C'e (4B ),B'e (4C ) astfel incat AA’, BB’, CC’ sunt mediane
A
conform punctului 2) avem: c
g
2m, <b+c, 2m, <b+c,
N o C

2m, <a +b ceea ce implica
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2("% +m, +mc)<2(a +b +c)
adicam, +m, +m,  <2p (¥

Consideram punctul N ca fiind intersectia dreptei BC cu paralela prin A la mediana BB’. Notam cu
{E } = AN N MB , unde M este simetricul

lui A fata de mijlocul segmentului (BC), iar cu {F } =AB NMN .

Observam ca AEBB’ este paralelogram de unde rezulta ca EB=AB’=b/2 si cu BM=AC=b, obtinem
ME=3b/2.

In triunghiul MNA avem: NA’ este mediana iar BE=ME/3 si BM=2ME/3 prin urmare, NA’, ME si AF sunt
mediane {B }= AF "ME ~NA .
3b 3a

3
De asemenea, AM=2m,, NM=2m,, AN=2m,, iar ME = 7; NA'= 7; AF = ?C (**)

Conform relatiilor din punctul 2) vom avem in triunghiul ANM: 2AF<AN+AM, 2ME<MA+MN,
2NA’<NA-+NM, dar avand in vedere relatiile (**) obtinem:

3¢ <2m, +2m,, 3b <2m, +2m, deunde rezulta 3(at+b+c)<4(m,+my+tm,) care este echivalenta cu :

3 3
20 <m,+m,+m, ,dar p < TP si deci p<m,Tm,+m,, care impreuna cu (*) ne da dubla inegalitate din

enunt.

15. Se noteaza cu M,N si P respectiv mijloacele laturilor (BC); (AC) si (AB) ale triunghiul ABC
oarecare. Dreptele AM , BN si CP intersecteaza cercul circumscris triunghiul ABC in Q,S,T. Sa se
arate ca:

AM +ﬂ+229

MO NS PT

Solutie:
Puterea punctului M fata de cerc implica:
AM/MQ=BM/BC dar BM=MC=A/2 iar

AM 4m

AM=m, de unde rezulta = 2“ deci
a




Revista Electronici Matelnfo.ro ISSN 2065-6432 nr. august 2010 | www.Matelnfo.ro

AM 4m? , BN 4m}
—— = ——. In mod analog obtinem —— = —
MQ a NS b
_CP 4m} o . .
si E = ——. Avand cele trei relatii i folosind  teorema medianei avem:
¢

AM BN CP  4m} 4m] 4m’
+ = + +—

+ 2 2
MO NS PT a b ¢

3 2(b2+cz)—a2 +2(a2+c2)—b2 +2(b2+az)—c2

B a’ b? ¢’
b e’ ¢’ a’ > b

—+—|+2] —+— |+2| —+— |-
(az blj (az CZJ (bZ 62]

-322-2+2-242-2-3=9.

BN, CP oy
NS PT

In concluzie
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