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Studiu privind metoda sintezei in rezolvarea problemelor de geometrie
Prof. Antohe Florin Mihai

Scoala Nichita Stanescu Galati

1. Metoda sintezei in rezolvarea problemelor de calcul

Prin sinteza, o problema de calcul se rezolva astfel: se iau doud date cunoscute ale
problemei, intre care existd o legaturd si cu ajutorul lor se formuleaza o problema care ne
da posibilitatea sd calculam valoarea unei a treia marimi, care devine astfel cunoscuta. Se
iau apoi alte doud cunoscute (fie date prin enuntul problemei, fie calculate anterior) si cu
ajutorul lor se formuleaza o problema, care rezolvata ne da valoarea unei noi marimi. Se
procedeaza in acest mod pana la gasirea valorilor marimilor ce se cer in problema.

In cazul rezolvarii avem griji ca din doua date cunoscute si calculim valorile
acelor marimi care la rAndul lor sa fie legate de marimile cunoscute din problema si sa ne

ajute, din aproape in aproape, la gasirea valorilor cerute.

2. Metoda sintezei in rezolvarea problemelor de demonstratie

Intr-o problema de demonstratie la geometrie se considera o figura F, despre care
se spune ca poseda proprietatile o si se cere sd se demonstreze ca in acest caz mai poseda
si proprietatile f3.

Propozitia care afirma ca figura F poseda proprietatile a, pe care o notdm cu A,
poartd numele de ipoteza, iar propozitia care afirma ca figura F poseda proprietatile 3 si
pe carele notam cu B, poartd denumirea de concluzie. Cu alte cuvinte, intr-o problema de
demonstratie se cere sa arataim ca daca pentru o figurd F este adevaratd proprietatea A
(ipoteza), este adevarata si B (concluzia).

La rezolvarea unei probleme de demonstratie se procedeaza astfel: se porneste de
la propozitia A si se cautd o altd propozitie C, pe care o implica propozitia A. Cu alte
cuvinte tindnd seama cad figura F are proprietatile o, cdutam sd descoperim si alte

proprietati y, iar propozitia care afirmd ca figura F are proprietatile y, o notam cu C.
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Cautam mai departe o propozitie P, pe care s-o implice propozitia A si C si asa mai

departe pana cand propozitiile astfel gasite implica propozitia B (concluzia).

Exemplu (teorema lui Menelaus). Fie ABC un triunghi si fie A, B’, C’ trei puncte
coliniare distincte astfel ca A’eBC, B’eAC, C’eAB. Sa se arate ca:

| 4B I BC| | CAll _,

| AC | || B4 | CB

)

A Fig.1

Cl
Demonstratie. Fie triunghiul ABC si 4",
B’ C’ punctele unede o transversald

intersecteaza laturile lui (fig 1). Trebuie sa

ardtdm ca este adevarata relatia (1). B c A’
a) Analizand figura, observam ca ipoteza nu ne da suficiente date pentru apune in
evidenta relatia ceruta. Fiind vorba despre rapoarte si legaturile ce trebuiesc stabilite
intre ele constituie o indicatie cd trebuie sd plecdm de la cunostinte referitoare la
asemanarea treiunghiurilor. Pe figura nu sunt triunghiuri asemenea, aceasta inseamna
ca trebuie sa le construim. Ducand din C paralela (CD) la latura (4B), observam ca s-
au format mai multe triunghiuri asemenea.
b) Triunghiurile 4’CD si BA'C’ fiind asemenea, potrivit teoremei fundamentale a

asemanarii, putem scrie:

4B _ || BC" |
| A4C1 | CD
2
c) Din asemanarea triunghiurilor CB D si C’B’4 putem scrie:
| BCl _ [ CD |
I B4 || C4|
3

Inmultind egalitatile (1), (2) si (3) membru cu membru obtinem:
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| AB | I B'CJ _ [ BC" || I CD _ |l BC"|]
| AC| [ B4 [ CBI [[CA4| [C4]
Inmultind egalititile (4) cu raportul ”C—A,” obtinem:
I BC" |
| AB I BCINCAl _[BC | [[C4] _,
| AC| I BANCBI [ C4] | CBI

Folosind tranzitivitatea relatiei de egalitate obtinem relatia (1) si teorema este

demonstrata.
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TREI PROBLEME DE GEOMETRIE

Corneliu Manescu-Avram

Aceastd notd contine solutii alternative pentru trei probleme de concurs, solutiile originale fiind
date in bibliografie "2,

1. Fie O centrul cercului circumscris unui triunghi ABC, D mijlocul laturii AB si E centrul de
greutate al triunghiului ACD. Sa se demonstreze ca dreptele CD si OE sunt perpendiculare daca
si numai daca AB = AC.

Solutie : Folosim coordonatele complexe, alegem originea in O si cercul circumscris triunghiului
ABC drept cerc unitate. Triunghiul ABC este isoscel (AB = AC) daca si numai daca piciorul
inaltimii din A coincide cu mijlocul laturii BC :

a+b+c—abc b+c
2 2’

unde literele mici reprezinta afixele punctelor notate cu majuscule. Se obtine a? = bc (1).

) a+b a+c+d 3a+b+2c . ) )
Avemsid= ERE e= 3 = . Coeficientul unghiular complex al dreptei CD
c—d abc(a+b-2c) = . e abc(3a+b+2c) )
este mep = —= = si similar mpp = — = . Dreptele CD si
c—d bct+ac—-2ab e 3bc+ac+2ab

OE sunt perpendiculare daca si numai daca m.p + myg = 0, deci

abc(a+b-2c) N abc(3a+b+2c) B
bc+ac—-2ab 3bc+ac+2ab

0, 2)

conditie care este echivalentd cu (1), ceea ce se verifica simplu efectuand calculele.

2. Fie triunghiul ABC, cu AB < AC si D piciorul bisectoarei din A. Pe semidreptele (CA si (BA
ludm punctele P, respectiv Q astfel incat CP = AB si BQ = AC. Notam M intersectia dreptei PQ
cu BC.

a) Aratati ca dreptele PQ si AD sunt paralele.
b) Aratati ca BD = MC.

c) Aratati ca AD este medie geometrica intre MP si MQ.
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Solutie :

v

o

)
4

Alegem reperul cartezian cu originea in punctul A, bisectoarea AD ca axa a absciselor, cu D in
partea pozitiva, axa ordonatelor astfel incat punctul B se afld in primul cadran. Coordonatele
punctelor sunt agadar A(0, 0), B(b, mb), C(c, —mc), unde 0 <b <c si m > 0. Euatia dreptei BC
este

y+mc  x-—c
m(b+c) b-c’

(BC) :

2bc

Pentruy = 0 se obtine Xxp= — .
y ’ b b+c

a) Dreptele PQ si AD sunt paralele daca si numai daca yp = yq. Punctul P se afld pe
semidreapta (CA, deci P(p, —mp), cu p > 0. Din CP = AB se obtine (¢ — p)? = b2, de unde

p=c — b. Similar, Q(q,mq),cuq<0si (b —q)? = c?, deunde q=b — c. Avem asadar

yr =Yo.
24 o2
b) Avem yy =m(b — c), iar din ecuatia dreptei BC obtinem Xy = e Egalitatea BD =
= MC are loc daca si numai daca
(Zbc b)2+ b)? = (b2+cz c)2+ [m(b — ¢) + mc]?
b+c (mb)*= b+c m(b =) +mel’,

egalitate care este adevarata.

c) Egalitatea AD? = MP - MQ este echivalentd cu
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2 2, .2 24 .2
2bc b“+c b“+c
= b-—c)( —b c)
(b+c) ( b+c T b+c Tt ),
care este adevarata.

3. Fie AABC, in care cercul inscris e tangent la BC in punctul D. Un cerc care trece prin B 51 C e
tangent la cercul Inscris in E. Daca | este centrul cercului exinscris corespunzator punctului A,
aratati ca D, E, | sunt coliniare.

Solutie : Alegem un reper cartezian cu originea in centrul cercului Inscris, considerat drept cerc
unitate, dreapta BC pe axa Ox si punctul D pe axa Oy. Fie B(b,—1), C(c,—1),b <0, c>0.
Dreapta AB are ecuatia y + 1 = m;(x — b) (1) si este tangenta cercului inscris x? + y2 =1 (2)
daca ecuatia de gradul doi care se obtine eliminand una dintre necunoscute (de exemplu pe Y)
intre ecuatiile (1) 51 (2)

x2+[m(x—b)—1]? =1

are radacina dubla, deci discriminantul ei este nul. Se deduce m; = (3). Similar, ecuatia

1-b?2
b+c bc—1)
bc+1’ bc+1)’

2c
dreptei ACestey + 1 = my(x —¢) (4),cum, = T c2 (5). Rezulta A(

Dreapta care trece prin origine si prin punctul B (bisectoarea interioara a unghiului B) are

coeficientul unghiular 7 deci coeficientul unghiular al bisectoarei exterioare a unghiului B

este egal cu b, iar ecuatia acestei bisectoare este y + 1 = b(x — b). Similar, ecuatia bisectoarei
exterioare a unghiului C este y + 1 = c(x — ¢), deci centrul cercului exinscris corespunzator
punctului A (intersectia acestor bisectoare exterioare) este I, (b + ¢, bc — 1).

Un cerc oarecare prin B si C are centrul O pe mediatoarea segmentului [BC] , deci

b+c
O(T ) ﬂ.), unde A este un parametru care se va determina din conditia ca acest cerc sa fie

tangent cercului inscris.

bc
Dreapta El are ecuatiay + 1 =mx, m = btc si intersecteaza cercul inscris Tn punctul
c

( 2m  m2-1
D

) ) Punctul D apartine si celui de-al doilea cerc daca si numai daca
m2+1’ m2+1

b%2+bc+c?

A=— b Pentru aceasta valoare a lui A cele doud cercuri sunt tangente interior,
c

deoarece distanta dintre centrele lor este egala cu diferenta razelor. Lasam cititorului verificarea
prin calcul a acestei afirmatii.



Revista Electronica Matelnfo.ro ISSN 2065 — 6432 Ianuarie 2011

Bibliografie

[1] (colectiv) Olimpiadele balcanice de matematica 1984 - 1994, Editura GIL, Zalau, 1996

[2] Concursul de matematica “Laurentiu Panaitopol” si concursul IMAR, Bucuresti,
20 nov. 2010, www.concursul.info

[3] Liang-shin Hahn, Complex Numbers and Geometry, The Mathematical Association of
America, 1994



Revista Electronica Matelnfo.ro ISSN 2065 — 6432 Ianuarie 2011

Folosirea partii intregi
de Nicodim A. Negrea

Regretatului institutor Gh. Ciocsan
(nascut in jud.Arges,profesor suplinitor de matematica
in Apuseni,comuna Girda de Sus,jud.Alba, 1957-1959)

1. Problema 1.

La ce etaj ( e ) este situat apartamentul n, pe scara unui bloc de locuinte care
are a apartamente la fiecare etaj ( parterul este considerat etajul 0 ) ?

-1 : : .
Raspuns: e = [nT] ,unde [x] inseamna partea intreagaaluix,x € R .

2. Problema 2.(problema ,bucatilor de lant”)

2.1.Problema 2.1

Cate taieturi-lipituri (t) sunt necesare pentru a forma o bucata liniara
de lant, daca sunt 5 bucati de lant ,cu cate 3 zale fiecare ?

Aceasta problema este ,,populara”(se afla in culegeri ,in forma echivalenta).
Solutie:

Intre 5 bucati de lant asezate liniar sunt 4 spatii libere. Cu 4 taieturi-lipituri
putem forma o bucata liniara de lant. Oare acesta este cel mai mic numar de
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taieturi-lipituri?! Numarul ar putea fi mai mic numai daca s-ar “desfiinta”cat
mai multe bucati de lant (insa toate zalele din bucatile “desfintate” sa fie taiate
si apoi lipite,intre bucati “nedesfintate”),deoarece numarul de intervale dintre
bucati, dupa “desfiintare”, ar fi minim. In aceasta problema “desfiintam” o
bucata prin 3 taieturi si cate o za o lipim intre doua bucati “nedesfiintate”. Am
obtinut o singura bucata liniara de lant prin numai 3 (nu prin 4 ) taieturi-lipituri.
Optimizarea s-a obtinut datorita ideii “desfintarii” unor (unei) bucati de lant .

Raspuns: t = 3.
2.2. Problema lantului (generalizarea lui 2.1)

Cate taieturi-lipituri ( t ) sunt necesare pentru a forma o bucata liniara de
lant , daca sunt n bucati de lant, cu cate ,respectiv, z; < z, < --- < 7, zale ?

Solutie :
N*={n: neN si n=>1}, N este multimea numerelor naturale .

Existak , k€ N*, k<n—1,astfelincat: n—k—-1<2z;+2, +--+ 2 .
Este posibila una si numai una dintre urmatoarele doua situatii :

1. Exista numarul k cu proprietatile: k € N* si
n—k—1=z,+2z,+ -+ 2.

Obtinem,in acest caz : t=n—-k-1.

Deorece : taiem z; + z, + -+ + z; zale, fiind astfel , desfiintate” primele k
bucati si ramanand ,nedesfiintate” ultimele n — k bucati,intre bucatile ramase
fiind n — k — 1 intervale ; nr. acestor intervale = nr. de zale taiate, pentru ca in
fiecare interval introducem 1 (o) za ,dintre cele taiate, si o lipim .

2. Nu este posibila situatia 1. si exista numarul k, care este cel mai mic
numar cu proprietatile:k e N*, k<n—1 sin—k—-1<
Z1+Z2 +"'+Zk.

Obtinem,in acest caz : t=n—=k.

Se analizeaza doua cazuri :
Cazul1°:k =1;
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n—-2<z;t=n—-1=n-—k%k.

Cazul 2°: k> 2:

n—k—2>z +z,+ -+ 2z,_, ,deoarece, nupoatefi : n—k—2<2z; +
Zy + - + zj_4(se analizeaza separat situatia “=",apoi”’<”).

,Desfiintam” primele k — 1 bucati, prin taierea fiecarei zale din aceste bucati,
apoi, din bucata ak —a taiem unnumarde”n —k — (z; + z, + -+ z_1)”
zale ,deci ,,nu desfiintam” ,in totalitate, bucata a ,,k”—a ; apoi cate o za ,din cele
n — k zale taiate, o lipim intre ultimele bucati care au ramas . Constatam ca am
format astfel o singura bucata de lant liniar ,prin n — k taieturi-lipituri.

2.2.1. Caz particular: z, =z, = =2,=1z.
Solutie :
Este posibila numai una dintre urmatoarele doua situatii :

1.Daca exista numarul k cu proprietatile: k € N*, k <n —1si
n—k—1=z+2z,+ -+ 2z, =kz, atunci:

k=n—_1€N, t=n—k—-1=n—-22--1
zZ+1 z+1

2. Daca numarul k este cel mai mic numar cu proprietatile: k € N*,
k<n—-1sin—-k—-1<z +2z,+ -+ 2z, =kz ,atunci:

k>n—_1,k=[n—_1]+1 si t=n—k=n-— n—_l]—l ,
Z+1 Z+1 Z+1

unde [x] inseamna partea intreaga aluix ,x € R.
Nu mai exista alte situatii | Constatam ca in 1. si 2. am obtinut acelasi rezultat.

n—1
Raspuns pentru 2.2.1. : t=n—1- Z+—1]

2.2.2. Caz particular: z, =1,2,=2,...,z, =n.
Solutie :

Este posibila numai una dintre urmatoarele doua situatii :
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1. Daca exista numarul k cu proprietatile: kK € N* si
k(k+1)

n—k—-1=z1+z,++2z,=1+2+--+k= , atunci :

k2+3k—2(n—-1)=0; A=9+8n—-1)=8n+1;

—3+/8n+1 N
: k1=—%§LeN

Vv8n+1-3
> i

7

t=n—-k—-1=n-1-

2. Daca numarul k este cel mai mic numar cu proprietatile: k € N*,

k<n-—1si n—k—1<zl+zz+---+zk=@,atunci:

k?+3k—-2(n—-1)>0; 4=9+8n—-1)=8n+1;

-3+V/8n+1
kl’z — 2 ; kz < 0 , kl > 0
k| —oo k; ky +oo
K2+3k—2(n—1) | +HH+++Httttttss0-—— ——————— O+++++++++++++ '

M—3] '

k>ky ;3 k=[k]+1 ;t=n—k=n—[k]-1=n—1-["2

Constatam ca in 1. si 2. am obtinut acelasi rezultat.

M—s] .

Raspuns pentru 2.2.2. : t=n—1- [ .

3.Aproximarea si rotunjirea numerelor reale

Pentru fiecare numar real, x ,exista un singur numar intreg, m , astfel
ca:
m<x<m+1.

Numarul m se numeste partea intreaga a lui x .

Se noteaza :

E:R->Z7Z, E(x)=[x]=m.
Se obtin :

[x] <x<|[x]+1;
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x—1<[x]<x<|[x]+1.

In toate cele ce urmeaza, fixam un numar natural oarecare, b, b = 2, pe care
il vom numi baza si un numar intreg, n; numarul b™ il vom numi ordin .

Se constata :
n poate fi negativ sau zero sau pozitiv, dar intreg ; b > 2 si b este natural ;
b™ >0 ;
[xb™™] <xb™ <[xb™"]|+1;
[xb™™]b™ < x < [xb™"]b™ + b" ;
R este multimea numerelor reale ; Q este multimea numerelor rationale.
Definim functiile :

an iR - Q ,ay(x) = [xb™"]b" ;
a,(x) o numim aproximatia prin neadaus(neadaos) in baza b de ordinul
b™a luix; dacab =10, a,,(x) o numim aproximatia prin neadaus de
ordinul b™ alui x ;
functia a,, o numim aproximarea prin neadaus in baza b de ordinul b™ a
numerelor reale ; dacab = 10, o, o numim aproximarea prin neadaus
de ordinul b™ a numerelor reale ;

A, :R->Q ,A,(x) = [xb~™]b™ + b" ;
A, (x) o numim aproximatia prin adaus in baza b de ordinul b™ a lui x;
daca b = 10, A,,(x) o numim aproximatia prin adaus de ordinul b™ a lui x ;
functia A,, o numim aproximarea prin adaus in baza b de ordinul b™ a
numerelor reale ; dacab = 10, A,, o numim aproximarea prin adaus de
ordinul b™ a numerelor reale .

Se constata :
[-xb™]| < —xb™ <[—xb7"]+1;
—[=xb™"]b" — b" < x < —[—xb7"]|b" .

Definim functiile :
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a,":R—-Q ,a,"(x) = —[-xb7"]b" = b" ;
a,*(x) o numim aproximatia prin lipsa in baza b de ordinul b™ a lui x ;
dacab = 10 ,a,,*(x) o numim aproximatia prin lipsa de ordinul b™ alui x ;
functia a,* o numim aproximarea prin lipsa in baza b de ordinul b™ a
numerelor reale ; dacab =10, a,” o numim aproximarea prin lipsa de
ordinul b™ a numerelor reale ;

Ay iR-Q A, (x) = —[-xb7"]b" ;
A" (x) o numim aproximatia prin nelipsa in baza b de ordinul b™ a lui x;
dacab = 10, A,"(x) o numim aproximatia prin nelipsa de ordinul b™ a lui
x;functia A," o numim aproximarea prin nelipsa in baza b de ordinul b™
a numerelor reale ; dacab = 10, 4,," o numim aproximarea prin nelipsa
de ordinul b™ a numerelor reale .

Definim functiile :

pn:R->Q ,pp(x) :an(x'l'%);
Pn(x) 0 numim rotunjimea in baza b de ordinul b™ a lui x ;
dacab = 10, p,(x) o numim rotunjimea de ordinul b™ alui x ;
functia p, o numim rotunjirea in baza b de ordinul b™ a numerelor reale ;
daca b = 10, p, o numim rotunjirea de ordinul b™ a numerelor reale ;

P i R->Q, pp"(x) =ay” (x+%);
P (x) o numim rotunjimea duala in baza b de ordinul b™ a lui x ;
dacab =10, p,;* (x) o numim rotunjimea duala de ordinul b™ a lui x ;
functia p,,* o numim rotunjirea duala in baza b de ordinul b™a numerelor
reale ; dacab =10, p,* o numim rotunjirea duala de ordinul b™ a
numerelor reale .
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ECUATII EXPONENTIALE

Prof. Iuliana Trasca
Sc. cu cls. I-VIIT ,, Gh. Popescu”
Oras Scornicesti, jud. Olt

Prin ecuatie exponentiala se intelege o ecuatie in care necunoscuta x figureaza la
exponenti. Se numeste solutie a unei ecuatii exponentiale de necunoscuta x, un numar
real X( cu proprietatea ca punand X=X, in ecuatie, aceasta se verifica. 4 rezolva o ecuatie
exponentiala inseamnad a-i determina toate solutiile. Doua ecuatii exponentiale se numesc
echivalente daca multimile de solutii coincid.

1. Ecuatii exponentiale de forma: a’™ =a**,a>0,a#1

Daca membrii au aceeasi baza ecuatia este echivalenta cu ecuatia f(x) = g(x)
(egalam exponentii). Solutiile acestei ecuatii sunt solutii ale ecuatiei date.
Ecuatiile de tipul a’™ =b*",a>0, a#1, b>0,b#1 se pot scrie astfel
a’® = ggee.d f(x)= g(x)logab

Exemple:
Sa se rezolve ecuatiile:

1 1 1
1) 5970 =57 12) 725" =1225;3) 37 .27 =BT 71 4) 3123 w0 = 27
5) 45x—1 — 7x+2
Solutii:
1) Ecuatia este echivalenti cu x° = 6x—9 care are solutia dubld x=3
2) Ecuatia este echivalentd cu 35> =35> & 2x=2<x=1
3) Se impune conditia: Jx+220oxe [-2,). Ecuatia se transcrie astfel:

32323 o [y 1241223 +2 & x=—1e[-2,:)

4) %+%+...+ﬁ=%—%+%—%+...+%—%=% Ecua;ia data
devine:3% =3 o — X __3,-_8
2(x+1) 5
5) 457 = 7% 5 457 = 497 o Se 1= xlog, 7 +log, 49 & x = 108 ]
5-log,7

2. Ecuatii exponentiale de forma:
a’ ¥ =b,a>0,a#1 sau a’V-c* =b, a>0, a%l, ¢>0, c#1-

Daca b <0, ecuatia nu are solutie (intotdeauna exponentiala ia numai valori strict
pozitive). Daca b > 0, se logaritmeaza ambii membri intr-o baza convenabild. Daca se
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logaritmeaza in baza a ecuatia se scrie echivalent f(x) =log, b si se rezolva aceasta
ecuatie.

Exemple:
Sa se rezolve ecuatiile:

x—1

D7 =-7:2) 3 7=15:3) (57-25)(5"+625)=0:4) 716+ =19208

Solutii:
1) Cum -7<0 ecuatia nu are solutii;

2) Ecuatia este echivalentd cux+1=1og,15 < x =log, 1?5 < x=log,5

3) Ecuatia este echivalenta cu rezolvarea ecuatiilor: 5 —25=0 < x=2 si
5% =—625 care nu are solutie

x—1

4) 7°-16 * =19208, ecuatia are solutii daca x = 0

Se logaritmeaza, de exemplu, in baza 7 si se obtine:
4(x—1 4(x—1
(x )10g72:10g7(74-23)c>x+ (x )
X X
de unde se obtine ecuatia: x* + x(log, 2—4)—4log, 2 =0, cu solutiile

x+ log,2=4+3log, 2

x, =4, x,=-log, 2

3. Ecuatii exponentiale de forma: /" -a,”" =p*™ .p,5"

Se logaritmeaza ambii membri ai ecuatiei Intr-o bazd convenabila si apoi se
rezolva ecuatia astfel obtinuta. Solutiile acestei ecuatii sunt solutiile ecuatiei date.

Exemple:
Sa se rezolve ecuatiile:
1) 452 =723, 2) 471,552 =7, 3) 2332 = 4% . 5%
Solutii:
1) Logaritmand in baza 10 avem ecuatiile echivalente:
g4 =1g7"” < (x+2)1gd4=(2x-3)Ig7 < x(Ig4-2 1g7)=-2 1g4-3 Ig7 &

1
lg —

4 4 4 1
xlg—=-lg(4# 7)o xlg—=lgl-lg(4* 7)o x lg—=lg—— < x =488
49

2) Logaritmand in baza 10 avem ecuatiile echivalente: lg(4)‘+1 -5"’2) =lg7

<:>(x+1)1g4+(x—2)lg5=lg7<:>x(1g4+1g5)=1g7—1g4+1g25 =
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17
<:>x-1g20=1g£<:>x=—4.
4 1g20

3) Logaritmand in baza 10 avem ecuatiile echivalente:
3x1g2+2xlg3=>5xlg4+4xlg5 < x(3lg2+21g3-5Ig4-41g5)=0<=x=0

4. Ecuatii exponentiale de forma: m-a*’ +n-a’” +p=0,a>0,a#1

Ecuatiile de acest tip se rezolva prin substitutie. Se noteazi a’™ =y >0 si se obtine

ecuatia de gradul al doilea in y cu solutiile y,,y,.

Exemple:
Sa se rezolve ecuatiile:

2x
169 -14-13*"'+1=0

1) 9" -10-3"+9=0;2) %y+4'7_x =77;3)
Solutii:

1) Ecuatia este echivalentd cu 3** —10-3*+9=0, se noteazi 3" =y >0.

Ecuatia devine: y* -10y+9=0<(y—-1)(y—-9)=0 < y =1sau 3" =1, adicd x,=0

si y=9sau 3" =9, adicad x,=2.

2) 77 +4.7"-77=0, senoteazd 7 = y >0 si avem:

¥y +4y-77=0< (y+11)(y-7)=0 < y=—11<0nu convine si y=7sau7 " =7,

adicd x=-1.

169"

13
Ecuatia devine: y* —14y+13 =0<:>(y—1)(y—13)=O < y=1sau 13" =1, adica

3) ~14-137"4+1=0 < 13> -14-13*+13=0 , senoteazi 13" =y >0.

x1=0si y=13sau 13" =13, adicad x,=1.

5. Ecuatii exponentiale de forma:
m-a’ +n-b"Y+p=0, a,b>0, a,b#1, a-b=1

Este o ecuatii exponentiald in care figureaza bazele a, b cu proprietatea ca produsul

. 1. . . .
lor este unu, a-b=1. De aici b =— iar ecuatia se scrie echivalent:
a

n 9 . . . .
m-a’™ +——+ p=0. Senoteazi a’” = y >0 si se obtine ecuatia de gradul doi in

a’®
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y: m-y*+ p-y+n=0 cusolutiile y,,y,. Se revine la substitutie si se rezolva
e

ecuatiilea

date.
Exemplu:
Sa se rezolve ecuatia:

(7+4J§)x+(7—4ﬁ)X=194

=y,, i=1,2. Reuniunea acestor solutii este multimea solutiilor ecuatiei

Solutie:

(7+4\/§)-(7—4\/§)=1 o T-43 = 7+Z\/§

Ecuatia data devine:

(7+4\/§)x+( ! jx:194,notém(7+4\/§)x:y>0siob[:inem:

7+43

Y -194y +1=0 &y, =97£56v3 = (7443} x5 =25i x, =2

6. Ecuatii exponentiale de forma:
m]afi(x) +..+ mkaf”x) = nlbg‘(x) +..+ nlbg‘("), a,b>0, a,b#1

In ecuatiile exponentiale care contin exponentiale cu baze diferite a # b , este indicat
sd grupam intr-un membru termenii care contin exponentiale de aceeasi baza a, iar
in celilalt membru termenii care au in componenta lor exponentiale de aceeasi bazi b. In
fiecare membru se da factor comun exponentiala de exponent cel mai mic, ajungindu-se
la 0 ecuatie exponentiald mai simpla.

Exemple:
Sa se rezolve ecuatiile:

1) 254277 4270 =3" 13 1 352 113.3" +34.2%;
2) 7P+ T =2 492" =7 42 1 2¥ 4297
3) 3 3" +3"7 =57;

4) 3x+3x+1+3x+2_3x+3 :7x_7x+1;

Solutii:
1) 2° + 23 4270 = 3% 4 3 1392 113.3% +34.2° @2’“(1+23+26 —34)=3’“(1+3+32 +13)@

2\ 26 2Y 2
[3) 39 (3) 3
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2)
TE LT 4 9.0F =7 4 22 L 0¥ 10977 @7*(1+72—7—29)=2"(1+22+23—9)

7\ 4 7\ 2
S|l | == = x=-1
2 14 2 7

3) 3 -3 432 =57 @3)‘(3—1%]:57@3)‘ '%
4)3° 43" 432 3 =7 T & 3 (14349-27) =7 (1-7) & 3" (-14) =7 (-6) &

Ok
Sl=| = x=1
7 7

7. Ecuatii exponentiale de forma:
m~a12f(") +n-a22f(x) +p-(q -az)f(") =0, a,>0, a #1

=573 =27T<x=3

O ecuatie de acest tip o numim omogena deoarece fiecare termen al ecuatiei in a; si ay,

are exponentul acelasi 2f(x). Pentru a rezolva o astfel de ecuatie se recomandd impartirea

ambilor membri ai ecuatiei prin a;’* cand se obtine ecuatia echivalenti

2/ (x) f(x)
. N s 0 i imparti ecuatia pri
p +n =0 care este de tipul 4. Sau se poate imparti ecuatia prin
a, a,

JS(x) S(x)
. . a a . .
(a,a,)”"™ cand obtinem: m(—lj + n(—zj + p =0, care este o ecuatie de tipul 5.
a a

2 1

Exemple:
Sa se rezolve ecuatiile:

1) 64-25°-180-20" +125-16" =0; 2) 125" +2-45" -3-27" =0
Solutii: 1) 64-25"—180-20" +125-16" =0 <> 64-5 —180-20" +125-4> =0 <

2x x X
@64.(%j _180.(%J +125=0, notam (%J =y >0 siavem:

647> 180y +125=0 < y, =f—2 i v, :%

5 25 (5Y 5
— | =—ox=251|-| =—x=1
4 16 4 4

3x x
2) 1257 +2-45°=3.27" =0 < 57 +2.5 .37 -3.3" =0@G] +2~Gj -3=0.
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Notim (%) =y >0 siavem y3+2y—3:O<:>(y—1)(y2+y+3):0,ecua;ia

y* +y+3=0 nu are ridicini reale, rimane y-1=0, adici y=1, deci (%j =1l x=0.

8. Ecuatii exponentiale de forma:
A(@ +a*)+B@ +a*)+C=0, a>0, a#1, A, B,CeR.

In acest caz se noteaza a* +a * = y unde prin ridicare la patrat rezulta

a’ +a* = y* -2 atunci ecuatia se scrie: Ay’ +By+C—24=0 cu solutiile y,,y,.
Exemplu: Sa se rezolve ecuatia: 5- (25’“ +257 ) +9- (5’“ +57 ) -130=0

Solutie: 5-(257+257)+9-(5"+57)-130=0 <> 5-(5"" +57)+9-(5" +57)-130=0.
Notim 5" +5 % =y>2 < 57 +5°" = »* —2, ecuatia datd devine:

S(y2 —2)+9y—130:0<::>5y2 —y—130=0 cu solutiile y;=—5nu convine i y, :?.

Deci 5 +5" = ?, fie 5°=¢>0 siavem: 5¢° —26¢+5=0 cu solutiile

t=5e5 =5x =1 si t2=§<:>5x=§<:>x2=—1

9. Ecuatii exponentiale de forma:

Al@™ +a )+ B(@ +a)+C=0, a>0, a#1, 4, B,C <R .In acreasti situatic punem
a*+a =y>2.De aici prin ridicare la cub rezulti ci: a** +a " =y’ =3y, atunci

ecuatia se scrie: Ay’ +y(B—34)+C =0 cusolutiile y,,y,,y,

Exemplu: Sa se rezolve ecuatia: 9-(27" + 27‘)‘)_ 73 .(3x + 3—X) -0
Solutie: 9-(27" +27)=73:(3'+37) =0 <> 9- (3" +37)=73-(3"+37) =0
Notim 3" +37™ =y >2 < 3% +37 =)’ -3y, ecuatia data devine:

10 10

9(y3 —3);)—73)/<:>9y3 —~100y = Ocu solutiile y, =0, y, TR e Convine doar

solutia y = m Deci 3'+37" = &, fie 3" =¢>0 siavem: 3t° =10 +3 =0 cu solutiile

ti=3<3"=3ox =1 si t2=§<:>3x:§<:>x2:—1



Revista Electronica Matelnfo.ro ISSN 2065 — 6432 Ianuarie 2011

10. Ecuatii exponentiale cu solutie unica.

Rezolvarea acestora consta in a le aduce la forma f(x) =c, unde f este o functie
strict monotonad, iar c este o constanta si observand ca ecuatia are o solutie x,. Cum f este

strict monotona se deduce ca feste injectiva si deci ecuatia datd are solutia unica x, .

Exemple:
Si se rezolve ecuatiile: 1) 77 +57 =74; 2) 12* +25=13";3) 7°7 =10—x;

2
4) (x+1) —2x :%5+2x—x
X

Solutie: 1) 777> +57% =74 , se observi ci x=4 verifici ecuatia.
Functia f(x)= 7" + 5" fiind suma a doui functii exponentiale cu baze supraunitare este
strict crescatoare. Deci x=4 este solutie unica.

2) 12" +25=13" < (%) + 25-(%) =1, se observa ca x=2 verificd ecuatia.

Functia f(x)= (%j +25- (%j fiind suma a doua functii exponentiale cu baze
subunitare este strict descrescatoare. Deci x=2 este solutie unica.

3) Se observa ca x = 3 este solutie a ecuatiei date. Alte solutii ecuatia datd nu are,
deoarece membrul din stdnga reprezinta o functie crescatoare, iar membrul din dreapta o
functie descrescatoare, si cum graficele acestor functii pot avea cel mult un punct comun,
rezultd cd x = 3 este unica solutie.

2
x+1) —2x 542x—x7 _xz +1 542x—x" . ..
# =42 & =42 . Se observa ca ecuatia are solutii doar
X X

4)

2

. oA X"+
pentru x > 0. Atunci membrul din stinga
X

obtine pentru x = 1, pe cand membrul din dreapta ecuatiei primeste valoarea maxima 2
pentru x = 1, pentru ca:

1 1 . s
=x+— 22, 1n plus semnul egalitatii se
X

9/554-2)6—)62 _ 2/567(x272x+1) _ g/567(x71)2 < g/56 _9.

Astfel unica solutie a acestei ecuatii este x = 1.

11. Ecuatii exponentiale de forma S =" care contin necunoscuta atat
in baza cat si in exponent. Se stie ca daca f(x) >0, f(x) # 1 atunci ecuatia considerata
este una exponentiala si se reduce la rezolvarea ecuatiei g(x) = s(x) .Vor fi solutii acele
valori x pentru care f(x)>0 si f(x)#1. Daca posibilitatea f(x)<0sau f(x)=1 nu

este eliminatad de la inceput, atunci se analizeaza mai multe cazuri:
a) Daca f(x)=1 atunci egalitatea se verifica oricare ar fi g(x), A(x)
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b) Daci f(x)=—1 atunci egalitatea devine (—l)g(x) = (-1)'®
c) Daca f(x)=0 atunci egalitatea are loc pentru g(x) >0, A(x)>0

x—4
Exemple: Sa se rezolve ecuatia:1) (x+ 4)2x+2 =(x+4)3;2) x*-3"7 —x?.37 =37 37

Solutii:

1)Avem cazurile:

. . x—4 .
a) x+4>0, xt4#1 < x e(—4,0)\{-3} si avem ecuatia 2x+2 = 3 & x =—2este solutie
a ecuatiei
b) x+4=1, adica x=-3 este solutie a ecuatiei

¢) xt+4=—1, adici x=—5 = (-1)" =(-1)" el 1= 1 imposibil

8 3
=1 (1)
8 8
d) x+4=0<= x=—4avem 0°=0 3, cum -6 si -3 sunt negative , rezultd ca x = —4 este
solutie a ecuatiei.Deci ecuatia are solutiile x, =2, x, =-3, x; =—4

2) K2 23T gl _gens gl (9x2 _1)_3—x+5 (9x2 _1) —0 (9x2 _1)(3x—1 _3—x+5) -0

cu solutiile x, =l, X, =—l, x, =3.
3 3

12. Ecuatii exponentiale cu parametru.

Exemplu: Sa se determine me R ai. 9" —m-3" —m+8=0 are o singura solutie. Solutie:
Notand 3" =y >0, ecuatia devine y° —my—m+8=0. Ecuatia dati are o singura solutie

O PP 4

sunt: (A>0s1t P=y,y,=-m+8<0)sau(A=0s1 S=y +y,=m>0).

{(m—4)(m+8)>0 U {(m_4)(m+8):0 = me{4}U(8,)

8—m<0 m>0
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Aplicatii alefunctiilor trigonometrice inverse
Prof. Nicusor Zlota

Colegiul Tehnic Auto “ Traian Vuia” Foc sani

1.Definirea functiilor inverse

1.1 arcsin:[-1,1]->[-1/2,1/2], definita prin arcsinx=a &, , xe [-1,1], ae [-1/2,1/2], sinx=a
1.2 arccos:[-1,1]->[0,n], definita prin  arccosx=a&5 , xe [-1,1], ae [0,n], cosx=a
1.3 arctg:R->(-1/2,1/2), definita prinarctgx=a & xeR,ae (-n/2,1/2), tgx=a

1.4 arcctg:R->(0,n), definita prinarcctgx=a & XxeR, ae (0,n), ctgx=a
2.Proprietati

2.1 sin(arcsinx)=x , Xxe [-1,1]

2.2 arcsin(sinx)=x , x e [-1/2,1/2]

2.3 arccos(-x)=m-arcos(x), Xe [-1,1]

2.4 cos(arccosx)=x, xe [-1,1]

2.5 arccos(cosx)=x, xe [0,1]

2.6 tg(arctgx)=x, xeR

2.7 arctg(tgx)=x, ,Xxe (-/2,n/2)

2.8 ctg(arcctgx)=x, xeR

2.9 arcctg(ctgx)=x, xe (0,m)

2.10 arctg(-x)=-arctgx , xeR

2.11 arcctg(-x)=m-arcctgx, xeR

Aplicatii

A1l. Sa se afle valoarea functiilor

sin(arcsin3/5+arcsing/17)

Rezolvare

Notand arcsin3/5=u, arsin8/17=v, expresiadevine sin(u+v) =sinucosv+sinvcosu si tinand seama
de sinu=sin(arcsin3/5)=3/5 s sinv=sin(arcsing/ 17)=8/17

Rezulta cos“u=1-sin’u=(4/5)?, cos’v=1-sin’v=(15/17)?

Avem : sin(arcsin3d/5+arcsing/17)=3/5* 15/17+4/5* 8/17=77/85
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A2.Sd searateca :

arctgl+arctg2+arctg3=n

Rezolvare

Notam arctgl=a, arctg2=hb, arctg3=c, atunci avem a+b+c= 1
Aplicand acestel egdlitati tangenta, avem :

tg(at+b+c)=tg m

Sau

tga tighttgo—tgestgh=tge

1-tgastgb—-tgbstge—tgostgn

0, deunderezulta ca tgattgb+tgc-tga*tgb*tgc=0
Tnlociund obtinem : 1+2+3-1*2*3=0, adicd g.ed

A3.54 se aflevalorile lui X pentru care exista functia;

f(x):arccos%

Rezolvare

Aplicand definitia 1.2, avem —P[-11]

-

—-1<0

Avem succesiv :

Ix
x+1

+1>0

Deducem ca :-%5xsl
A4. Sa se afle x pentru care
1 1 1l =
arctg;+2*arctg_tarctgz=;
rezolvare
Notam arctgl/4=a, arctgl/5=b, arctgl/x=c, atunci ecuatiadevine: a+2* b+c:§

Sau a+b+c=—-b si aplicand tangenta Tn ambii membrii , obtinem :
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Tg(a+b+c):tg(f-b)

tga *tghttge—tgestgbstge _1-tgh

1-tgastgb—tgbxtge—tgextga 1lttgb

Tnlociund obtinem ecuatia: Far15 % dupé efectuarea calculelor obtinem sol ul;lax—ﬁ

1% -5 &'

Ab.Sa serezolve ecuatia :

arctg(x-1)+arctgx+arctg(x+1)=arctg3* x
Rezolvare

Notam arctg(x-1)=a, atunci tga=x-1

Arctgx=b, atunci tgh=x

Arctg(x+1)=c, atunci tgc=x+1,

Arctg3*x=d, atunci tgd=3*x

Ecuatiadevine atb+c=d

Aplicand tangentain ambele parti, avem succesiv : tg(at+b+c)=tgd

"gL. ttgh ttge—tgastghbstge

—-=tgd

Tnlocuind cu notatiile facute si, dupa efectuarea calculelor, avem

Jx—xlx-1Mx+1)
1-zle—-1)-xlx+1)_lx=1{x+1}

=3x, sau X(8x?-2)=0, care are solutjile x,=0, X,=1/2, x3=-1/2

A6. Sd searateca :
cos(arccosx)=x
cos(2arccosx)=2x>-1
cos(3arccos)=4x>-3x

Rezolvare

Tn general notam arccosx=a, de unde x=cosa si tindnd seama de faptul ca
cos(na)=cos’a-C,’cos"?a*sin‘a+..........

§i sina=v1 — cosfa=y1 — &2

Rezulta ca cos(narccosx)=x"-CX"?(1-x%)+C X" (1-x3)%........
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Aceste plonoame poarta humele de polinoame Cebisev si joaca un rol foarte important in diferite
domenii ale matematicii pure sau aplicate

A7.Sd searateca:

cos(7arccosx)=64x "-112x°+56x>-7x

Rezolvare

Notam a=arccosx, de unde cosa=x, deci avem de calculat cos7a
Aplicand formula de mai sus, avem succesiv :

cos7a=cos’a-C,*cos’asin“a+C;*cos’asin®a-C,°cosasin®a
=x-21x>(1-x?)+35x3(1-x%) - Tx(1-x)3= 64x"-112x>+56x°>-7x

A8.S4 serezolve Tn numere naturale ecuatia

arctg%+arctg§=arctg}__

Rezolvare

Aplicand tangenta in ambii membrii, obtinem :

12 2 & . ) ) 3xtyxry—48
(G+I(1-—) = - ,sau, dupa efecturarea calculelor y“-3xy+2x“+12=0, y=——>5

Trebuie cax>48=a’
Unde a este un intreg pozitiv , ecuatia se poate scrie
(x-a)(x+a)=48, dupa rezolvarea sistemelor obtinem urmatoarele valori :

1x=13, a=11, y=14, y=25
2)x=8, a=4, y=14, y=10
3)x=7, a=1, y=11, y=10



Revista Electronica Matelnfo.ro ISSN 2065 — 6432 lanuarie 2011

Probleme propuse sprerezolvare

Sa se calculeze

P1. sin(arccos0.8)
R:0.6

P2. sin(3arctgx)

P3. Sd searateca :

arctg]J2+arctgl/3='—j

P4.Sa se afle valoarea lui x pentru care
1 1 1l x

arctgs+2arctg=+arctgz=-

11
R:x=—

P5. S& se aflevalorile lui x pentru care existafunctia : f(x)=arccos£

P6. Sa se calculeze cos(5arccosx)
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SUFLETUL MOROMETIAN SILOGICA MATEMATICA

1.Marin Preda reugeste in acelasi an sa scoata prima editie a romanului ,Delirul” si sa
publice si editia definitivd a romanului ,Morometii” I-ll. Aflati acest an stiind ca este
divizibil cu 25 si ca cifra zecilor este media aritmetica a cifrelor sutelor gi unitatilor.

2. Marin Preda s-a nascut pe 5 august 1922 in Siligtea Gumesti. Aflati la ce varsta a
debutat cu proza ,Parlitu’ ” daca aceasta a aparut in , Timpul” in primavara anului 19xy,

unde x si y indeplinesc urmatoarea relatie: x/y=x -y .

3.Era legata la gura, dar céinele trebuie sa fi dardait de flamand ce era, ca a desfacut-o
cu botul si a mancat tot ce era inauntru, mamaliga, bréanza, un ou, numai sarea si ceapa
nu le-a inghitit.”(Morometii vol.ll pag 63)”.

Sa presupunem ca acest céine a venit si alta data si atunci a gasit o traista mult mai
consistenta: pentru fiecare ou din traista existau cate 2 cepe; suma tuturor cepelor si
oualor din plasa era egala cu numarul total de bucati de mamaliga; erau de 2 ori mai
putine bucati de mamaliga decat felii de brénza; pentru fiecare felie de branza s-au pus
100g de sare; in plasa erau 3,6 kg de sare. Stiind ca el a putut ménca 10 bucéti de
mamaliga, 25 de felii de branza si un ou, cate alimente au ramas in traista dupa
plecarea cainelui?

4.’Casa lui Vasile Botoghina era asezata la trei-patru case de fieraria lui locan.
Avea o curte mititica in mijlocul careia statea caruta omului; nu avea nici sopron,nici
vreun salcim mai umbros sub care s-o vire.In fundul curtii se vedea un fel de gard mic
din nuiele care despartea casa si batatura de o gradina la fel de mica in care Vasile
Botoghina avea citeva straturi de ceapa si usturoi. Intre gradina si curte omul facuse
un grajd pentru cai “.(Morometii vol.l pag 126)

Deasupra grajdului era finarul ,sub forma unei prisme triunghiulare ,cu fundul triunghi
echilateral de latura 12m si coama acoperisului de 15m.

Citi m®de fin putea sa puna el in finar umplandu-l ochi ?

5.Fratii vitregi” ai familiei Moromete sunt ordonati in functie de varste astfel:

Paraschiv-,cel mai mare dintre copii”, Nila-,al doilea fiu”, Achim-,al treilea baiat”. Cati
ani aveau fiecare dintre ei stiind ca: Nila si Achim aveau impreuna 35 de ani, Achim si
Paraschiv aveau impreuna 40 de ani, iar Nila si Paraschiv aveau impreuna 43 de ani?
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6.“ Mosia de care pomenise Achim si in ovazul careia vroia sa-si bage caii se afla
chiar in capatul lotului lor . Erau vreo patru sute de pogoane , ceea ce mai ramasese
din vestita mosie a lui Guma din 1924 ,dupa reforma” (Morometii vol.l pag79 )

In anul1937 suprafata fostei mosii Guma cuprindea:4787ha teren arabil ,14ha
gradini de zarzavat ,215ha pasiune,284ha islaz ,5ha pomi fructiferi si 320ha vatra
de sat.Cit la suta din intraga mosie reprezenta vatra de sat ?

7. ” Vazuta din drum gospodaria lui Tugurlan parea sa fie a unui om cu stare. Avea
un finar cu patru rinduri ,frumos facut,inalt, cu acoperis de sita,care de departe parca
era un acaret .Casa,de asemenea,invelita cu sita ,parea aratoasa ,cu doua odai,cu
prispa si parmalic.Linga gardul curtii ,in coltul pe care il facea cu drumul ,se afla o
fintina cu ghizdurile de ciment,cu doua galeti cu lant pe scripete ,cu un jgheab mare
de tot de ciment ,intins linga sant.”(Morometii vol.l pag 111)

Jgheabul avea forma unei prisme drepte cu capetele trapeze isoscele cu baza mare
80cm, baza mica 60cm si un unghi de 45 grade .Citi litri de apa incapea in el stiind ca
lungimea lui era 2m ? (Presupunem grosimea lui neglijabila)

8.”-Vezi , fii atent, continua al lu’Parizianu ,sa nu ajungi sa semeni cu Cirstache al lui
Dumitrache care are un cufar naiv de carti din care nu da la orcine... Sa nu ajungi
adica si tu ,ca el , un biet taran posesor al unui biet cufar de carti...”(Delirul —pag 15)
Cufarul reprezenta un paralelipiped dreptunghic cu dimensiunile :lungimea-1,50m
latimea -0,50m iar inaltimea media armonica a lor . Care era volumul lui ?

9.”Paraschiv n-o lua pe Manda lui Bodirlache,dar el nu-i spuse ca n-o mai ia.Fata il
intreba citeodata ce are de gand,dar Paraschiv raspundea mereu ca la toamna,acum a
trecut vremea;toamna se insoara lumea! Manda avea nouasprezece ani,abia iesise in
lume si se ferea de asa-zisul ei viitor sot”(Morometii vol.l pag 369)

Daca semisuma varstelor lor este un numar natural format din doua cifre,iar cifra
zecilor este numar prim par si sucesoarea cifrei unitatilor,ce varsta avea Paraschiv?
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