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Studiu privind metoda analitico-sintetica in rezolvarea problemelor
de geometrie

Prof. Antohe Florin Mihai
Scoala Nichita Stanescu Galati

1. Metoda analitico-sintetica in rezolvarea problemelor de calcul.

In practica rar se intdmpla ca o problemi si se poati rezolva numai prin metoda
sintezei sau numai prin metoda analizei. In realitate se aplici ambele metode pentru
rezolvarea unei probleme. In acest caz se pune intrebarea: cum procedim? De obicei se
incearca rezolvarea problemei prin sinteza si folosim aceasta cale cat reusim, dupa care se
recurge la analizd. Daca nu putem incepe cu metoda sintezei, atunci apelam la metoda
analizei pana cand gasim doud date care pot determina o marime, iar pentru a doua

necunoscuta mai departe, calculele decurg in ordine sintetica.

Exemplu. Laturile unui triunghi ABC sunt || AB || =c, || AC || =b, || BC|| = a. O paralela
la latura || BC || a triunghiului intersecteaza laturile (AB) si (AC), respectiv in
M i N. Se cere:
1) Sa se afle lungimea segmentului (MN) in asa fel incat perimetrul
triunghiului AMN sa fie egal cu perimetrul trapezului BMNC;

A
2) Sa se afle aria triunghiului AMN. Fig .1

Rezolvare. 1) La inceput aplicdim metoda
a

analizei. Plecam de la ceea ce se cere. M
Presupunem cd (MN) este segmntul paralel cu

(BC), care determind triunghiul AMN si

trapezul BMNC, ce au perimetrele egale.
B E C

Sa vedem ce consecinta se poate deduce din acesta presupunere:
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| AM || + [ MN || + | AN[| = [| BM || + | BC[[ + [| CN[| + [| MN||. )
Observam ca lungimea segmentului (MN) este comuna celor doi membri ai egalitatii (1),
deci se poate deduce:

| AM || +[[AN || = || BM || + [ BC|| + [| CN | 2
Analizand egalitatea (2) se poate vedea cd membrul al doilea, daca s-ar mai adduga
cantitatea || AM || + || AN ||, atunci s-ar obtine perimetrul triunghiului dat. Ca sa nu se

schimbe egalitatea (2) va trebui ca aceeasi suma sa fie adunata si in membrul stang, deci:

2([AM [+ [[AN ) = [[AB || + || BC[[ + [| CA || 3)
de unde prin inlocuirea lungimilor laturilor triunghiului ABC, avem:
a+b+c
HAM [+ | AN} = ———— “4)

Daca tinem seama ca a + b + ¢ = 2p, atunci egalitatea (4) devine:

| AM || +[[AN | =p €
In urma presupunerii ficute am gasit un adevir indiscutabil (care ne poate duce direct)
dacd tinem seama cd lungimea segmentului (MN) intrd in componenta celor doud
perimetre.
De aici mai departe aplicam metoda sintezei. Plecam de la ceea ce se cunoaste in
problema. (MN) fiind paralel cu (BC), inseamna ca triunghiurile AMN si ABC sunt

asemenea, adica

AAMN ~ AABC (6)
Din asemanarea lor rezultd proportionalitatea laturilor:
| AM || _[[AN || _ [ AM || + | AN || _ || MN | @)
| 4B 1 AC | [ 4B || + |l AC || [ BC ||
Alegem proportia facuta de ultimele doua rapoarte si avem:
| AM || + [| AN || _ || MN || ©)
| 4B [ + [ 4C || || BC |
Inlocuind in egalitatea (9) segmentele cunoscute obtinem:
p__ Il MN | 10

c+b a
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de unde

a
| MN |= -2 (11)
b+ c

Pentru rezolvarea punctului (2) al problemei incepem cu metoda analizei. Aplicam

formula cunoscuta pentru aria triunghiului, obtinem pentru cazul nostru:

| MN || - |l AF ||

G[AMN] = :

(12)

In membrul al doilea observam ci || MN || este cunoscut, dar nu cunoastem pe ||4F||. De
aici se vede ca am redus problema afldrii ariei triunghiului AMN la aflarea lungimii
segmentului (AF) care este indltimea 1n acest triunghi. Mai departe rezolvarea se
desfasoara pe calea sintezei. Cunoscand laturile triunghiului ABC, lungimea inaltimii AE

este data de formula:

| 4E I b, = 2 p(p = a)p — B)(p -~ ©) (13)

Pentru simplificare notam || AE || = hA.

Din triunghiurile asemenea AMN si ABC gasim:

| AM || _ || AN || _ | MN | 14
| 4B I A4C || |l BC |

Din asemanarea triunghiurilor AMF s1 ABE:
| AM || _ || AF || _ || MF | s
| 4B [ [ 4E'[[ || BE |

Comparand sirurile de rapoarte egale de la (14) si (15) deducem ca toate aceste rapoarte

sunt egale. Din egalitatea:

| AF || _ || MN |
I 4E || || BC |
caloulim || AF |= P
b+ c
. . ahp?
s1 apol o[AMN] =

2b + ¢)’
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2 Metoda analitico-sintetica in rezolvarea problemelor de demonstratie.

In studiul din luna ianuarie am vizut in ce constd metoda sintezei si cum se aplica
ea 1n rezolvarea problemelor de demonstratie, iar in cel din decembrie am urmarit acelasi
lucru pentru metoda analizei, cu scopul de a le intelege mai bine.

In realitate, aceste doud metode de rationament nu sunt separate intre ele, existand
o stransa legatura, dupa cum am vazut si la rezolvarea problemelor de calcul.

Intr-adevir, atunci cand rezolva, o problemi prin sinteza, plecim de la anumite
date sau de la unele cunostinte invatate mai inainte, insd avem mereu intrebarea
problemei la care trebuie sa raspundem.

Cand rezolvam o problema prin analiza, plecam de la intrebarea problemei, insa
trebuie sd tinem seama de ceea ce cunoastem in problemd si de multe ori aceasta ne
sugereaza Intrebarea pe care trebuie s o punem noii probleme, pe care o formulam.

Practic se procedeaza astfel: folosind calea sintezei atat cat reusim, dupa care mai
departe, folosim metoda de rationament a analizei.

In unele probleme sau teoreme putem incepe demonstrarea lor prin metoda
analizei pand gasim elementele de care trebuie s ne folosim in demonstratie, dupa care
se aplica calea sintezei.

Se pot 1vi si cazuri cdnd in demonstratia unei probleme suntem nevoiti sa trecem

de mai multe ori cand la aplicarea sintezei, cand la cea a analizei.

Exemplu. Sa se demonstreze ca doua tangente duse la un cerc si coarda lor de contact
formeaza doua segmente congruente pe perpendiculara dusa dintr-un punct al

coardei pe segmentul care unegste centrul cercului cu acest punct.

Rezolvare. Fie cercul C(O, r) si CA, CB
tangentele din C la cerc, 4 si B fiind punctele

lor de tangentd. Fie D un punct al segmentului
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AB. Perpendiculara pe dreapta OD in punctul

D intersecteaza tangentele in E si F.

Se cere sa se demonstreze ca | ED || = || DF ||

a) In demonstratia acestei probleme, la inceput se va folosi metoda analizei. Problema
cere sa punem in evidenta ca segmentele (ED) si (DF) sunt congruente. Unim pe O cu
E si F si examinand figura observam cd pentru a ardta ca segmentele (ED) si (DF)
sunt congruente este necesar s dovedim ca triunghiul OEF este isoscel.

b) Ca sa dovedim ca triunghiul OEF este isoscel, trebuie sa aratdm ca segmentele (OF)
si (OE) sunt congruente, sau cd unghiurile ¢« OED si ¢ OFD sunt congruente. Tinand
seama de datele problemei, singura posibilitate este aceea de a dovedi ca unghiurile

+ OFD si £ OED sunt congruente.

In felul acesta am inlocuit problema de la punctul a) care cere si se demonstreze ci un
triunghi este isoscel cu o alta problema prin care se cere sa punem in evidenta congruenta
a doud unghiuri.

c) Mai departe, in demonstratiec ne vom folosi de metoda sintezei. Unim C cu B,

observam ca patrulaterul ODFB este inscriptibil pentru ca:

m(¢ OBF) + m(+ ODF) = 180° §))
Patrulaterul ODFB fiind inscriptibil, deducem ca:
£ OBD =< OFD sau £ OBA =+ OFFE ?2)

d) Triunghiul OBA fiind isoscel, rezulta ca:

£ OBA =+ OAB 3)
e) Pe de alta parte patrulaterul ODAE este inscriptibil pentru ca unghiurile < OAE si

+ ODE sunt congruente, ambele fiind drepte, adica:

¢ OAE =¢ ODE 4)
Din faptul ca patrulaterul ODAF este inscriptibil rezulta ca:

£ OED =+ 0AD 6

£ OEF =¢ OAB (6)
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Comparand egalitatile (3), (4), (6) deducem ca:

« OEF =« OFE @)
Din relatia (7) rezulta ca triunghiul OEF este isoscel. Cum indltimea OD dusd in
triunghiul OFEF din varful unghiului opus bazei este si mediana, rezulta ca (DE)=(DF) si

problema este demonstrata.
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Probleme propuse pentru olimpiada 2011

Acest material , reprezinta de fapt o colectie de zece probleme propuse pentru olimpiada de
matematica —faza locala 2011 . Interesant este faptul ca toate problemele sunt legate de
numarul 2011, si am reusit sa acopar toate clasele VI-XII .

1)ClasaaVla

Aflati cifrele a,b,ce N" astfel incat : aaa +bc00=2011 ( Justificati unicitatea cifrelor
gasite ) .

Solutie :

Evident aaa +bc00=111a+1000b+100c=2011 .

Deci 1000b<2011 = b<3.

Daca b=2 =111a+100c=11 ( absurd ) .

Daca b=1=111a+100c=1011 = 100c=1011-111a = 100{1011-111a .

Evident, in acest caz, obtinem a=1 . Deci 100c=900 si c=9 .

2)ClasaaVllla
. 1 1 1 o
Aratatica, numarul : 1e2¢3¢ 2010(1+—+—+...+ ) este divizibil cu 2011 .
2 3 2010

Solutie :
Avem : 1+l+l+...+ ! =(1+ ! )+(l+ ! MH....= 2011 + 2011 o=

2 3 2010 2010 2 2009 12010 22009
=2011( ! + ! +...).

12010 242009

[e2e..22010 N le2e...2010 N
12010 242009

Atunci : 1-2-3~...-2010(l+l+l+...+L) =2011 ( )
2 3 2010
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Este evident ca expresia din paranteze este un numar natural , deci problema este demonstrata

3)ClasaaVlla

Sa se afle doua numere prime a,be N*, astfel incat 2% -b=2011.

Solutie :

Avem 2%=2011+b = 2%>2011 = a>10.

Daca a=11 atunci 2''=2048 . In acest caz b=2048-2011=37 .

Dar 11 si 37 sunt numere prime deci, problema este rezolvata .

4) ClasaaVlla

Aflati trei numere naturale prime a<b<c, astfel incat : a-b* +c* =2011 .
Solutie :

Daca a,b,c ar fi toate trei impare , se va obtine o contradictie ( impar+impar=2011) .
Deoarece singurul numar prim par este 2 = a=2 . Atunci b>3si ¢>5.
Daca luam b=3 = 2.81+¢* =2011=>¢>=2011-162=1849 =>c =43 .

Deci a=2, b=3 si c=43.

5)ClasaalXa

a ) Aratati ca functia : f: [0, +0] = R, f(x)= V/x+1 —\/; , este strict descrescatoare .

2009 ++/2011
5 .

b ) Demonstratica: 2010 >

Solutie :

a) Fie x,y €[0, +©] cux=y.
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Atunci :
F) - F(y) _Vx+T=Ix=Jy+1+yy _(Ix+1-4y+D-(x=y) 1 o
X-y X-y X-y Ix+1+Jy+1 x+4fy

Se observa ca raportul de mai sus, este strict negativ, deci f este strict descrescatoare .

b) Avem 2009<2010 = f(2009)>f(2010) si obtinem :

V2010 —+/2009 >~/2011-+/2010 , de unde obtinem ca :

V2009 ++/2011
V2010 > .
2

6) ClasaalXa
a ) Aflati cel mai mare numar naturalne N* , astfel incat :
1+2+....+4n < 2011 < 1+2+....+n+(n+1) .

b ) Aflati numarul maxim de numere naturale nenule si distincte doua cate doua care au suma
egala cu 2011.

Solutie :

, de unde avem : n(n+1)<4022 .

a)Avem:n(nTJrl)<2011<(n+l)++2)

Se obtine n=62 .
b ) Observam ca 1+2+...462+63=2016=2011+5 .

Asadar numarul maxim este 62 .

7) ClasaaXa
Aratatica 3 aeN",si 3 ke N" , astfel incat :

2K 4okl ka2 | pke3 | okt 1 4722011 .
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Solutie :

Observam ca a*<2011 . Atunci a<5 .
Daca a=4, obtinem :
2% (142427 +2° +2%)=2011-256=1755 ( imposibil , deoarece 1755 este un numar impar ) .
Daca a=3, atunci: 2(1+2+2°+2° +2%)=2011-27=1984 = 2*=64—= k=6.
8) ClasaaXa
a) Arataticalg 2011 € R-Q.
b) Aflatia,be N, doua cifre prime, cu a<b ,astfel incat :
b+lga<lg2011<a+lgb+lg7.

Solutie :

m .
a) Sapresupunem calg2011 €Q. Atuncilg2011= — ,cum,ne N .
n

m

Deci 2011=10" <> 2011" =10" (absurd , deoarece ultima cifra a numarului

2011" este1sinu0).
b) Inegalitatea este echivalenta cu :
lg (10°«a) < Ig 2011 <Ig (10%she7) <> 10°ea < 2011 < 10%she7 .
Din 10°.a <2011 = b<4.
Daca b=3 = 1000a < 2011 = a=2.

Observam ca, in acest caz este indeplinita si inegalitatea :
2011 < 10%+be7=2100.

9) ClasaaXla
. . L . . a
Fie a,b,c,deR, patru numere in progresie aritmetica, siAe M,(R) , A=( d) .
C

a)ArataticadetA <O0.
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b ) Aratati ca (3 ) doua matrici U,V € M, (R) sireR, astfel incat A=a+U+reV ,iar

U si V indeplinesc conditiile : U*"" = 24U %" sj V2! =3y 210 1 20/ 2%
Solutie :
a ) Vom lua b=a+r, c=a+2r, d=a+3r, unde reR , este ratia progresiei aritmetice .

a a+r
a+2r a+3r

a a 0O r 1 1 0 1
b)Avem : A= + =qe +re .
a a 2r 3r 1 1 2 3
1 1) . 0 1
Sa luam U= si V= .
1 1 2 3

Atunci U? =2.U = U =20,

Atunci : A=( ] si det A=a(a+3r)-(a+r)(a+2r)=-2 r* < 0.

Ecuatia caracteristica a lui V este :
V?—(trV)sV +(detV)el, =0, , unde tr V=3 si det V=-2 .

Deci V2 =3 —2:1, =0, = V?=3 421, = VI =3y 210 12y 2

10) ClasaaXll a

Notamcu Z,={ (), 1.2.,3.,4}.
a)Aratatica (3)ab € Z, ,cua=b, astfelincat: a**''=b si b*"''=a .

2011 _

b ) Rezolvatiin Z; ecuatia: X X .

Solutie :

/\4 A A4 A

a) Observamca 9 =1si3 =1 .

A 2011 A 2008 3 A 2011 A 2008 A3 A

Atunci 9 =9 -i=§,si3 =3 <3 :2.Decia=isib=é.

WWW.MATEINFO.RO
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A A

b ) Evident x=() six=] sunt solutii ale ecuatiei .

A A

Conform cu a), avem ca x="? six=3 nu pot fi solutii .

A A 2011 A 2010 A A2 A 1005 A A
Pentrux=4 avem: 4 =4 <4=(4)"4=]1 -+4=4.

A A

Decix=() , x=] six=4 sunt solutii ale ecuatiei .

Marcu Stefan Florin — professor-grad Il — Grup Scolar de Transporturi Auto-Calarasi
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ALTA ECUATIE DIOFANTICA CELEBRA
(ECUATIA LUI RAMANUJAN)

NECULAI STANCIU?
Motto:

“Dar stiu un lucru mai presus
De toate cite ti le-am spus:
Credinta'n zilele de-apoi
E singura tarie'n noi,
Camulte-stari cum credem noi
Si maine nu-s !”

> Sa se rezolve in numere intregi ecuatia:

Ti47=2",

v Solutie.
Ecuatia a fost propusa de Ramanujan in 1913 si rezolvata de Nagell in
1948.
Urmatoarea solutie este elementara (poate cea mai elementara), ea
fiind insa destul de lunga.

Presupunem cunoscut faptul ca
% wf?este inel euclidian si ca
+

U(Z[~5]) = (1}

n=2am=T7=24"_g2_(2"_z)(2" +x)

Cazul I: n par,
Dar

m M " - 3" _r_1 1 3
2"z, 2 txeN, 27 _s< 2 rr = 2"’”—|—;r_’r"‘:}2m+ —8=2%=

==mMitl=—d=am=4"4=n=-4=1r—=L.
Deci, Temd, T =taJ.

1 Prof. , Sc.”George Emil Palade”, Buziu
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Cazul al II-lea: n impar, x impar
:‘nh}1—|-7 53—#1’1 >3

7 D <7 =27 unde ¥=n-2, Yimpar, y=1,
Dacd n =3 = T==xLPresupunem in continuare cd ¥ = 3.

s+a7  r—1 1+q( 14+eW7,  z—ad7  x+1 1+w? 1+mf
g:g‘l‘ E[E]g 7= 5 =¥ ]
-1 x +
7
- 1+mf7_1_r;ﬁ
== 12 \% _ - = =
1427 1—aJ7 14207 14+av7 1—a7
Aratcd 2 ' 2 suntprimein L ]si cd 2 ' 2 nusunt
asoaate |n divizibilitate. o
1 t 14+
re T 0B, o, per[HE

1+tu‘r? B y
Inelul z[ 2 ]este euclidian cu functia ¥, unde ‘f”( ]': 7=|2|".

2= oy — o) 0 (B)= @) =1, )=

l-l-w“F’
Dacs (p(o{ lﬁ;.’u—U(E[ ])
1-I-tu‘”?
l-l-le'”? = 1+w‘? 1—/7
Deci, 2 este primin =3 ] Analog se aratd ca 4 este prim
1427
in 1] 7 ]
fr+w"? I— -::\rr l+mr“.f v 1-V7.¥
Avem ca 2 =( ) 57)
E_(LF-I-W’T Z- zf)
2 Eﬂ AraEfaT’m cad=1
T4 T—%
Rezulta ca d | 27 Wi=d | W7, 7
, Ltavy _
Se aratd ca mai sus c& V7 este prim (ireductibil) in [ ]:}d_l,
sau 7,
Deoarece

d |2 2dENT Zd—1
si avem urmatoarele egalltati:
x-l—n-“?_ :Hl-l-t )

(1 2
—w“?___Hl -zu'r_)

sau
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+a/7 1—a/7.
@ 42, A
- :r—gz ?_:E(l—H :I

Scadem relatiile din (1) si obtinem:
Scadem relatule din (Zzwsl obtinem:
45 \."_—(1 . 'F'}y (1+'3 :I

1""3\"[{ b__iﬂ
TP sitT T,

=

v

Notam
Rezulta c
a- E-,._w'_ T,a+b=1, a-b=2, a¥—pY =T =2(a-b).
Aratam ca semnul este »_,

Presupunem c3 a¥—b¥ = a—b.

Avem ca .
al=(l-b)=1-20=1-ab?=1 (mod b?).

y . s

Deoarece Yeste impar, y>3=aV=0(a2) T =a {mod b%).
Avem ca , , , o
a-b=a¥-b =a+0=a (med b*)= a=a-b (mod b4)=b=0 (mod 0*)=0% | b
ceea ce este in cpntradictie cu faptul ca & este prim.
Deci, o¥—b" = —(@=b)=b-a
~ J.__(Hﬂr) (1 w,} _ 'yzf+c*y[@¢££d+m@ ]:}
= VL L _TC 4 TACE_TIC .= 2V =y (mod T).
Puterile lui 2 mod_ulo 7 sunF: 1,2,4 (se repeta din 3 in 3). Tinand cont
$I de faptul cg ¥ =1 (mod 2)optinem:
y=3k=y=3 (med7)=y=3 (med 21)=y=3 (mod 42)
;— dktl=y=-1 (modT )=y =13 {mod 2)=y =13 (mod 42)
Y=3k+2=2y=>5 mod¥)=y=>5 (mod 21)= y=>5 {m-::lfﬁ 42)
Deci, _
y=3513 (mod 42).
Ultimul pas este urmatorul: daca
Y= (mod QE;I:}y:yl.

2247 oy T 5
Avem & =2 74— =2 ’ﬁy’y_l':Ssi in}pare.
Presupunem cd Y-y, 70=(3) LN ; 77 Y=Y1Existenta Iui €N

_ 9 — ‘
reiese din Y= Y1 (mod 44)=7 | 42 ] v-y,.

#1 Fisunt solutii ale ecuatiei si

v 1Y Y Yy T,
De asemenea, —b=a b =bou, u=""

Aratam ca
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a? V1= (1407 L (mod 7D,

I_1r ;
Mai intai ar&tdm prin inductie dupd [ ci (1+78)7'=1 (mod 7H1).
Pentru {=0este eV|de|;1t Presfuplunem adevarat pentru {(pasul
inductiv), i.e. (1+78)7 =147
(1478)7H = (147 1) =1+{‘:1“H Iy = 14CE 7y =147 2y =1 (mod TIH2).

Dar

Rezulta ca -

Q¥ YL (96) B (14707t _[(1479)T T = 1F = 1 (mod 1Y),
Deci,

f&y_yiz[l—kz'ﬁjy_yl (mod TH'l)

In continuare, ar&tdm prin inductie dupa £ c

(147 = 147407 (mod 7HHL),

Pentru {=0, avem c§ 1 +e¥T=1+/7 (mod 7).

Presupunem adevarata relatia pentru {si o demonstram pentru ¢+1.

(1) 147007 & (14T T = 1470 T a7 L !

()T = (147 T P T = (LTI T o (147 VT )P ri =

= (17T = 1+ CRTUTHCA(TIT 4. = 1+ CETUIT = 14T HYT (mod THT4)

7l
Considerand Y17 ¥= 7 §| rldlcand la puterea * membrii din

=T
congruenta (14077 =14THT (mod T obtinem: |
(V7)Y = (14T Tt = (P =1+t o2 (7T 4 =
=14+ VT T AF L) = 14+ O ITT = 12787 = 14 (3, — a7 (mod 71,

14y —)iT= 0" Y= (1+/7)" 17 (mod 741,

Deci,
I+ e 7 I+yed7
_ 7l V= . v o
Folosind Y1 ¥="1"1g 0" ="97 (mod T a¥="—"g—+7 3
obtinem:
all—a?1"VaVz [I_Hyl )7 ¥ _C‘y‘l‘ay'{yl ]'?J_—Cty—l—l—i_wﬂ{yl T (mod T"‘H_lj'
1Am f‘?lr{osw mai sus i
Itywe oy
Ey (Ji'-!"l y):n‘ly(yl—y)— E*y (yl ) (yl y))l?lﬂ’ (mOd Irf‘i‘].IISI
(’5"1 f"‘l_H'

Avem ca
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(y—yljfé\n‘"ﬂ:l—yéu'"?]

b= [1+E:y—y1)?ﬁ]byz pY + o (mod 'F‘H'l)
1-a7 o=V _ gy WY : ST
deoarece b= 5 =571 =(1-/T7)"2 =1+(F_F1)3ﬁ (mod "H_l,:'si

sy _1-vil7

Asadar,ﬁr_ = e 7
—y, JaT(1—y/7 1
=y, r;'!.l:i = )—by Y =a¥1g¥= (v v E'-l‘[' +yeih) (mod ?I"H):’r

1+yw‘?( 1—. l+yw‘?( Y, - W7 (mod T‘H'l]::-(y _)T=0 (mod Ti.’—l-ljﬁ,

r}y =

= (y, g7 = Ty, y ez

:?’(3’1 F}ET ‘P@?ﬁ Y)T)= TE(IH)@(’T :?’('”1 R :I;Ll

Dar, Ty = 74| (yy ) = (yy-y) 0 (med 747 Jeeea ce
reprezinta o contradictie ==Y

Deci, pentru Yimpar, ¥ 2 3avem Y E1{3,513}.
Dar, "= y+3=" {5718} = T € {£5,111 -_FlSl}

Asadar, solutiile ecuatiei lui Ramanujan in £sunt:
(r,m)€ 1 (£1,3),(£3,4),(£5,5),(£11,7),(+181,15)}.
Remarca. In solutia datd de Nagell se folosea ecuatia Pell:
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ECUATII DIFERENTIALE

Prof. Carmen — Elena Smarandache
Colegiul National de Agricultura si Economie — Tecuci

In multe probleme de fizica, mecanici, tehnica sunt intalnite procese de evolutie care depind
de factori, care din punct de vedere matematic sunt caracterizati prin prezenta unor functii de forma
y=f(x), x e, [c Rimpreuna cu una sau mai multe dintre derivatele sale de diferite ordine:

Y,y ,...,y™, in raport cu variabila x.

Astfel de relatii verificate de functia y si de derivatele sale y, y ,...,y" se numesc ecuatii
diferentiale de ordinul n.

ECUATII DIFERENTIALE DE ORDINUL I

Definitie: O ecuatie diferentiali de ordinul I este o relatie de forma: y' (x) = f(x,y(x)), (1)
unde y:1— R este o functie derivabild pe I, I <R cu derivata y :1 — R, iar f este o functie
definitd pe o multime de forma JxK, unde J si K sunt intervale de numere reale.

Se numeste solutie a ecuatiei diferentiale o functie derivabild y:1— R, I < Jastfel incat
pentru orice x €I si avem y(x) € Ksi y (x) = f(x,y(x)).

Daca se cere gasirea unei solutii y care intr-un punct x, €I ia o valoare data y,, se spune
cd solutia y satisface conditia initiald y(x,) = y,. (Problema lui Cauchy).

Interpretarea geometrica
Rezolvarea ecuatiei diferentiale (1) revine la gasirea curbelor de ecuatie y = y(x)pentru care panta

tangentei in punctul M(x,y(x)) este tga = f(x,y(x)), o fiind unghiul tangentei cu axa Ox. (figura de
mai jos).
Curbele y = y(x) se numesc curbe integrale.

YA

Clase de ecuatii diferentiale de ordinul I

1. Ecuatii de forma y = f(x), unde f este o functie continui pe un interval I. Aceasti ecuatie se
obtine din ecuatia diferentiald y (x) = f(x, y(x)) considerand ci functia f(x,y) nu depinde de
variabila y. Solutia ecuatiei y =f(x), x el reprezinti multimea primitivelor functiei f :
y(x) = If (t)dt + ¢, unde c € R este o constanta arbitrara, x,x, € ['si j f(t)dt este o primitiva a

functiei f.
Exemple: Sa se rezolve ecuatiile diferentiale:

1
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1) y'(X):2x4+5x—l, x> 0.
X

. S1x tx X
y(x) = I(2t4+5‘—l)dt:2t— S —Int| =
5 t 5x, InS5ix,
5 X 5 Xq X
2X 4 > —1n|x|+ —2ﬁ—5—+ln|x0|+c :zx5+5——ln|x|+c0.
5 In5 5 InS5 5 In5
. g . 2 5 5°
Solutia ecuatiei diferentiale este: y(x):gx +l 5—ln|x|+c0.
n
, 1
2 X)=———, x>0.
) y () x> +3x+2

Yo = I 320 It+1)(t+2 J(m‘m t=

X
- 1n|t + 2|
0

X
ln|t + 1|
0

+c=Infx +1|—Inx + 2| — In|x, + 1|+ In|x, + 2|+ ¢ =

lnX+1

1
+¢,.

+¢,. Solutia ecuatiei derivabile este: y(x) =

X+2

2. Ecuatii diferentiale cu variabile separabile de ordinul I

O ecuatie diferentiala de ordinul I este cu variabile separabile daca are forma
y®)=PEQAyx), Q)

unde P :J — R, Q: K — R sunt functii continue pe intervalele J, K< R si Q(y)#0, VyeK.

Pentru rezolvarea ecuatiei se impart ambii termeni ai ecuatiei cu factorul Q(y), presupus

nenul si se obtine:

y® _p 3
Q) )

Fie g, o primitiva pe intervalul K a functiei din primul membru al ecuatiei (3) si g, 0 primitiva
pe intervalulJ a functiei din membrul al doilea al egalitdtii (3). Aceste functii avand derivatele
egale, difera printr-o constanta, adica:

g,(y(x) =g,(y(x) +¢,, Vxel. (4)

Constanta c, va fi unic determinata daca functia y satisface conditia initiald y(x,) =y,.

Cazuri particulare ale ecuatiei diferentiale cu variabile separabile de ordinul I
a. Ecuatia diferentiala liniara omogena de ordinul I

Forma generalda a ecuatiei diferentiale liniara omogena de ordinul I este
J'P(t)dt
y (x) = P(x)- y(x), iar solutia generald este y(x)=c-e® , cfiind o constanti arbitrara.
Exemple: Sa se rezolve ecuatiile diferentiale:
1)  y(x)=x"y*(x)care verifici conditia initiald y(1) = 2.
Considerim P(x) = x*, x e R, Q(y(x)) = y*(x) € (0,0).
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Ecuatia data se scrie sub forma: yz(x) =x*
y (%)
Primitivele functieig, (x) :& sunt: j yz(x) =— !
y () y () y(x)

o . 1
Primitivele functiei g,(x)=x"sunt: Ix“ =—x"+c.

: . . 1 .
Solutia generald a ecuatiei se scrie: _ﬁ :gxs +c¢ de unde rezultd solutia
y(x
T . 1 .
generald a ecuatiei diferentiale este: — =—x"+¢, = y(x)=— 5 .Din
y(x) 5 X" +5c¢,
conditia initiala y(1) =2, rezultd y(I) = —— s =2= 2410c,=-5=¢c,= —%.
Co
: . g o . 5 1
Solutia particulard a ecuatiei diferentiale este: y(x) =— 7= -10- 7
5 X -
X _——
2

4 4
Verificare: y (x)=-10-| — 10x __100x *)
(ZX5 —7)2 (2)(5 —7)z

4
100 = 120X > (**). Deoarece (*)=(**) rezulta cd solutia
C-7f @2x°=7)
ecuatiei este corecta.
2) (l +e* )y'(x) =¢" - y(x) care verifica conditia initiala y(0) =1.

si x'y’(x) = x°
(2

X

e
1+¢e*

X

Considerim P(x)=- © . xeR, Qy(x) = y(x).
+¢

Ecuatia se scrie: y (x) = -y(x)

. g . (x e
Ecuatia data se scrie sub forma: y ) =—".
y(x) l+e
L . (x (x
Primitivele functiei g,(x) = y&® sunt: IM = ln|y(x)| +c.
y(%) y(x)
N . e e
Primitivele functiei g,(x) = sunt: .[ — = ln(ex + 1)+ C.
+1 e’ +1
Solutia generald a ecuatiei se scrie: 1n|y(x)| =In(e* +1) + c,de unde rezulta solutia
generala a ecuatiei se scrie: y(x)=¢"® e
Din conditia initiald y(0) =1 rezulta y(0)=¢">** =1 de unde reiese ca ¢, = —In2.
Solutia particulara a ecuatiei diferentiale este: y(x)=e"® ™2,
. ! n(e* +1)—In eX
Verificare: y(x)=¢"¢ ™" .~ (%)
e" +1
. ex _ ex In(e* +1)-1n2 %% O\ —( kK = = :
si —y(X)=—¢ (**). Deoarece (*)=(**) rezultd ca solutia
e’ +1 e’ +1

ecuatiei este corecta.
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b. Ecuatia diferentiala liniara si omogena de ordinul I cu coeficienti constanti

Forma generald a ecuatiei diferentiale liniara si omogena de ordinul I cu coeficienti
constanti este y (x) =a-y(x),unde a este o constanta reala.

Solutia generala este: y(x) =c-e"™, x € R, unde c este o constanta arbitrara.

Exemple: Sa se rezolve urmatoarele ecuatii diferentiale liniare $i omogene de ordinul I cu
coeficienti constanti:
2

1) y(x)=10y(x), care verific conditia initialad y(0)= e.

Ecuatia se mai scrie y® =10
y(x)
Primitivele functiei g, (x) = 2 sunt: | % = In|y(x)|+c.
y(x

y(x)
Primitivele functiei g,(x) =10 sunt: [10dx =10x +c.

Solutia generala a ecuatiei se scrie: 1n|y(x)|:10x+c0 de unde rezultd solutia

10x+c

generald a ecuatiei se scrie: y(x) =e

O0+cy _ e2

Din conditia initiald y(0)=¢’ rezultd y(0)= e de unde reiese cd ¢, = 2.

Solutia particulari a ecuatiei diferentiale este: y(x)=e'"*">.

Verificare: y'(x)=10e'"" (¥)
si 10-y(x)=10e'"* (**). Deoarece (*)=(**) rezulti ci solutia ecuatiei este
corecta.
2) Y (x)=6"% 9y (x)
Schimband  baza  logaritmului din 36 1n 6 ecuatia se mai
logg 9y° (x) logg 97 (x) :
scriery (x)=6 "™ o y()=6 * SyE=ve*"Y o
Y (%) =9y’ (x) < y'(x) =3y(x)
"  Daci y(x)>0= y(x)=Ce™, C>0;
" Daci y(x)<0= y(x)=Ce™, C<0.

3. Ecuatii diferentiale de ordinul I neomogene cu coeficienti constanti

Forma generald a ecuatiei diferentiale de ordinul I neomogena, cu coeficienti constanti este:
y (x) =ay(x) + b, unde a si b sunt constante reale a # 0.

Solutia generald a acestei ecuatii diferentiale este de forma: y(x)=-—+c-e™,xeRsi ¢ o
a

constantd reala.
Exemple: Sa se rezolve urmatoarele ecuatii diferentiale:

D y(x)=5y(x)-10
Se observa cd aceasta ecuatie este o ecuatie diferentiald de ordinul I neomogend cu
coeficienti constanti, unde a =5 si b=-10.

. .. 1
Solutia generala a ecuatiei este: y(x) = ?0 +Ce™,unde CeR.

2) 4y (x)=2y(x)+6.
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Se observd cad aceastd ecuatie este o ecuatie diferentiald de ordinul I
neomogena cu coeficienti constanti, unde a =2 si b=6.

Solutia generala a ecuatiei este: y(x) = —g +Ce*,unde C eR.

ECUATII DIFERENTIALE DE ORDINUL II

Definitie: O ecuatie diferentiald de ordinal II este o relatie de forma: y'(x) = f(x,y(x),y (x)), (1)
care leagd derivata de ordinal al II-lea a functiei y(x)de functia insasi, de derivate de ordinal I si de
variabila independentd x.

Cazuri particulare ale ecuatiei diferentiale de ordinul al doilea
1. Ecuatia de forma y (x) =f(x). (2)

Solutia acestei ecuatii se obtine prin doud integrari succesive. Avem succesiv:

y(x) = jf(t)dt +C, =g(x)+C,s1 y(x)= Jg(t)dt +Cx+C,, (3) unde x,este o valoarea fixatd a
X0 X0

lui x din intervalul pe care functia f este definitd §i continua. Se observa cd solutia generala a

ecuatiei (2) depinde de doud constante arbitrare. Aceste constante pot fi determinate din

conditiile initiale (conditii Cauchy): y(x,) =y, si ¥ (X,) = Y,.
Exemple: Sa se rezolve urmdtoarele ecuatii diferentiale liniare si omogene de ordinul I cu
coeficienti constanti:

) y'(x)=5x% y(0)=1si y'(0)=2.
Avem succesiv:

y (x) = j 583dt+C, =
0

5.4 1 X
y(x) = (—t +det+C :(—t +Ctj
!4 : >4 "o

Din conditia initialdy(0) =1=y(0)=C,=1= C, =1.

X
t“OJrC1 =%x4+Clsi

+C, =ix5 +Cx+C,.

Din conditia initiald y (0) =2 =y (0) = %o“ +C, =2=C, =2.

Solutia particulara a ecuatiei diferentiala este: y(x) = %XS +2x +1
. ' 1 4 S 5 3 3

Verificare: y (X) :Z-Sx +2s1y (x):z-4x =5x".

3
yix)= XXt R

x> +1
Avem succesiv:

¥ (x) = jt +i+1dt+C j(w

2)

X2
+C, = > +arctgx + C,

1 t? X
t+C, =| —+arctgt
241 2 0

+ J.arctgtdt +Cx+C,. (%)
0

si

X t2 t3X
x)=|| —+arctgt+C, |[dt=—
y(x) j(z g ] <l
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Notdm cu I= j arctgtdt. Pentru a rezolva integrala folosim metoda integrarii prin
0

parti. Fie f(t) = arctgt functie derivabild cu derivata f'(t)= ! 1 si g (t)=1functie

7+
care admite primitivda g(t)=t.Aplicand metoda integrarii prin parti rezulta:

I=t-arctgt

X 17 2t 1
-— =x -arctex — —In(x? +1). (**
0 2-([t2+1 72 ( )( )

Inlocuind (**) in (*) se obtine solutia generali a ecuatiei diferentiala:
3
y(x) = % + X - arctgx —%ln(x2 + 1)+ Cx+C,.

2. Ecuatii diferentiale liniare omogene de ordinul al doilea cu coeficienti constanti
Forma generald a unei ecuatii liniare omogene de ordinul al doilea cu coeficienti constanti este:

y () +ay (x)+by(x)=0  (4)
Unde a si b sunt constante reale.
Pentru rezolvarea acestei ecuatii, vom cauta o solutie de forma: y(x)=u(x)-e™,unde u este o
functie ce trebuie determinata, iar r o constanta.
Avem y (x) =¢e"™ [u'(x) + ru(x)],
y (x)=¢e™ [u"(x) +2ru (x) +r2u(x)] Pentru ca y(x)si verifice ecuatia (4) va trebui si alegem
u(x)si r astfel incat sa avem egalitate:
u'(x)+2r+a)u(x)+(r’ +ar+b)u(x)=0. (5) Cum r nu a fost impus il alegem astfel incat:
r’ +ar+b=0 (6). Ecuatia (6) in variabila r, care cuprinde coeficientii ecuatiei diferentiale, se
numeste ecuatie caracteristicd atasatd ecuatiei diferentiale. Fie 1§51 1, solutiile ecuatiel

caracteristice (reale sau complexe). In functie de natura solutiilor ecuatiei caracteristice, se
disting trei cazuri:

a. Ecuatia caracteristica admite doua solutii reale si distincte

—a+A

In acest caz, discriminantul A al ecuatiei caracteristice este pozitiv si 1, = 5

= #. Se observd cd 2r, +a#0s1 2r,+a#0.Luand r=r, sau r =r, ecuatia (5)

devine: u'(x)+(2r+a)u'(x) =0. Notand u'(x) = v(x), ecuatia anterioara devine o ecuatie
diferentiald de ordinul I cu variabile separabile: v (x)+ (2r + a)v(x) =0,a carei solutie

generala  este: V(X)=ke_(2r+a)x, k fiind o constanta arbitrara. Rezultd ca

u(x)=k je_(z”a)tdt = Ce ¥ £ C,,unde C,siC,sunt constante arbitrare. Asadar solutia

generala a ecuatiei (4) este: y(x)=e™ (Cle_(z”a)X + Cz): Cle_(”a)x +C,e™.Din ecuatia
caracteristicd  (6), avem relatia 1 +1, =—a.Ludnd de exemplu r=r,,atunci
L,+a=-r=r+a.
Solutia generala a ecuatiei (4) se rescrie in forma urmatoare: y(x)=C,e"* + C,e™". (7)
Exemple: Sa se rezolve urmatoarele ecuatii diferentiale:

D y'(x)-yx)-2yx)=0.
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Se observa cd aceasta ecuatie este o ecuatie diferentiald liniara omogend de ordinul
al doilea cu coeficienti constanti. Ecuatia caracteristicd atasata acestei ecuatii este

1’ —r—2=0, cu solutiile reale si distincte 1, =—1si r, =2. Aplicand formula (7),
care di solutia generald a ecuatiei diferentiale, obtinem: y(x)=C,e™* +C,e™,unde
C.,C, eR.

2) 2y (x)—4y (x)+4y(x)=y (x)+y(x) care verifici conditiile y(0)=2si y (0)=35.
Aducem ecuatia de mai sus la forma: y (x)—-5y (x)+4y(x)=0.Se observi ci

aceastd ecuatie este o ecuatie diferentiald liniard omogena de ordinul al doilea cu
coeficienti constanti. Ecuatia caracteristici atagatd acestei ecuatii este

1’ —5r+4=0, cu solutiile reale si distincte r, =4si r, =1. Aplicind formula (7),
care da solutia generala a ecuatiei diferentiale, obtinem:
y(x) = C,e™ +C,e*. Conditia y(0) = 2 conduce la C,+C, =2 iar y(0)=5conduce
C+C,=2 , ..

, sistem care are solutiile
4C,+C, =5

C,=1si C,=1.Inlocuind aceste constante in solutia generali a ecuatiei

la 4C, +C, =5. Se obtine sistemul: {

diferentiale, obtinem solutia particulari a ecuatiei diferentiale: y(x) = e** +e*.

b. Ecuatia caracteristica admite o solutie dubla
a

In acest caz, discriminantul A al ecuatiei caracteristice este nul i r=r,=r,=——. Cu
aceste preciziri ecuatia (5) devine u'(x)=0, de unde se obtine succesiv u'(x)=C,,
u(x) =C,x + C,. Asadar, solutia a ecuatiei diferentiale (4) este: y(x) = (Clx + Cz)e”‘. (8)
Exemple: Sa se rezolve urmatoarele ecuatii diferentiale:
Dy (x)+5y (x)=y'(x) - 4y().
Aducem ecuatia de mai sus la forma: y'(x)+ 4y (x)+4y(x) = 0.

Se observa ca aceasta ecuatie este o ecuatie diferentiald liniara omogend de ordinul
al doilea cu coeficienti constanti. Ecuatia caracteristicd atasatd acestei ecuatii este

t’ +4r+4=0, cu solutiile reale si egale r=r1, =1, =-2. Aplicaind formula (8),

care dd solutia generald a ecuatiei diferentiale, obtinem: y(x)= (Clx + Cz)efz",

unde C,,C,eR.

2) 4y (x)—12y (x)+9y(x) =0 care verifici conditiile y(0)=2si y(0)=1.

Se observa ca aceasta ecuatie este o ecuatie diferentiald liniara omogend de ordinul

al doilea cu coeficienti constanti. Ecuatia caracteristicd atasata acestei ecuatii este

4r° —12r+9=0,A=144-4-4.9=0 cu  solutile  reale si  egale
12 3

r=1=r LR Aplicand formula (8), care da solutia generalda a ecuatiei

3
diferentiale, obtinem: y(x)=(Cx +C,)e? .Conditia y(0) =2 conduce la C, =2iar

conditia y'(0) =5 conduce la C, = -2. Inlocuind aceste constante in solutia generald
a ecuatiei diferentiale, obtinem solutia particulard a ecuatiei diferentiale

y(x) = (— 2X + 2)63)(.

c. Ecuatia caracteristica admite doua solutii complexe conjugate
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Fie n=a+if si 1, =a—1if, B#0,solutille complexe ale ecuatiei caracteristice. Avem
(oc + iB)2 + a(oc + iB)+ b=0.Egaland cu zero partea reald si partea imaginatd, se obtine:
o’ —p*+oa+b=0 si (Qa+af=0.Cum B=#0,rezulti ci 2a+a=0. Incercim si
determinam solutia ecuatiei diferentiale (4) sub forma y(x)=e™ u(x).Se obtine:
u'(x)+ (2o +au'(x) + (oc2 +aoL+ b)u(x) =0.Folosind  faptul ¢ 2a+a=0 si
a’ +oa+b=p’se obtine ci u(x) satisface ecuatia: u (x)+p*u(x)=0. Se verifici faptul ci
u(x) are urmitoarea formid: u(x)=C,cosfx +C,sinpx.In consecintd forma generald a
solutiilor ecuatiei diferentiale este: y(x) =e"* (C, cospx + C,sinfx), B #0. (9)
Exemple: Sa se rezolve urmatoarele ecuatii diferentiale:
1) y"(x)+ 6y'(x)+18y(x) =0.
Se observa ca aceastd ecuatie este o ecuatie diferentiala liniara omogena de ordinul
al doilea cu coeficienti constanti. Ecuatia caracteristicd atasatd acestei ecuatii este

r° +6r+18=0, A=36-4-1-13=-36. Ecuatia caracteristici atasati are solutiile
complexe conjugate 1, =-3+31 §i 1, =—-3—31. Prin urmare o =-3si B =3.Solutia
generala a  ecuatiei diferentiale  este conform  formulei 9):
y(x) = e*(C, cos3x + C,sin3x), unde C,,C, eR.

2) 4y (x)—4y (x)+5y(x)=0 care verifici conditiile y(gj =0si y(gj =1.

Se observa ca aceastd ecuatie este o ecuatie diferentiala liniara omogend de ordinul
al doilea cu coeficienti constanti. Ecuatia caracteristica atasatd acestei ecuatii este

4r° —4r+5=0,A=16-4-4-5=—-64. Ecuatia caracteristici atasati are solutiile
complexe conjugate T, =%+i sl 1 =%—i. Prin urmare o =%si B=1. Solutia

generald a ecuatiei diferentiale este conform relatiei 9):
1

y(x) = e (Cl cosx +C, sin X). Conditia y(g] =0conduce la C,=0. Se

X

observi ci y (X) =e? (%cosx —C;sin X]. Conditia y(gj =1conduce la

e*(-C))=1=C,=—¢ *.
Inlocuind constantele C, si C, obtinem solutia particulard a ecuatiei diferentiale

2x-m

date: y(x)=¢ * cosx.

BIBLIOGRAFIE:
1. Nicolae Teodorescu, Valter Ovidiu. Ecuatii diferentiale si cu derivate partiale. Editura
Tehnica, 1978.
2. Ana Nita. Ecuatii diferentiale. Editura Matrixrom.
3. loan Bacalu. Ecuatii diferentiale. Teorie calitativa. Stabilitate
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Inegalitatea lui Tiberiu Popoviciu

Nicusor Zlota ?

Domnul prof. dr. Tiberiu Popoviciu a fost un mare specialist in Analiza matematica, Teoria
aproximarii, Teoria convexitatii, Analiza numericd, Teoria ecuatiilor functionale, Aritmetica,
Teorianumerelor si Teoria calculului.

Tnanul 1965 , prof. Tiberiu Popoviciu arat & ca daca f:[a,b] > R este o functie convexd pe[ab],
atunci este adevaratainegalitatea :

Fad+flyl+f(z)  xty+z
— HE—=)= [f( )+f( =) 4 ﬂ) (1)

=

oricare ar fi x,y,z€[a,b]

Reciproca Dacaf:[ab]->R este o functie continua care verifica (1), atunci f este convexa

Demonstratie :
Avand simetrie in cele trei variabile, putem presupunex = V = Z
 xtv+z - X+Vv+z

Avem cazurile i)y= )y-= 3
“ . ¥+y+z _x+¥z _ _  x+y+z _y+E . . .
In primul caz avem T =3 =< §i —)— =~ =z si avem combinatiile convexe
+z +y+z r+E +V+z
Aﬂ =ﬂ'k; Szﬂ'—FE:l'L =’].)L +5é'}+5—1
c+y +2z +y+z : +y-2
= _(a+ ) —I—l[.g—cr_yz—(cﬁ—}” oy
X+ L"-Ilf' —EC 3

- = (a+y )2 ,rezultaca @ + =5
D|n convexﬁatealw f avem

L e P
f(—)'“h ﬂ‘f( )+ (1 —-a)f(z)
Jt+1-'h_

JH(LY)()
—--JJ2f(x)+1/2f(y), care prin adunare obtinem :

XtV V+Z Z+x X+V¥+E.
fEE)HED)H(= ) =1/2f(x)+1/2f(y)+3/2 f(TJ
de unde prin inmultire cu 2/3 se obtine rezultatul cerut.
Analog cazul ii)
O dtavariantd de demonstratie ainegalatitatii lui Tiberiu Popoviciu se poate gasi in G.M. Seria
B NR. 1 /2005, pagina 2, autor prof. Marian Dinca;
Inegalitati — idei sl metode , pagina 293, autor Mihai Onucu Drimbe
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Generalizareainegalitatii lui Tiberiu Popoviciu - Alexandru Lupas

FZ+pX

p_k+a1,+1,_)

PI)+E () +@+(pranf (7 =(pra)f (= )+(q+ G
undep,qr == 0, f este convexa peﬁnrﬂr’t‘m X,y,z € f

)+( +|0)f( )
Aplicatii
1.S4 se arate ca

11 1 = I 4 4
el B B + +-—= abc>0
o o c+a

& at+b+c” a+h b+e

Rezolvare
Consideram functiaf(x)=1/x, x >0, care este convex a
Aplicam Inegalitatea lui Tiberiu Popoviciu, avem

PACRs AR 4 Z(EEDz EDHEHED

|nIOC|und x=a,y=b,z=c, obtinem inegalitatea din enut.

2.Sasearateca:
64abc(atb+c)®=(at+b)?(b+c)*(c+a)?, a,b,c>0

Rezolvare
Consideram functia f(x)=-Inx, x>0
f — este convexa, atunci putem aplicainegalitatea lui Tiberiu Popoviciu,
Pentru orice a,b,c (0, 7?), avem succesiv:
atb . btc

r&Hrme+3na+%cs2nE+2rH2+2n—ch’(d]j(@b+c)3)§lha;b)2 @?ch)zcgm(mo%zza@%mo@aé

g.ed

3.Demonstrati ca in orice triunghi ascutitunghic avem inegalitatea

Tudordl Lupu — Constanta

Rezolvare -
Fie functi af:(0,§)->R, f(x)=cosx, care este concava pe acest interval
Aplicam inegalitatea lui Popoviciu, avem :
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A+B+C A+E .
CosA+cosB+cosC+3cos—— = 2 Ycos—, deci

A 1.3
T605ﬂ+ Es”'l— rezultaca Tsins = (-+ 1+2)
g.ed
4,
S4 se demonstreze ca :

Zf(x)+nf(—)>2f(2(S =%

unde f este convexd pe | interval , S=2=1 %;
Xi>0, i=1,n

Rezolvare
Avand in vedere caf este convexa, putem aplicainegalitatea lui Popoviciu, anume

Zn:f(xi)+n(n—2)f(§)2(n_l)f(i(%

(- J)Zf( %)-ntn- 2>f(s>>22f( =)
@Zf(ﬁ)zﬁ(—f)

e )f(Z )f(sb

ultimainegalitate rezultadin faptul caf este convexa, deci putem aplicainegalitatea lui Jensen

5.S4 se demonstreze ca :

Hx( Sy <H(S y:
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unde , S=X -, x

Xi>0, i=1,n

Rezolvare

Consideram functiaf:( 0,)->R, definita prin f(x)=-Inx, pentru orice x>0, f este convexa,
putem aplicainegalitatea de mal sus, dupa efectuarea calculelor obtinem ceea ce trebuia
demonstrat

Probleme propuse

Sa se demonstreze inegalitatea
9 4 4 4

1 1 1
1) —+—+—+ > + :
) Ja Vb o Ja+tb+c Ja+b b+c +c+a

a,b,c>0
indicatie : Se considera functiaf:(0,2)->R, f(x)=—

Se aratacaf este convexas se aplicainegalitatea lui Popoviciu

2)Sa se demonstreze ca:

5R-4r
4R

> cos’ Az

TR+4r
4R

> sin’ A>

Ind. Consideram functia f(x)=cos’x, care este convexape intervalul (0, ), respectiv f(x)=sin’x,

aplicand inegalitatea lui Popoviciu s tinand cont de formulele lui Napier , dupa efectuarea
calculelor obtinem c.c.t.d

Formulele lui Napier
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LOCURI GEOMETRICE

Teoreme importante si
probleme rezolvate prin mai multe metode

Autor: Prof. Andrei Octavian Dobre

[. Despre notiunea de loc geometric

Prin loc geometric se intelege figura (plana) formata din multimea L a tuturor
punctelor care au aceeassi proprietate P si numai pe aceea. Prin darea proprietatii si
determinarea multimii tuturor punctelor care o satisfac, rezulta, implicit, notiunea de
problema de loc geometric. Din punct de vedere al cinematicii, locul geometric este figura
geometricd plana descrisa de un punct mobil care satisface o anumita proprietate.

Dupa modul in care este formulatd o problema de loc geometric distingem:

1) Problema in care locul geometric este precizat prin enunt
2) Probleme in care enuntul cere si stabilirea locului geometric.

La problemele in care nu se arata propozitia de demonstrat (categoria 2), trebuie sa se
gdseasca proprietatile cracteristice tuturor punctelor locului geometric care sa reduca
problema data la una cunoscuta.

Dupa modul in care este definit locul geometric, avem:

1) Probleme in care punctul mobil este legat printr-una sau mai multe relatii de distanta
de unul sau mai multe puncte fixe.

2) Probleme in care punctul mobil este legat printr-una sau mai multe relatii de distanta
de una sau mai multe drepte fixe, sau combinat, atunci cand relatiile de distanta se
referd la puncte si drepte fixe.

3) Probleme in care punctul mobil se aflald intersectia a doua curbe variabile, supuse la
anumite conditii.

Pentru problemele de loc geometric nu exista o metoda generala de rezolvare pe cale
sintetica, asa cum exista in geometria analitica, ci trebuie studiata cu atentia problema si
figura corespunzatoare, pentru a desprinde elementele care pot reduce problema la unul din
locurile geometrice fundamentale.

In rezolvarea problemelor de geometrie, trebuie parcurse urmatoarele etape:

1) Se construiesc puncte, eventual particulare, care au proprietatea locului geometric
(cerut sau intuit), aratand in acest fel ca multimea punctelor ce il formeaza nu este
vida.

2) Se observa elemente geometrice de pozitie fixa sau de masura constanta, precum si
legatura lor cu acele variabile, folosind proprietatile corespunzatoare cunoscute.
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3) Pe baza celor stabilite la (2) si folosind, eventual, locurile geometrice fundamentale, se
“ghiceste” carei multimi de puncte ii apartin punctele locului geometric.
4) Se demonstreaza ca:

a) Orice punct cu proprietatea locului geometric cerut apartine multimi stabilite
(multimea — loc geometric);

b) Orice punct care apartine multimii stabilite are proprietatea locului geometric (cerut de
problema).

Observatii:

1) Céand locul geometric este precizat prin enunt, se parcurge numai etapa (4).
2) Daca in (3) s-a folosit un loc geometric fundamental, atunci nu se parcurge (4), ci se
pun numai probleme de delimitare.

Problemele de delimitare se pun atunci cand locul geometric poate sa fie limitat, adica
sa fie numai o parte dintr-o curba; aceasta depinde de conditiile problemei si cere o
cercetare atenta.

In cele ce urmeaza voi prezenta cdteva teoreme §i 10 probleme rezolvate de loc
geometric .

II. Teoreme

Teorema 1: Orice punct de pe mediatoarea unui segment este egal departat de capetele
segmentului.

Dem.: Se considerd (AB), O € (AB), (OA)=(0B) si M un punct de pe mediatoarea
segmentului  (AB). Daca M=0, afirmatia este evidentdi. Dacd M =0,
AAOM = ABOM (C.C.) si rezulti (AM)=(BM), deci AM = BM.

Teorema 2: Orice punct egal departat de capetele M
unui segment apartine mediatoarei segmentului.

Dem.: Se considera (AB) si M un punct astfel
incat (MA)E(MB). Daca ME(AB), atunci M este
mijlocul segmentului (AB) si apartine mediatoarei. Daca
MeAB, fie O mijlocul segmentului (AB).

AAOM = ABOM (LLL). Deci AOM = BOM. Deoarece
cele doud unghiuri sunt si suplementare, rezultd ca
MO L AB, ceea ce inseamna ca MO este mediatoarea segmentului (AB).
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Teorema 3: Bisectoarea unui unghi este locul
geometric al punctelor din interiorul unghiului egal
departate de laturile unghiului, reunit cu varful unghiului.

Dem.: a) Se va arata cd orice punct de pe
bisectoare este egal departat de laturile unghiului o)

(Fig.1.3). Fie h(A)k, O varful unghiului, s bisectoarea lui

si M es—{O}. Se noteazd cu A si B picioarele

perpendicularelor din M pe h i respectiv k.

AOAM = AOBM (IU)

= (MA)=(MB)= d(M,h)=d(M,k). h
b) Se va ardta ca orice punct M egal departat de laturile unghiului si se afla in

interiorul unghiului, apartine bisectoarei. Se noteaza cu A si B picioarele perpendicularelor

duse din M pe laturile unghiului. (MA)=(MB) , (OM) laturi comuni si MBO = MBA = 90°

— AOBM = AOAM (IC) = AOM = BOM = OM bisectoare.

Pe baza proprietatilor de loc geometric ale bisectoarelor si mediatoarelor se pot
demonstra urmatoarele doud teoreme referitoare la concurenta bisectoarelor si mediatoarelor
unui triunghi.

) o o . A

Teorema 4: Bisectoarele unghiurilor unui triunghi sunt
concurente.

Dem.: Din teorema transversalei rezultd ca bisectoarele
unghiurilor A si B intersecteaza pe (BC) si (AC) 1n cate un punct
D, respectiv E. Din aceeasi teorema rezultd cd existd puntul I,

{1} = (AD)~ (BE = (BE)~(AD). Asadar {I}c ACB. Din
proprietatea punctelor bisectoarei unui unghi rezulta d(I,LBC) =
d(I,AB), d(I,AB) = d(I,AC) si deci d(I,BC) = d(I,AC) si pentru ca

{I}e ACB rezulti ci [CI este bisectoarea unghiului C.

Teorema 5: Mediatoarele laturilor unui triunghi sunt
concurente.
Dem.: Fie un triunghi ABC, d,,d,mediatoarele

segmentelor (AB) respectiv (BC), {0} =d, nd,. Din proprietatea
punctelor  mediatoarei = (04)=(0B),(0B)=(0C),  deci
= (OA) = (OC ) = O apartine mediatoarei segmentului (AC).
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Teorema 6: Locul geometric al punctelor care au aceeasi putere fata de doud cercuri
neconcentrice este o dreaptd perpendiculara pe linia centrelor, numita axa radicala a celor
doua cercuri.

Demonstratie: Fie cele doua cercuri C (O1 N )si C (02,r2), O, # O, . Trebuie sa aflam
locul geometric al punctelor M pentru care O,M* -1’ = O,M* —r; . Dacd r, >r,, atunci se
poate nota a’ =7’ —r; si conditia se sctiec O,M*> —O,M> =a*. Deci trebuie gisit locul
geometric al punctelor pentru care diferenta patratelor distantelor la doua puncte fixe este

constantd. Se foloseste teorema lui Pitagora generalizata si se ajunge la faptul ca diferenta este
constanta.

Teorema 7: Fiind date trei cercuri cu centrele necoliniare, axele lor radicale, luate
doud cate doud, sunt concurente intr-un punct ce se numeste centrul radical al celor trei
cercuri.

Demonstratie: Fie C(0,,r,), C(0,,r,), C(O,,r,) cele trei cercuri, iar d,d axele
radicale ale primelor, respectiv ultimelor doud cercuri. Srim ¢d d 1. 0,0,si d L 0,0,. Daca
am avea d|| d', ar rezulta ci 0,0, = 0,0;, ceea ce nu e posibil, 0,,0,,0, fiind coliniare.

Rezulti cidsi d  se taie intr-un punct P. deoarece P se giseste pe d are aceeasi putere fatd de
C(0,,r) si C(O,,r,): cum P se gaseste si pe d va avea aceeasi putere fatd de cele trei
cercuri. In particular P va avea aceeasi putere fata de C(O,,r) si C(O;,r,), adicd va apartine
celei de-a treia axe radicale.

Constructia axei radicale. Daca doua cercuri
au un punct comun, axa lor radicald trece prin acest
punct (cdci are puterea zero fatd de ambele cercuri).
Asadar: --- -
In cazul cercurilor secante, axa radicald este
secanta comund. Daca cele doud cercuri sunt
tangente, axa radicald este tangenta comuna (fiind
perpendiculara pe linia centrelor).
In cazul a doud cercuri firad puncte comune
axa radicala se construieste in felul urmator: se
traseazd un cerc ajutitor care sd fie secant cu cele doud cercuri ducem axele radicale ale
perechilor de cercuri si le intersectam in P. perpendiculara din P pe dreapta ce uneste cele
doua centre ale cercurilor initiale este axa radical.
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Teorema 8: Locul geometric al punctelor ale caror distante la doua puncte fixe sunt
intr-un raport constant k£ # 1 este un cerc (Cercul lui Apollonius).

Demonstratie: Fie 4,B puncte fixe si k>1/; atunci orice punct M al locului geometric
este situat in semiplanul (dB, unde d este mediatoarea lui [4B]. Daca M, ,,M, sunt

intersectiile lui 4B cu bisectoarea interioara §i cea exterioard a lui AMB, atunci, 1n
AM, AM, AM

BM, BM, BM
fixe M,, M, apartin locului geometric. Pe de altd parte MM, L MM ,, deci M se afld pe un
cerc P de diametru [M M, ].

conformitatea cu teorema bisectoarei unui unghi, =k, deci, punctele

. . . . _— g ~ . AN
Recirpoc, orice punct N € P apartine locului geometric. Intr-adevar, notand BN =k,

avem N e (dBdeci k,>1. Din ceea ce-am aritat mai sus rezulta ci N se afl pe un cerc P, de
. AN, AN
diamteru [N,N,], unde N,,N, € 4B,~—L = =2
BN, BN,

aproape de B decat M, respectiv M,, deci P, < IntP, in contradictie cu N € PN F,. Daca

=k,. Daca k,>k punctele N,, N, sunt mai

k>k,, atunci P c IntP, si iarasi am ajuns la contradictie. Asadar singurul caz probabil este
k=k, sideci N apartine locului geometric.

Daca k<1, se schimba rolul lui 4 si B si se obtine nu cerc in semiplanul (dA.
In cazul k£ = 1, locul geometric este mediatoarea d.
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I1I. Probleme de loc geometric rezolvate prin diferite metode

1) Un dreptunghi variabil MNPQ are varfurile situate pe laturile unui triunghi ABC. Sa
se afle locul geometric al punctelor de intersectie ale diagonalelor dreptunghiului

MNPO.
Solutie 1:
A
L
Q/ N\ E P
1 ToN
BM D F A N c

Cazul 1: Presupunem ca triunghiul ABC este ascutit unghic

Presupunem ca varfurile M, N sunt situate pe latura BC, varful P, este situat pe latura AC,
iar Q pe latura AB. Notdm cu E intersectia medianei AA cu latura PQ a dreptunghiului. (QE
= EP).

Daca F este proiectia lui E pe BC, atunci mijlocul O al segmentului EF este punctul de
intersectie al diagonalelor dreptunghiului.

Fie AD, DEBC, inaltimea triunghiului ABC dusa din A.

A ONAD={L}, unde L este mijlocul segmentului AD.
_ Rezulta ca O , punctul de intersectie al diagonalelor dreptunghiului, apartine segmentului
AL, A fiind mijlocul lui BC.

Reciproc : daca O este un punct al segmentului AL, se construieste un triunghi inscris in
triunghiul ABC,cu intersectia diagonalelor lui O (In prealabil se construieste segmentul EF)

Analog, pot fi considerate dreptunghiurile care au cate o latura asezata pe doua laturi ale
triunghiurilor, AB si AC. Prin urmare locul geometric obtinut este format din reuniunea a trei
segmente.

Observatie: Cele trei segmente care formeaza locul geometric, sunt ceviene (concurente) in
triunghiul median A B'C, format de mijloacele laturilor triunghiului dat. Pentru a justifica
acest lucru, este suficient sa observam cad punctul L imparte segmentul B’C’ in acelasi raport
in care D imparte latura BC.

Cazul 2: Presupunem ca triunghiul ABC este optuzunghic, m(<x4)>90°. Atunuci

dreptunghiurile inscrise pot avea laturile asezate pe BC, insa nu putem avea dreptunghiurile
cu doua varfuri pe laturile AC sau AB. Deci, in acest caz, locul geometric este un segment.
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Solutie 2:

e

/

B M N C

v

Fie BC = x si luam indltimea din A axa Ox
Fie A(0, h), B(b, 0), C(c, 0), QP : y=«
Scriind ecuatiile lui AB si AC si intersectand cu QP obtinem:

b(h ) c(h @)

Q———2),P(——,2)

Centrul dreptunghlulul se afla la intersectia dreptelor:

xp+x, (b+c)h-a)
2 2h

y—gsi xX=
2

Eliminand parametrul & obtinem:

. j - +% =1, adicd o dreapta ce trece prin mijlocul lui (BC) si mijlocul lui (OA)
2 2

Locul geometric va fi reuniunea a trei drepte ce trec prin mijlocul unei laturi si mijlocul
indltimii corespunzatoare.

2) Se considera triunghiul ABC si se iau pe laturile sale punctele variabile D€EBC,
E€AC. Sa se afle locul geometric al punctului M, mijlocul segmentului DE, atunci
cand punctele D si E descriu(parcurg) cele doua laturi, astfel incat triunghiurile
ABDsi BCE sa aiba aceeasi arie.

Solutie:
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A

B D A C

Observam ca daca D tinde catre B, atunci E tinde catre C, iar M tinde catre A’ ,
mijlocul laturii BC.

Observam ca daca D tinde catre C, atunci E tinde catre A, iar M tinde catre B’ ,
mijlocul laturii AC.

De aceea intuim cd locul geometric al punctului M este linia mijlocie A’B’.

o(ABD) _ o(BCE)

, de unde
o(ABC) o(ABC)

Din 6(ABD) = 6(BCE), rezulta

BD CE .. BD CE
—=——-, adica —=——+
BC AC B4'" B'C

Utilizand proportii derivate avem:

BA'-BD B'C-CE

BA' B'C
.. DA" B'E . A'D B'C ME . ) . D
adica —— =——. Atunci . . =1 si conform reciprocei teoremei lui
A'C B'C A'C B'E MD

Menelaus, rezulta ca punctele A’, M, B’ sunt coliniare.

Deci, locul geometric al punctului M este linia mijlocie A’B’.

3) Se da triunghiu ABC. Sa se gaseasca locul geometric al punctului , mijlocul

segmentului MN,stiind ca M si N apartin laturilor AB, respectiv AC §i IZ—ABI = %

Solutie:
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Ducem MN || AC, NQ || AB cu P si Q situate pe BC.

AM CP CN CQ . AM CN . .

- , = si cum —— = —— (prin ipoteza),
AB BC AC BC AB  AC
co

rezulta ca i =—=gi deci P=Q.
BC BC

Avem

Prin urmare, patrulaterul AMPN este paralelogram si O este mijlocul lui AP, adicd O
se afla pe linia mijlocie EF, unde E si F sunt mijloacele laturilor AB, respectiv AC.

Reciproc:

Fie O€EF si AONBC={P}
Ducem prin P dreptele PM||AC si PN||AB, cu MEAB si NEAC.
Deoarece AMPN este paralelogram si AO=OP, rezulta cd O este mijlocul segmentului

MN. Din MP||AC si NP||AB, urmeaza AM = re = N .
AB BC (A4

Deci, locul geometric al punctului O este linia mijlocie EF.

4) Fie AB un diametru fix al unui cerc, C(O,r), iar M un punct mobil pe cerc. Dreapta
AM intersecteaza cercul de diametru AO in N. Sa se determine locul geometric al
punctului P, de intersectie al dreptelor OM si BN.

Solutie:

A

O

Cum m(<xANO) =90°, rezulta ca ON L AM.

Utilizand teorema lui Menelaos in triunghiul AMO, cu transversala NPB, obtinem:

NM BA PO _,
NA BO PM
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Dar ﬂZL & = % , adica PO = g si cum O este fix, urmeaza ca locul geometric este

NA OM
cercul C(0, g)

5) Se considera un triunghi ABC si punctele M,N apartinand laturilor CA, AB respectiv,
care impart aceste laturi in acelsi raport k.
Daca P este un punct fix al planului sa se determine locul geometric al centrelor de
greutate al triunghiului MNP, cand k este o marime variabila.

Solutie :

Din ipoteza avem:

MA_CN _ .

MB AN

Sa notam cu P’ mijlocul segmentului MN si cu G centrul de greutate al triunghiului PMN.

—— . : ST L == 2=
Vectorul PG se exprima cu ajutorul vectorului PP 'prin relatia: PG = EPP' (1)

In triunghiul PMN segmentul de dreapta PP’ este mediana si avem:

ﬁ:PM_'-PN @)

Substituim valoarea lui PP’ din (2) si (1) se obtine:
—. PM+PN

PG 0

Punctele M si N impart segmentul AB si CA in raporul k si, prin urmare, avem:

W:PAHcPB
1+k

ﬁv:PC+kPA @)
1+k

Se inlocuiesc valorile PM si PN din (4) si (3) si obtinem:

PC - PA(l+k)+ PC+kPB
3(1+k)

sau

10



Revista Electronica Matelnfo.ro ISSN 2065-6432 — Februarie 2011 WWW.MATEINFO.RO

pG_PA, PCHkPE. o
3 3(1+k)

Sa notam cu Q punctul care imparte segmentul CB in raportul k, adica:

oc_,

OB

Prin urmare @ = PCHiPB (6)
1+k

Substituind valoarea lui P—Q din (6) in (5) obtinem:

pg_PA PO_PA+PQ
303 3

(7

Sa notdm cu u versorul dreptei BC.

In triunghiul PBQ avem:
PO =PB+BQ=PB+u
Substituind expresia vectorului P—Q in 7 se obtine

ﬁZPA+PB+i;

3 3
Vectorii PA, PB si u sunt constanti, iar A variabila.

Locul geometric este deci o dreapta paralela cu BC

11
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6) Varturile B si C ale triunghiului ABC sunt fixe, iar varful A se deplaseaza pe dreapta
(d). Sa se afle locul geometric al centrului de greutate G al triunghiului ABC.

Solutie:

=B

Se considera in planul triunghiului un punct fix O.

OC = OA+O3B+OC

Daca P este un punct fix pe dreapta (d) si u este versorul acestei drepte, atunci putem
scrie:
OA=O0P+u, AER

Vectorul de pozitie al centrului de greutate se scrie:

5@»:OP+OB;OC+M :Zz+%

OP+0B+0C
3

a=
Locul geometric al punctului G este o dreapta paralela cu D

7) Se considera in spatiu trei puncte necoliniare A,B,C. Sa se afle locul geometric al
punctelor M pentru care :

MA* + MB* + MC? = constant

Solutie:

Notam cu G centrul de greutate al triunghiului ABC.

Avem:

12
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3 MG = MA+MB +MC
Inmultim scalar ambii membrii ai acestei egalitati cu ea insisi si obtinem:

IMG? = MA* + MB* + MC* + 2MA - MB +2MA-MC +2MB - MC <
IMG* = 2(MA*> + MB*> + MC*)—(AB* + AC* + CB?)

Din aceasta relatie obtinem MG = constant

Locul geometric este deci o sfera de centu G si raza MG

8) Intr-un sistem de axe de coordonate xOy, se duc prin O doua drepte fixe d; si d>. O
dreapta d’||Ox este mobila si taie d; si d, in N si P. Perpendicularele in N §i P pe d; si
d; se taie in punctul M. Se cere locul geometric al punctului M.

Solutie:

=N
o~
=z

dy

Fied;: y=mx, d,: y=nx,d: y=c .

Atunci avem: N (ﬁ ,a), P (g ,Q)
m n

Obtinem:

1 o
NM:y-a=-—(x——)

m m
PM:y-a= —l(x—g)

n n
Eliminand pe o rezulta y = mn | X

m+n

Adica locul geometric este o dreapta ce trece prin origine.

13
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9) Fie un punct fix A€Ox § punctele variabile N si P pe Oy.
Perpendicularele duse prin N si P la AN si AP se taie in M. Se cere locul geometric al
Iui M stiind cd ON-OM = K

Solutie:
Fie A(a,0), N(0, o), M(0,p) astfel inct o p=k”

Avem MN: ax- ay+ o =0
MP: ax+ By+ *=0

Atunci apx — afy — a’p=0
-a0x + oPy — ap=0

ax(B-a)+ af(a-p)=0

Rezulta ax=a f=k
k2
a

X

Locul geometric este o paralela la Oy

10) Fie dreapta fixa d’ pe care se iau punctele fixe A si B §i fie dreapta fixa d 1. d’ pe care
se iau punctele variabile N si P simetrice fata de dreapta AB. Sa se gaseasca locul
geometric al punctului M de intersectie al dreptelor BN si AP.

Solutie:

Fie AB = Oy, d=0x
Avem A(0,a), B(0,b), N(r ,0),P(-« ,0)

BN: 2 4+2=1
a b
AM: 4+ 2 =1
-a a
. . 2
Eliminand pe o obtinemy = ab
a+b
¥
Fy
A
M
B
P N X

14
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de NICODIM NEGREA
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Pe tot parcursul , notam:

N,={xt xestenwmarintregsix z kl, (1)

unde k este numar intreg nenegativ fixat.

Reformulam o conjectura din 1932 a lui Derrick Henry Lehmer , astfel :

CONJECTURAI.(D. H. Lehmer, 1932).
1.Daca n € N, si @ este functia (indicatoril) lui Euler , atunci
urmatoarele trei propeozitii sunt echivalente :

@(n) divide n—1." ; (P)
" Existe @, a €N, ,astfelincat : aenl=n—-1." ; (R)
7 on este naamar prim . . (F)
2. Daca

apn)=n—1, unde a€N; ,nEN;,
atwnei n estenumarprimst ¢=1.

Vom metamorfoza aceasta conjectura in Leorema!

Urmatoarele trei leme sunt cunoscute.
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LEMA 1.Daca n € Nj , atunci urmatoarele doua propegitii sunt

echivalenre:
" @(n) divide n—1." ; (A)
" Exista a ,a €N, ,astfelincat ! aph)=n-—-1.". %)

Aceasta este evidenta!

LEMA 2.Daca n € N; si este adevarata propozitia

29

1 este numar prim. 7 {2
atunci sunt adevarate urmatoarele doua propeozitii
” @ln) divide n—1." ; (R

u

Exista a ,a € N, ,astfel incat ' a@pn)j=n-1.". 7)

Intr-adevar, deoarece n € N; s1 n este nwmar prim, obtinem ca

enl=n—1si
l.in=1)=n—-1,decipentru ga=1, ag{nl=n—1, a €N, . Asacadin

(F,) rezulta (F,) si (PR).

LEMA 3.}, Weallis, 1785 ; L. Euler). Daca 1 &€ IV, , atunci exista si
sunt unice ( pentru un anumit 7 ) urmatoarele numere , cu proprietatile alaturate

lor , abstractie facand de asociativitatea si comutativitatea inmultirii numerelor
din N :

k, kEN,;
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P, Py €Ny, pyeste prim,oricarearfi i , i €N, , i=k+1 ;
Ty = Pheq.oricarearfi 1, LN, , sk, daca 1= k;

t, , L, €N, , oricarearfi ¢, [Ny, i=k+1,

astfel incat:
no= Pyt p . Pras (W)

pentru care :

@) = p 2y — Ve pe— 1) . Pread ™ (e — 1) . (E)

TEOREMAL.(N. Negrea ,2010). . Daca n €}, ,

o= PPt P (W)
pentru care :
en) = py" Y- D™ (e — 1) Pread™ (e — 1), (E)
in conditiile din LEMA 3. , si este adevarata propozitia
" Extsta a ,a €N ,astfel tncat : ap(nj=n-—1." , (5

atunci sunt adevarate urmatoarele trei egalitati :

n= PPz - - Prsa> (w)
@) =(py— 1)pz — 1) ... (Prea—1) ; (e)
alpy — 1@ —1) o Py — 1l =paps - Pies — 1, a €N . (L)

Demonstratie. Observam ca trebuie sa demonstram ca ¢; = 1, oricare ar fi
LLiEN,  i<k4+1.

Pentru aceasta , presupunem contrariul ,caarexista j , jEN; , j=k+1,

astfel ca t; # 1 ; deoarece t; € Ny, rezultaca f; € Ny ; din (W), (£)si
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(Fy ), privite simultan , rezulta ca p; divide 1 , care contrazice p; € N,
(conditie in LEMA 3.) .

Rezultaca ¢, = 1, oricarear fi i,i €Nyt = k+1.Din {W) obtinem (w],
din (E) obtinem (g} si din (F )} obtinem {L).

Asadar, (w]} , (&) si (L} suntconditii necesare pentru {F,) si (F).Vom
demonstra ca @ = k este conditie necesara pentru {L) ,deci Q = g vafi
conditie necesara pentru (&} si {F) si vomobtine n=p;, a=1,unde
P, este numar prim ,deci n este numar prim . Pentru aceasta, largim”
conditiile din LEMA 3, pentru k fixat, k & /N, , si obtinem urmatoarea
teorema , prin care determinam toate numerele x si ¥, din egalitatea (1),
obtinuta din (L) , prin inlocuirea numerelor a si p; cu x si y;, unde x si
y; verifica conditiile “largite” , dupa care constatam ca a si

P1, Po s e Preq R verifica (L), deoarece mu indeplinesc conditiile din
LEMA 3. ,daca 1= k.

TEOREMA2.(N. Negrea, 2010). Daca numarul k este fixat, k € N, , si

este adevarata egalitatea :

(= 1y — 1) e e — 1) =310 e Peer— 1, (L)
unde x €N,y €N, ,oricarearfi {,ieN,,i=k+1,

¥, £V, ,daca 1=k ;
V, <= V.q,0ricarearfi i ,iEN,, i< k,daca 2=},
atunci este adevarata egalitatea :

Free1 = ¥a¥z = Jk - (et}

Demonstratie. Vom deosebi doua cazuri: k=1 sau k=2 .
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CAZUL k=1

Din egalitatea {l}, obtinem :
-0 —-1=my-1=x0s =11 + 31 -1,

v, —1 divide 3, —1 , deci 3 — 1=y, —1,deoarece 3, —1 € N, ,
de unde ¥; < 94 , si, deorece 71 = ¥ , din ipoteza , rezulta y, =19 , adica

() . Din {I) si y; = 34 se determina x,3; iy, . A rezultat (e} .

CAZUL k=2

Acest caz se demonstreaza in trei etape, cu obiective alaturate .

ETAPA I. RELATII NECESARE PENTRU (1)

Din [I), obtinem :
X — 1My — 1) e O — 1) =04Y2 e Ve — 1=
Y1¥z o Yelher — 1)+ 0005 w9 — 15

Ya¥z e ¥ — 1 =[xy — 1005 — 1) v (e — 1) —31Y2 o ) — 1

Notam :

be=20n — 130 - 1) . (e — 1) —3Y2 o Vi - (il
Obtinem :
¥1¥z = Y =1 = Bel¥pes — 1) 5 (dy.)
b, €Ny (Frp )

¥ -1 —1) .. O — 1L =1y . Y+ b (L)
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Din (f), obtinem :
20 — 1 —1) o O — D =310 oo Pema O — 1) + 0435 e Yp—a + Bes

V1Vz v Yp—a + B =
[y — 105 — 1) o (g — 1) — 105 o P—al O — 1)

Notam :

Broa =%y — 1000 — 1) o (Voma — 1D = 0405 o Vo - (Br-a)
Obtinem :

Ya¥z v V=1 F B = Bp-a (e — 1) (et
Be—q €Ny ; (fg-a)
20y — 130 — 1) v (s — 1 =105 oo s + Brq - (lr-1)
Notam :

Brooa=—1. (Brsa)

Analog , pas cupas, pentru i €N, ,i=k—1, obtinem :

Notam :

B = %0 — 1200 — 1) o Oy — 1) — 4 V5 oo Pt - (Bre-i)
Obtinem :

Va¥a o Vet T Beoier = Beoe(Vporaa — 1) (i)
b ENy (Fipems )
0 — 1005 — 1) (e — 1) = 3405 e Fiems + By - (l-s)

Tinand seama de {f;_,} si {#i;_,), obtinem :

(s -1 —1) . (s — 1) — WY ey =1, (rp—s)

oricarearfi i, iEN;, i =k—1.
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Inlocuind pe £—1i cu s , obtinem :

xn—1005—1) . Q-1 —»my . =1, (ng)

oricarearfi g, sEN;, s=k.
In particular ,

x(p—1—1yp 21 . (14)
Scriem {1,) sub forma echivalenta :
(xr—1)y =x+1. (1"}

Presupunem ca ¥ = 1 Din (n;"), obtinem: Oz 7 . Fals! Asadar, x =1 ;si,

deoarece , din ipoteza x € N, , rezulta ca :
x € N, este conditie necesara pentru {1),daca l= k . {e.n.x)

Relatia {I) este echivalenta cu urmatoarea relatie :

¥ -0 —1) o (e — 1) — 31 - Vipa=—1. Ly

ETAPA all-a. CELE MAI MICI NUMERE y, CARE VERIFICA (I}

Pentru & fixat , tinem seama de ipoteza side [r.m.x),din {n,’) rezulta:

Cel mai mic ¥y, posibil se obtine, daca si numaidaca, b, =1,in (n,") este

egalitate, siin () este egalitate , adica : x(jy — 1) — 33 = 1, care se scrie :
x(y—1) = 31 +1 (req)
si

Y1 + :I. = XE:hjl - ]-] . ‘:‘zlrj
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Relatiile im,} si {{;") sunt identice .

Inmultim ambii membri ai egalitatii (1,"] cu [y, — 1) siobtinem :

(e + 100y — 1) =20 — 1)(y; — 1]

Inmultim in membrul stang , apoi trecem din membrul stang in membrul drept
un termen , tinem seama de (71,) si obtinem :

Ya—h-1=x0n—-D0p-D-mp =1,
Vo= 42
Cel mai mic y, pesibil se obtine, daca si numai daca , b; = 1, pentru care :

Vo =T + 2 &?LZI
s
yiyz +1=x(y, — 13z — 1] . ‘:EEF:'

Inmultim ambii membri ai egalitatii (£,") cu {y; — 1) si obtinem :
Crnye + 1y — 1) =x0n — 10 — 1305 — 1)
Inmultim in membrul stang , trecem un termen in membrul drept, si obtinem:

Y — ¥y — 1 =20y — 1) — 1)( — 1) — 1mu)s -

Daca 2=k ,atunci k+1 =3 , tinem seama de {l), membrul drept se

inlocuieste cu —1 si obtinem:

¥ —yuye — 1 =20y, — 1)z — 1)(yy — 1) — 3,755 = =1, 1ar din aceasta
rezulta :

Y = Ja)% (g
s1

Ya¥a¥s — 1= %€y — 1y — 100 — 17 . (13"
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Relatia (mi,) este echivalenta cu (e} si (;°) este echivalenta cu {1).

Numerele x,3y,¥; 8i ¥ se determina, pe rand , din relatiile

(i), (M) 8t (my) . A rezultat {d) . Aici se incheie!

Daca 3= k , atunci se tine seama de (5} si obtinem :

Yo — ¥ —1= 20— 100y -100s - 1) —pouy =1,
Din aceasta obtinem :

Ya—yiya—1=1

Ya 20+ 2.

Cel mai mic y; pesihil se obtine, daca si numai daca, by = 1, pentru care:

Ya =11 +2 (mg)
s1
Yareys +1= x(3y — 1), — 1y — 1) Ga;}

Analog , pas cupas,pentru ¢ €N, ,i =k,

Presupunem ca :

Cel mai mic vy, posibil se obtine ,daca si numai daca, b, = 1, pentru care:
Yi =Y1¥z - Yi-1+ 2 ()

si

Ya¥zg - ¥+ 1= xQp — 105 —1) . Oy — 1) {1,

Inmultim ambii membri ai egalitatii  {1,") cu ()3, — 1) si obtinem :

Oada e 3t D00 — 1= x0 — 10 — 1) o0 Qg — 1)
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Daca i+ 1= k , tinem seama de (., J, siobtinem :
Yier—YaYz - Y~ 1= 20— 105 —1) o (Fpa — 1) =322 - Yrn = 1;
Viea 2 Va¥a Wit 2.

Cel mai mic y,., peosibil se obtine ,daca si numai daca, b, =1 ,pentru care:

Yier= Vol - Ji T+ 2 (e )
si
Yi¥z - Yier T1 =20y — 1)y — 1) oo (30 — 1) ‘:3{+1J}

In particular:

Cel mai mic 1y, peosibil se obtine ,daca si numai daca, b, =1, pentru care:

Vi =¥1¥az v Ve +2 (mye)
st
Yoz o Ve +1= 20n- 1105 - 1) .. (% — 1), (")
Inmultim ambii membri ai egalitatii (f,") cu (.., — 1) sitinem seama de ([):
(11¥z we Y+ 1) g — 1= 2y — 1)(02 — 10 s (Fn — 1)

Yre1 — Ya¥z - Yo — 1=
v =M — 1) (e — 1) — 380 - Ve =— 1.

Cel mai mic y4.., pesibil se obtine ,daca si numai daca, by, = —1, pentru
care:

Vo1 =YYz - Vi (Mpr1)
s1

Ya¥a o Yeea—1 = %(P — 105 — 1) . (s — 1) (s’

Relatia (m.,,) este echivalenta cu (g} si (I;.,") este echivalenta cu {I).
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Numerele x,¥; %, .. Viea SE determina ,pe rand, din relatiile

(miy) ,(my) ..., (M 1) . A rezultat (d) . Aici se incheie!

In ambele cazuri a rezultat (¢} .

ETAPA alll-a. CELE MAI MARI NUMERE vy, CARE VERIFICA {I)

Din ipoteza, () si (l;) ,apoidin (f.), relatii din ETAPA I, rezulta :
Y1¥z v Y =1 = Be(¥raa — 1 = 1(0ppa — 1) = Yppa — 1

Yeer =WV o Y-

Cel mai mare 14,4, pesthil se obtine ,daca si numai daca, b, =1,pentru care:

Yrea = 1Yz - T (M)
s1
(O —1)0s—1) .. O —1)=1Y .. 7+ 1. (L)

Din (L;), obtinem :
0y — 1My — 1) o (e — 1l =305 e Yima (e — L) +3105 o Yemr + 15

Va¥g e Prma T 1=
[x(yy — 1300 — 1) oo (Fpmr — 1) — 3105 oo Vimal — 11

Notam :

By = x0Qn — DO — 1) e (g — 1 — 202 oo Vima - (Bi-a)
Obtinem :

VaVa - Vima+ 1= Boa( — 1) (eba”

.Eiﬁ-_._]_ E Nl , F:“F:—IH
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(=1 = 1) e s — 1) =01 e Vet iy .
Din (el ") tinand seama de ipoteza si de (fep—y J,apoi de {1x_;""] ,obtinem:
Ya¥z o Ye—at 1= B — 1= 1.0 - 1) =y, — 1.

P =VaVz oo Vot 2.

Cel mai mare y;, pogihil se obtine ,daca si numai daca, by_, = 1,pentru care:

Y =Y1Vz oo Pp—a T2 (M)
si
2 =108 =10 we Oca = 1) =310 e Vo + 1. (Lp—1)

Analog , pascupas, pentru i €N;,i=k—1,obtinem:

Notam :

B =x0 — 10— 1) . (i — 1) = 31Y2 - Vi - Br—i”
Obtinem :

YaVg e Vit T 1 = By QOged — 1) (dp—y)
by €Ny {
X0 = 1000 = 1) v (Ve = 1) = 005 o Fomg + By - (b’

Din ipoteza , (e} si Chg—y' ) , obtinem :
Ya¥g oo Vi T 1 = B (hoier — 1) 2 L0V gea — 1) = Ppipa — 15

Fr—t+1 = Ya¥z - Fr—t T 2.

Cel mai mare 1,_,., pogibil se obtine ,daca si numai daca, b, _, =1,pentru

carc:

Vromtar = Fada e Fog + 2 (M i)
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si

Yi¥z o Yrme 1 =20 — 10 — 1) o (g — 1) (L)
In (M;_;.4), inlocuimpe k—i<+1 cus siobtinem:

Ve=V1Vz e Your +2 ,unde sEN, , 5= k. (M.)
In (L;_;},inlocuim pe k—i cu s siobtinem :

¥ e+ 1l=x(n -1 —-1) .. (-1, 8N, 8k {L.)

Pentru (F,;)si {I), mai folosim si notatiile {M,]si respectiv, {T.;..,), si

inlocuim in (M.} si (L.} pe s cu i;obtinem urmatoarele relatii :

¥ —1l=m+1, xEN,, HEN, (M)
Yi=¥Yz wYiq+t2, unde PEN;, i =k, (M)
Vi1 = 1Yz == Vi 5 (Micas)
Yi¥z Y +1=207 -0 - 1) .. (yy— 1), EEN ik, (Lg)
VaVz e Yeaa— 1=200 — 1)0 — 1) .. (e — 1. (Lrsal

Din (M,), obtinem :
¥y —1l=9m+1=93-1+2;
(x— 1y, —1)=2; x—1eN;, 35— TEN;
Sunt posibile doar doua sitiatit
SITUATIA1?:x=1=1gi 3y —1=2,deci:x=2giy; = 3;
saU
SITUATIA2% : x —1=2 gi 5 —1=1,deci:x =3 siy, =7.

Constatam ca relatiile de recurenta {M,) si €my} sunt identice , oricare ar fi

i, i€ N, ,i = k+ 1,in consecinta:
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cele maimari nuomere y; care verifica (L) sunt identice cu cele mai mici

numere vy, careverifica (1), daca x =2 gau x = 3. Asadar, numarul
x = 2 si numerele ¥y Vg, ..., Vpeq Obtinute , pe rand, din (g}, (Mg} .. ..,
(1,1 ) sunt unice . Numarul x =3 si numerele ¥y ¥3 aus ¥Yx+q Obtinute , pe

rand , din ), (mg), . . ., {9, sunt unice . Numai numerele din aceste
doua gituetii verifica (1) .In fiecare dintre cele doua situcitii este verificata

egalitatea echivalenta cu (#..4) , Sl anume :

Viwa = Vala - Vi - ()

TEOREMA 3.(N. Negrea, 2010).
1. Daca n € N, si @ este functia (indicatorul) lui Euler, atunci

urmatoarele trei prepeogitii sunt cchiralente :

" @(n) divide n—1." ; B

" Exista @, a €N, ,astfelincat ! a@n)=n-1."; )

7 n este numar prim. 7 . ()
2. Daca

agn)=n—1, unde a €Ny ,nEN;,
atwnci n estenumarprimst ¢=1.

Demonstratie. Propozitiile {F,) si {F;) sunt echivalente , conform
LEMEI 1.

Sa demonstram ca din (& } rezulta {F, ). Pentru aceasta , consideram :

o= 2y T Py (W)
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pentru care :
enl = p 7 P - DB p - 1) Pad™ P — 11, (B

unde sunt indeplinite toate conditiile din LEMA 3. Intrucat
Exista a ,a €N, ,astfel incai ¢+ apn)=n-1." ) (P )

atunci sunt indeplinite toate conditiile {potezeiTEOREMEI 1. , si ,conform

concluziet acestel teoreme, sunt adevarate urmatoarele trei egalitati :

n= PPz - Prea> (w)
en) =(py— 1P — 1) . (Ppea— 1) (el
alpy—1Mpa—1) . (Prea— 1) =40z ... Prea — 1, G €N, . (L)

Presupunem k=1, kEN, .

Pentru x =@, v, =p,,oricarearfi i, iEN;, i< k+1,sunt
indeplinite toate conditiile ipatezei TEOREMEI 2., deci este adevarata

conclugia acestel teoreme , exprimata prin egalitatea :

Pre1 = P1Pz o P - (")

Incazul k=1,din {d’) rezulta p, = p, , care contrazice p, = p, , care
este conditie in LEMA 3. Deci k= 1.

In cazul k € N3, din (') rezultaca py., mw este numar prim, care

contrazice o conditie din LEMA 3., ca p,, este numar prim.Deci k « 2.
Deoarece k € Ny siam demonstratca I k s1 k = 2,rezultaca 0=k,
deci sunt adevarate urmatoarele trei egalitati :
n=m ()
pnl=p;—-1, (e)

alp,—1)=p,—1. (Fy')
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Din conditiile LEMEI 3., {w;,) si (L;") rezultacan este numar
prim si respectiv, &= 1.

Am demonstrat astfel ca din (4} rezulta (/%] si (1) .

Din (I%) arezultat (/%) , conform LEMEI 1., sidin {{%) arezultat
(F;) ,inseamnacadin (R} rezulta {R) &i (R).

Din (B} aurezultat (&) si (B} , conform LEMEI 2.

S-a demonstrat ca : daca
apginj=n—1, unde a €N, ,nEN,,
atunct n este numar prim st a=1

Am demonstrat TEOREMA 3., care a fost obtinuta prin
metamorfezarea CONJECTURII 1. .

Pe parcurs am obtinut relatii de recurenta , din care obtinem un rezultat
remarcabil in sine , descris in teorema care urmeaza dupa lema urmatoare :

LEMA 4. Daca w € Ny si v €Ny, atunci :
3 &
('H?L} _ u:;e-l:l. ;

(2 +1)(2%+ 1) .. (27 +1)=
(27 —1}(2”° + 1}{(2¥" + 1) .. (2" +1}=2"" -1 ;

(37 -1)(3"° + 1)}(3*" + 1) .. (33" +1)=3"""-1.
Fiecare dintre ultimele doua egalitati se poate demonstra prin metoda inductiei
matematice.
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TEOREMA 4. Daca numarul & este fixat, k €N, ,si este adevarata

egalitatea :

x0h =100z — 1) v (Vo1 — 1) =31%2 oo Piwa— 1, ()
unde x EN,, 1, €Ny, oricarearfi {,ieN,,i=k+1,

¥y = 7, ,daca 1=k ;

¥; = Yiaq.oricarearfi i , i €N, ,{ = k,daca 2=k,

atunci una si numai una dintre urmatoarele elmee situatii este adevarata :
SITUATIA i?:
x=2 ;

¥, = 25‘?"'-#1, oricarearfi {,ieN, i< k;

¥
= FE" _
Ve = 1.

SaU
SITUATIA 2¥:

x=3,;

y1=2=3"-1;

v, =3%"% 41 oricarear fi i,i €N, ,i < k,daca 2<k;

YVisa = 32" -1,

Demonstratie. Folosim relatiile de recurenta {mt,) din ETAPA a Il-a.
SITUATIA1?: x =2siy, =3.

In CAZUL k=1,din (d),echivalentacu {m,), obtinem :
+1=2"-1=2""1=1y.,.

EL_L

Y=y =3=2"+1=2
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Aceste numere verifica (f) .
In CAZUL kz=2: y, =3 =2% —1.Din (m,), obtinem: y, = y, + 2
=27 +1.
In CAZUL k=2 : Din (d) , echivalenta cu (mg)} , obtinem :
Ya=31Ya = (-2 =0 2= -2y t1-1=(p-1)*-1=
() -1-2% - 1= 2" - 1=y,,..
Aceste numere verifica (1) .

CAZUL k = 3:
Din (m,) , obtinem : y, = 9, +2 = 2% 4+ 1.

In CAZUL i €ENy,i < k'

Ef-ﬂ.

Presupunemca y; =2 "+ 1.

Din aceasta si {m;) rezultaca: ¥, = ¥Vs we Fyoq+ 2 = 927t 4 1

Daca i+ 1=k, din cele anterioare si (.4} , obtinem :
Verr =Y - i T 2=l e Yt 2= (- 20+ 2=
- 2 { -
-1D3+1=(2"7) +1=2%"+1= 22" 1

In particular :

Vie=Val e Voo + 2=2F "+ 1.
Din aceasta si (¢}, care este echivalenta cu €m,.,) , obtinem :
Yiesr = Y1¥z = Vi = ¥z o Ye-2 Ve = O — 200 = 3™ — 2V =
12— 2y Hl—1= (o —1)2— 1= {2?”'1)2 —1=122"-1.

Cu aceste numere constatam :
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X0 — 1000 — 1) e (Pppq — 1) =

2.(2F +1-1)(2 +1-1) .. (2P +1-1) (2P - 1-1) -
222797 | 28 (207 2) = g1 ettt (3F_g) -
- 2228 (27 2] 27 (27— 2) - 2" g

Tinem seama de (¢} si obtinem :

Vi¥z o Vipa— 1= t:}'ll.}lf }'ﬁ:}}'.'t-rl -1 :.}'&-1*12 —-1=
z
(2?” - 1) -1
- (zi‘“”)-2 —2.2% 1 1 =27 _g2%n

Numerele din SITUATIA 19 au verificat {I).

SITUATIA 2% : x =3 siy, =2.
Procedam analog!

In CAZUL k=1,
k+1=2 s y =}fg=2=3:’°—1.

Aceste numere verifica {I). Aici se incheie!
In CAZUL k=2, obtinem : v, =2 ; 3, =y, +2=4=3241;

In CAZUL k=2, obtinem: vy =33, =(V;— 205 =17 — 21 =
Yt =2y tl-1=(p —1)* -1=3"=1= 34 -1 = Vi -

Aceste numere verifica (L) . Aici se incheie!

In CAZUL k=3, obtinem: y = y,3,+2= 3% +1.
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Presupunemca ¥, = 3?f'2'_|_ 1,unde i €N, i<k.
Din aceasta si {m} rezulta ca : Vi = Fa¥a e Fioqg + ¥ :ggf'z +1.

Daca i+ 1< k, din cele anterioare si {m,..,) , obtinem :
Yirr =Yz e it 2= 0nYs - Padi 2= -2+ 2=

- 2 - [ -
- 1P+ 1= (37) +1-37" 1= 2299 4

T?—z

In particular : ¥ = 1393 we Ypmg + 2 =35 +1.

Din aceasta si (¢}, care este echivalenta cu €rrip,.4) , Obtinem :
Viers =¥z - Ve = (s oo Yima D3 = O — 20 =y — 2y =
pet - 2y Hl-1= G~ P - 1= (33°°) —1-37 1.
Cu aceste numere , constatam :
(3 — 110 — 1) o (Praa — 1=
3.2-D(E +1-1) .. (3 +1-1) (37 - 1-1) -
3.3 L 33—z ) - 31, gt (P _g) -
— 31,3271, (320 _ 2) - 32 (32— g) - gaf 235"
Tinaem seama de (¢} si obtinem :

Yi¥z e Pear— 1= 0¥z oo ¥edlepr — 1 = Va2 — 1=
2
(3 -1) -1

1 ‘ 1 L
=(37) - 23" +1-1=3" - 237

Numerele din SITUATIA 27 au verificat (1) .
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Aici se termina!

Am reusit ceva incredibil! Am determinat toate solutiile ecuatiei [1),
in conditiile precizate , care sunt dear deoua, cu toate ca aceasta ecuatie are

k + 2 necunoscute!
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APLICATII ALE ANALIZEI MATEMATICE IN GEOMETRIA PLANA

Prof. gr.I Poenaru Dan , Colegiul Economic,I.Pop” Cluj- Napoca

Analiza matematica s-a impus in cadrul matematicii ca o ramurd de bazd a
acesteia, oferind mijloace de lucru si investigatie pentru cele mai diverse domenii ale
activitatii stiintifice. In acest sens, analiza matematica isi gaseste aplicabilitate in primul
rand in celelalte ramuri ale matematicii.

In liceu, algebra beneficiazd de aportul analizei matematice in rezolvarea unor
ecuatii sau inecuatii ce nu-si gasesc rezolvari convenabile prin metode specifice algebrei.
calcul a unor suprafete plane, volume si arii a suprafetelor de rotatie. Cat priveste studiul
calculului diferential din clasa a XI-a, aceasta nu se finalizeaza printr-un capitol bine
conturat de aplicatii In geometrie in special in geometria pland si in spatiu studiata de
elevi in clasele anterioare.

Lucrarea de fatd doreste sd demonstreze cd utilizarea rezultatelor analizei
matematice de clasa a XlI-a la anumite probleme de geometrie clasica, ofera atat
rigurozitate cat si suplete in redactarea solutiilor. De asemenea realizarea unui capitol de
efortul de formare a gandirii matematice la elevi. Daca intocmirea tabelului de variatie si
trasarea graficului unei functii este realizat pe baza unui algoritm ce este deja utilizat de
unele limbaje de programare pe calculator, constructia unei functii in conformitate cu
datele si cerintele unei probleme variationale de geometrie clasica, stimuleaza spiritul de
investigatie, imaginatia §i creativitatea, deziderate atat de pretioase ale predarii
matematicii in scoala.

In prezentul articol se prezinta doua exemple suficient de sugestive in sensul celor
de mai sus.
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Aplicatianr. 1

Se di patratul ABCD cu AB = 2. In afara patratului, M
se construieste triunghiul isoscel MDC cu baza [DC] iar

M este punct variabil pe mediatoarea segmentului [DC] .
Fie E piciorul perpendicularei din A pe [MDsi F piciorul D C
perpendicularei din B pe [MC.

Sa se studieze variatia perimetrului patrulaterului
ABFE indicand pozitia punctului M pentru care acest
perimetru este maxim.

A

SOLUTIE: Se demonstreaza usor ca patrulaterul ABFE este un trapez isoscel. Fie si
H = AD "N EF si G mijlocul laturii [DC].

AE _AD _AE__ 2
DG DM 1 Jx’i1 )
2

> (1. D G _\c
X +1 A1

Din AAED ~ ADGM =

AE =

Utilizand teorema catetei 1n triunghiul AED obtinem

AH =

1 iar apoi, aplicand teorema lui Pitagora ' N > 5

in triunghiul AHE = EH = 22 X . Calculand EF,
X"+
, 2(x+1)° . . : :
obtinem: EF =2EH +2 = il (2). In final, tindnd cont de (1) si(2), se obtine
X"+

2x+1° 4

X+ x> +1

perimetrul triunghiului: P, =2+ . Se construieste in continuare

functia corespunzdtoare :

2
2+ 4

SR B I

f:(04+40) >R, f(X)=2+

A4l | x4l x4l

: - 4 [=x*+1 X
Derivata functiei este f'(x) = ( - ]
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Tabloul de variatie:

x 10 ? + o0
f'(x) ++++++++++ 0 cmmmmmemeo -
f(X) |8 7777 7 4+3/3 NNNNNN 4

Reprezentare grafica: Ya
4+33
max f(X) =4+3v3
g 4
3
3 v" M
N P I I
Ee —.F inf f (x) = 4
B ey >
A 2 B |
o & 2 X
3
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Aplicatia nr. 2

Se da un dreptunghi ABCD cu AB =1 si b p C
latura[ AD] de lungime variabila . Din A si C se .
duc perpendiculare pe BD in P respectiv Q . :
Sa se studieze variatia ariei patrulaterului APCQ. A Q B

SOLUTIE: Din AP ||CQ si [AP]=[CQ]= AQCP este un paralelogram format din
douad triunghiuri dreptunghice congruente (APAQ = AQCP ). Se noteazd AD = X iar
apoi, in functie de X, obtinem:

D C

D C
/P
X
Q X Q
) <

A | B

A 0 B

pentru cazul X €[0,1) si

BD=+/x’+1, AP =

BD =+x*+1, AP——, PQ = \/): pentru cazul X €[0,1) ; facem
1

x* +1
observatia cad pentru X =1 , dreptunghiul ABCD este un patrat si astfel PQ =0. Aria

paralelogramului AQCP, in primul caz, este dublul ariei triunghiului dreptunghic APQ
astfel Incat aria patrulaterului AQCP se poate calcula dupa cum urmeaza:

3

X . . A
iar pentru cazul al doilea, in mod

AAQCP=2'AAAPQ=PQ'AP= 2

3

X" =X c A o . .. 1
analog avem : A =——— . Tinand cont de cele doua situatii este posibila
APCQ T g2 41 v
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3
()
IX* = x| X" +1
constructia functiei : f :(0,4+0) >R, f(X)=———=7 0, X=1
X" +1 s
X2—X’ X € (1,4+0)
X“+1

Functia este continua pe [0,+) si este derivabild pe [0,+) \ {1} . Expresia derivatei

4L ax? —1
—X(—Z—Xl)z, x €[0,1)
X"+
este f'(x)= ) , ; T'(x) =0 are solutia x, = J5-2¢ (0,1)
XA ]y e ()
(X" +1)

De asemenea functia admite asimptota oblica : y = X . Prezentdm mai jos tabloul de

variatie precum si ilustratia grafica a functiei in care semnificatia punctului de extrem
local este evidenta.

X 0 J5-2 1 + o
f'(x) +++++ 0 +++ |+ e
fx) |0AAA7 NINS=-2\\\N g AAAAA97

2
Y a
max £ (0 = V10VS =22
0<x<l1 2

Xy




Revista Electronica Matelnfo.ro ISSN 2065-6432 — Februarie 2011 WWW.MATEINFO.RO

APLICATII ALE ANALIZEI MATEMATICE IN GEOMETRIA PLANA (2)

Prof. Poenaru Dan , Colegiul Economic ,,I.Pop” Cluj- Napoca

Aplicatia nr. 1

D G C
Relativ la patratul ABCD cu AB =1 se H ]
construiesc patratele DEFG E €[DA], G €[DC] si B
CHIJ, H €[AC], | €[CB] astfel incat [DE]=[CH]. I
Sa se studieze variatia lungimii segmentului [FI]
daca E este un punct mobil pe [DA]. A .

SOLUTIE: Se noteaza DE = X . Prin proiectia punctului F pe BC segmentul [FI]
devine ipotenuza Intr-un triunghi dreptunghic a carui catete au lugimilel — X respectiv

xv/2 = X ; astfel FlI =\/(1—X)2+(X\/5—X)2 =\/2X2(2—\/5)—2X+1 ceea ce permite

constructia functiei:

0] >R, F(X)=42X2(2-~2)-2x+1

2x(2-/2) -1
J2x2(2-42)-2x+1

2+42 \/2—\/5
2

Derivata functiei este f'(x) = ; ecuatia f'(x) =0 are solutia

Xy = iar valoarea functiei in acest punct este f(X,) = . Se intocmeste

tabloul de variatie:

X
0 2442 |
4
f'(xX) | ---emmeeea--- 0 S

F0O [ N NN AN 2%45 AAAAA
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Reprezentarea grafica de mai jos ilustreaza variatia distantei FI in conditiile problemei
punand 1n evidenta valoarea minima a acesteia

Y a

D G C
1 A

H !
& B 5
A ............................................... 2
[ = N
@) Xy 1I 'X
Aplicatia nr. 2
Se da patratul ABCD de latura AB =1. P ™
Pe dreapta AB se iau punctele M si N astfel incat MA = Q

AN si se considera patratul MNPR

(P €int(ABCD) ). Se construieste patratul CSQT
unde S €[BC],Q €[AC] si [CS]=[MN]. Sa se R P
studieze variatia distantei dintre punctele P si Q daca S '
este un punct variabil al segmentului [BC] .

SOLUTIE: Notam cu X lungimea laturii celor doua patrate ( NP = x = QS ). Prelungind
laturile RP i TQ obtinem: RPNBC =E, TQNAB=G si RPNTQ=H.

Se formeaza triunghiul dreptunghic HQP D T

3 x ¢
unde PH =1-= si QH =1-2x, astfel
2 Q
S
3 2 1- 2x
X
PQ=4PH*+QH* = [[1-==| +(1-2x)’ R _|P 2] .
Q Q \/( 2} ( ) ' v
1 1- 1,5%
Se obtine PQ=5\/25X2—28X+8 M A N G B
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Construim functia f :[0,]] > R, f(X)= %\/25X2 —28x+8

Preliminarii in constructia graficului:

ligl f(x)= V2, li%l f(x)= % iar dervata functiei este data de

fr = L. 25x-14

14 1
' : f'(X)=0 pentru X, =— iar f(X,)=—
2 \J25x> —28x+8 (=0 ° 25 (%) =73

Urmeaza tabelul de variatie si graficul functiei sugerand si valoarea variabilei X pentru
care se obtine valoarea minimad a distantei PQ

X 0 1%5 1

f'(xX) | -eeeeeea--- 0 ++++++++++

(0 V2NN % o aaagaa Y

\/5>£:> max f(X) :\/E:max(PQ): AC
D 2
C
“."‘ Yy A
P .0“07
A 21
5/
Al 24
B
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Aplicatia nr. 3

D C
In trapezul dreptunghic ABCD (m(A) = m([S) =90°)
sedauAB=b,DC =c si AD=a.Fiec M un punct M
variabil pe [AD]. Sa se studieze variatia sumei distantelor
dela M la punctele BsiC . A B

SOLUTIE: Senoteazi AM = x. Obtinem MB? = x> +b* si MC*> =¢” +(a—X)’.

Suma distantelor este MB + MC = /x> +b> + \/ ¢’ +(a—x)> ceea ce permite constructia
functiei:

f:[0,a] >R, f(x)= \/X2 +b? +\/c2 +(a—x)> acirei derivati este:

X X—a . . .
. Ecuatia f'(x)=0 are solutia x, = iar

+
VX +b?  \Je? +(a-x)? b+c

valoarea functiei in acest punct este f(x,)=+/a’>+(b+c)” . In vederea ilustrarii
grafice a variatiei functiei consideram cazul numeric a=2,b=3,c=1.

f'(x)=

Functia este

f:[02] >R, fX)=VX>+9+4/1+2-%)°
Preliminarii in determinarea graficului:

1i££1f(x)=3+\/§ si lig1f(x)=\/ﬁ+l
X X—

f/(x) =
) VX2 +9 +\/1+(2—x)2

iar f'(X) =0 conduce la X, =% si f(x,)= 245

tabloul de variatie

o] W

S T I
f(x) | 3++5 NNNNNNN 25 7 77777 1341
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Se prezintd mai jos graficul functiei alaturi de figura geometrica ce surprinde pozitia
punctului M pe [AD] pentru care suma distantelor MB si MC este minima.

y A
3+4/5

min(MB + MC) = min f (X) = 2+/5 2J5 \ —

max(MB + MC) = max f(x) =3 ++/5

v

o
-
=
(9]
N
Xy

Aplicatia nr. 4

Intr-un paralelogram ABCD cu AB = a si
AD =b se considera masura unghiurilor
variabila (m(A) <90°).

Sa se studieze variatia perimetrului

patrulaterului determinat de punctele de
intersectie ale bisectoarelor paralelogramului.

SOLUTIE: Notand patrulaterul cu MNPQ ca in figura de mai jos, se demonstreaza usor
ca MNPQ este un dreptunghi. Notam m(A) = X . Pentru aflarea dimensiunilor
dreptunghiului MNPQ este necesar calculul laturilor triunghiului dreptunghic MSR

pe care le putem nota Y = MR, z = SR si t = SM . Stiind ca triunghiurile ARD si BSC
sunt isoscele, obtinem ca z = 2b—a, apoi din asemanarea triunghiurilor AQR si SMR
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(2b—a)-bsin >
b b b

y yA _z-QR_

obtinem —=—=Yy
QR

=(2b-a) sin% (in triunghiul
dreptunghic AQR , QR = bsing ). Astfel marimea latimii dreptunghiului este data de

. X . X . X A o < .
| =QR-y=D smE —(2b-a) smE =(a-b) s1n5 (*). Intr-un mod asemanator se obtine
si L=(a-b) cos% (**). In final din (*) si (**) perimetrul dreptunghiului este dat de

. X X ) : .
PMNPQ =2(L+Dh=2>a- b)(smz +cos 5) cea ce permite constructia functiei

f :[o,f} SR, f(x)= Z(a—b)(sin§+cos§j

In vederea studiului variatiei functiei vom considera un caz numeric si anume
paralelogramul are dimensiunile a =3 si b =1 ; se obtine astfel functia:

f :{0,1} >R, f(x)= 4(sin£+cos§)
2 2 2

Pe parcursul studiului acestei functii obtinem lif(r)l f(x)=4, limf(x) = 442 iar
x X1

2

derivata functiei este f'(X)=2- (cosg —sin %J iar f'(X) =0 pentru x, = % :

Prezentdm 1n continuare tabelul de variatie precum si graficul functiei:
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X 0 r
2

f'(x) tH++++++F A+

fx) | 4 AAAAAAAAAAAA 42

¥o.
,‘V&.
¢ .
D * ., C
«* .
K ’.
R4 ‘e
.0" .‘w
Q"". 9:’ N
S », °
Q“ &
i 0y ‘.0
A 4 Q= '.'
0‘ ”' B -
Q‘ *
* ..0 et J | »
%

max(PMNPQ)z 44/2 = max f (X)

<V

©)

l\)l(\\‘ s EEEEEEEEEEEEEEEEEE NN NN NN NN NN NN NN NN EEEEEEEEEEEEEESR
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Aplicatia nr. 5

Se da dreptunghiul ABCD (A,C varfuri opuse)
de laturi AB =1 si AD de marime variabila. Fie si
O = AC N BD . Mediatoarele segmentelor [OC] si
[OD] se intersecteaza in punctul P iar mediatoarele D 8 X C

segmentelor [OA] si [OB] se intersecteaza in Q. o

Sa se studieze variatia distantei PQ o 0)

SOLUTIE: Notam cu X lungimea laturii variabile AD

In triunghiul dreptunghic ABD , aplicand teorema lui Pitagora,

obtinem BD = +/x* +1. Triunghiurile dreptunghice PSO si DCB Q
au unghiurile ascutite din O respectiv B congruente, asadar sunt asemenea.

2 1 2
_ DB~SO=\/X +1-Z\/x +1 _

Din APSO~ADCB = 2 = P9 _ pg L X+l
BC DB BC X 4 X
P 2
. .. . I x"+1
Din P, O,Q coliniare si [PO]=[0Q]= PQ =7
X
Construim functia
D ] C x> +1
""""""""" : f:[040) >R, f(X)=
RS [0.+0) ="
MO N
AT 1= ol B Pentru Intocmirea tabloului de variatie
si trasarea graficului functiei avem nevoie de
urmatoarele elemente specifice:
1iB’)1f(X)=+OO , lim f(X) =400}
Q

. - 5 C o T g« 1
nu avem asimptota orizontald dar exista asimptota oblica y = > X.

2

. .. I X
Derivata functiei este data de : f'(x) = T

-— ; rezolvarea ecuatiei f'(X)=0 conduce
X

la solutia x, =1 iar f(l)=1. Este prezentat in continuare tabloul de variatie:
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X 0 1 + o0
f'i) | e 0 +++++++++

f(X) | +oo NNNNNNN 1 AAAAAAA +00

A
min f(X)=1
. y
mm(PQ) =1

D_ I e

6::- - ! /
A b. Q ".. B

O v

1 X

Distanta minima este 1 si aceasta se obtine pentru X = 1; in acest caz dreptunghiul ABCD
este un patrat.
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