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TETRAEDRE TRIDREPTUNGHICE

Prof. Cojocaru Camelia
Scoala Nr. 1 Chiraftei, Jud. Galati
Definitie
Un tetraedru [ABCD] se numeste tridreptughic in D daca oricare doua din dreptele
DA, DB, DC sunt perpendiculare.
Observatie :Un tetraedru tridreptunghic este ortocentric, deci are toate proprietatile
acestuia, dar are §i proprietati suplimentare ce generalizeaza relatiile metrice ale

triunghiurilor dreptunghice.

A,

Teorema 1

Daca tetraedrul [ABCD] este tridereptunghic in D si proiectia ortogonala a lui D 1n
planul (ABC) este H, atunci H este ortocentrul triunghiului ascutitunghic ABC.
Demonstratie .

Fie E proiectia lui D pe BC. Presupunem cd A,E,H nu sunt coliniare.

Deoarece AD L DBsi ADL DC=>AD_1 (BCD)=> AD LBC (1)

Deoarece E este piciorul perrpendicularei din D pe BC =>DE 1L BC (2)

Din (1) si (2) avem: BC L (ADE)=> BC L AE (3)
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A,
Conform unei reciproce a teroemei celor trei perpendiculare avem:
BC_LAE
=> HE 1 BC (4)
DE 1 BC
Deci prin punctul E se duc doud perpendiculare pe BC —absurd, deci A,H,E
coliniare.

In mod analog HF L AC si B,H,F coliniare deci H este ortocentrul triunghiului
ABC.
Teorema 2
Intr-un tetraedru [ABCD] tridreptunghic in D are loc relatia :
1 1 | 1

- + + 5)
DHZ DA?2 DB2 DC2
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Demonstratie

Fie DE indltimea din D a triunghiului BCD si H ortocentrul triunghiului ABC.

_DB-DC _ BC-DE
2 2

=>DB2DC? = BC*DE?

S =>DB-DC=BC-DE=>

Din teorema lui Pitagora in triunghiul BCD, avem :

BC?*=DB*+D(C*=> Lt 1 5 (6)

DE2 DB2 DC

AD 1 DB

Din =>AD 1 (BCD)=>AD 1 DE
AD 1 DC

In triunghiul dreptunghic ADE, obtinem:
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Lot

DH? DA? DE?

Din relatiile (6) si (7) obtinem relatia (5)
1 1 1 1

+ + +
DH? DA?2 DB2 DC2?

Consecinta

Daca H este ortocentrul triunghiului ABC, atunci :

AN AN AN
cos” HDA +cos> HDB +cos? HDC =1 (8)

Daca inmultim relatia (5) cu DH? obtinem :

DH? DH? DH?

+ + =1
DAZ DB? DC2
DH A DH A DH A
Dar ——=cos HDA, =——=cos HDB,—=——-=cos HDC=
ar DA cos ' DB cos “DC cosHDC=>

AN AN AN
=> cos? HDA + cos? HDB + cos HDC =1

Teorema 3

Intr-un tetraedru [ABCD] tridreptunghic in D are loc egalitatea:

S’ bec=SaBC Supc (9)
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Demonstratie

Deoarece AD L BD si AD L CD => AD L (BCD);
-DE < (BCD) => AD L DE =>A ADE- dreptunghic.

In triunghiul ADE, aplicim torema catetei:
DE’=AE-HE | -BC*=>
=>DE*BC?=AE ‘HE -BC*=>
(DE-BC)*=(BC-AE)(BC-HE)=>
=>(BC-DEj2=BC-AE BC-HE __

2 2 2

=>S’ppc=SancSHpC

Aria unei fete este media geometrica intre aria bazei si aria proiectiei pe baza a fetei
respective.
Observatie: Aceasta teorema este o generalizare a teoremei catetei din geometria plana.
Teorema 4

Intr-un tetraedrul ABCD] tridreptunghic in D are loc egalitatea .

S2 A +S%p+S2=S% (10)

Demonstrate
SAa=Spec, SB=Sapc, Sc=SaBp, Sb=SaBC

Aplicand teorema 3, obtinem:
SAZZSD'SHBC
SBZZSD'SHAC
Sc’=Sp-Suas

Adunand relatiile membru cu membru, obtinem:
Sa>+SB™+Sc’=Sp (Suc+Snac+Sna)=Sp Sp=Sp’
Observatie :Aceastd teoremd reprezintd o generalizare a teoremei lui Pitagora din
geometria pland.
Teorema 5

Un tetraedru ABCD este tridreptunghic in D daca si numai daca au loc relatiile :

2 DA’=b*+c*-a?

2 DB :=a*+ckb* (1)
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2 DC*=a*+b’-c’

Demonstratie :
Necesitatea : ABCD tridreptunghic => (11)

Din teorema lui Pitagora aplicata fetelor obtinem:
DBXDC2=a2,
DC*+DA=b,
DA’+DB*=c’

care verifica egalitatile (11)
Suficienta : Din relatiile (11) si reciproca teoremei lui Pitagora aplicata fetelor
tetraedrului se obtine ca unghiurile plane ale triedrului D sunt drepte.
Volumul tetraedrului tridreptunghic

Volumul V al tetraedrului ABCD tridreptunghic in D se exprimd in functie de
laturile a, b, c ale triunghiului ABC prin formula:
288 V2= (a*+b’-c?) (b*+ c*-a?) (c*+a’-b%) (12)

Avem:

6-V=DA- DB- DC

Inlocuind formulele (11) si ridicand la patrat se obtine (12)
36V=DAZ DR? D= b2 4+c2—a? . 2 +a2 b2 _ a2 +b2 —c?

2 2 2

288 V2= (a’+b*-c?) ( b2+ c2-a?) (c*+a’-b?)

=>

Volumul V al tetraedrului ABCD tridreptungic in D satisface relatia:
9V?=2:S4 Sg-Sc  (13)
in care Sa= Spgc, Sp=Sapc, Sc=SaBD
Demonstratie: Din : 6:V=DA- D B DC => 36 V * =DA* DB’ DC’=(DA" DB) -(DA -DC)-
(DB -DC ) = 8 -S4 -Sg -Sc => (13)
BIBLIOGRAFIE:
1. J. Hadamard - Lectii de geometrie in spatiu, Ed. Tehnica, Bucuresti

2. Dan Branzei, Sebastian Anita, Constantin Cocea- Planul si spatiul
euclidian, D. Academiei, Bucuresti, 1986.
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PREMIILE CONGRESULUI INTERNATIONAL DE
MATEMATICA

(Hyderabad, 19-27 august 2010)

NECULAI STANCIU!

Motto:
“Calculand cu logaritmi unghiul sufletului tau,
L-am gasit destul de mare ca sa-ncap in el si eu,
Nu cer prea mult de la tine, nu am nici un gand demonic,
Numai ca doi buni prieteni sa fim in raport armonic. *

Mihail Manoilescu

(dedicat de autor unui inspector scolar!)

Abstract. The International Mathematical Union (IMU) doled out seven prizes, including
the brand-new, $500,000 Chern Medal Award, in opening ceremonies at its quadrennial
International Congress of Mathematicians (ICM) in Hyderabad, India. Also at the
meeting, IMU elected its first woman president, Ingrid Daubechies of Princeton
University.Four mathematicians received the prestigious Fields Medal, long regarded as
mathematics' version of the Nobel Prize. Elon Lindenstrauss of Hebrew University of
Jerusalem and Ngo6 Bao Chau of Université Paris-Sud in Orsay, France, took the prize for
analytic work with applications to number theory. Stanislav Smirnov of the University of
Geneva, Switzerland, and Cédric Villani of the Henri Poincaré Institute in Paris won for
theoretical work in statistical physics. The Nevanlinna Prize, given for work in
mathematical aspects of computer science, went to Daniel Spielman of Yale University
for contributions in the areas of linear programming and error-correcting codes, which
underlie much of what computers spend their time doing in business applications and
telecommunications. The Gauss Prize, awarded for work in applied mathematics, went to
Yves Meyer, professor emeritus at the Ecole Normale Supérieure de Cachan in France.
Louis Nirenberg of New York University was honored with the inaugural Chern Medal
for his lifetime work in the modern theory of partial differential equations and for his
mentoring of students and postdocs.Congratulations to all the winners!
Keywords:International =~ Mathematical ~ Union, International = Congress  of
Mathematicians, Fields Medal, Carl Friedrich Gauss Prize, Rolf Nevanlinna Prize, Chern
Medal.

MSC :01AXX

! Profesor, Sc. Gen. “George Emil Palade”, Buzau
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| International Congress of :
‘Aathematicizns

International Mathematical Union (IMU) acordda medalia Fields, ‘“nobilul
matematicii”, la fiecare patru ani, incepand din 1936, matematicienilor mai tineri de 40
de ani(vezi [1]), cu ocazia Congresului International al Matematicienilor(CIM).

Acest premiu a fost Tnmanat celor patru laureati de catre presedintele indian
Shrimati Pratibha Patil, cu ocazia deschiderii CIM pe 2010, la care participd peste 3.000
de specialisti din intreaga lume si care s-a desfasurat in perioada 19 - 27 august, in orasul
Hyderabad din sudul Indiei.

Shrimclzi Pratibha Patil

Francezii Cédric Villani si Ngo Bao Chdu, israelianul Elon Lindestrauss si rusul
Stanislav Smirnov au primit, in 19 august 2010, medalia Fields.

Cédric Villani *(36 de ani), directorul Institutului Henri Poincaré (IHP) din
Paris din iulie 2009 si profesor la Ecole Normale Supérieure din Lyon, a primit aceasta
distinctie pentru lucrdrile sale asupra “amortizérii Landau’’ si ecuatiei lui Boltzmann, un
fizician si matematician austriac de la sfarsitul secolului al XIX-lea.

*vezi: http://en.wikipedia.org/wiki/C%C3%A9dric_Villani si http:/www.umpa.ens-
lyon.fr/~cvillani/



http://presidentofindia.nic.in/�
http://www.icm2010.org.in/wp-content/icmfiles/medalists/villani.jpg�
javascript:void(0)
http://presidentofindia.nic.in/
http://presidentofindia.nic.in/
http://en.wikipedia.org/wiki/C%C3%A9dric_Villani
http://www.umpa.ens-lyon.fr/%7Ecvillani/
http://www.umpa.ens-lyon.fr/%7Ecvillani/
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Fields Medal — Cédric Villani, Institut Henri Poincaré

Laudatio, Hng—T zer Yau
Prezentare, Julie Rehmeyer

Ngo Bao Chau® (38 de ani), nascut in 1972, la Hanoi, si devenit cetitean francez in
2010, preda la Universitatea Paris-Sud si a primit medalia Fields pentru demonstratia din
2008 a lemei fundamentale propuse de Robert Langlands. Verificata recent de numerosi
experti in domeniul matematicii, aceastd demonstratie de peste 150 de pagini a fost
inclusd, in decembrie 2009, pe lista “celor mai frumoase zece descoperiri stiintifice ale
anului” realizatd de revista Times.

Laudatio, James Arthur
Prezentare, Julie Rehmeyer

Elon Lidenstrauss4( 40 de ani), a fost premiat pentru *’rezultatele sale din domeniul
masurdrii rigiditatii din teoria ergodica si aplicatiile lor in teoria numerelor".

3 vezi: http://en.wikipedia.org/wiki/Ng%C3%B4 B%E1%BA%A30 Ch%C3%A2u
* vezi: http://en.wikipedia.org/wiki/Elon_Lindenstrauss si
http://www.ma.huji.ac.il/~elon/index.html



http://www.icm2010.org.in/wp-content/icmfiles/medalists/ngo.jpg�
http://www.icm2010.org.in/wp-content/icmfiles/medalists/elon.jpg�
javascript:void(0)
http://en.wikipedia.org/wiki/Ng%C3%B4_B%E1%BA%A3o_Ch%C3%A2u
http://en.wikipedia.org/wiki/Elon_Lindenstrauss
http://www.ma.huji.ac.il/%7Eelon/index.html
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Fields Medal - Elon Lindenstrauss, Princeton University

i

Laudatio, Hary Furstenberg
Prezentare, Julie Rehmeyer

Stanislav Smirn0V5(4O de ani) nascut in 1970 la Sankt Petersburg, in Rusia, in
prezent profesor la Universitatea din Geneva, a fost recompensat pentru lucrdrile sale din
domeniul fizicii statistice si din domeniul percolatiilor.

Laudatio, Hry Kesten
Prezentare Julie Rehmeyer

Premiul Gauss, care recompenseazi aplicatiile din matematici(vezi [1]), a revenit

. 6 o Ao ., o
francezului Yves Meyer ', in varstdi de 71 de ani, ’pentru contributiile sale
fundamentale aduse teoriei numerelor” si “’rolului sdu de pivot in dezvoltarea teoriei
functiilor wavelet”.

> vezi: http://en.wikipedia.org/wiki/Stanislav_Smirnov si http://www.unige.ch/~smirnov/
6 vezi: http://en.wikipedia.org/wiki/Yves Meyer



http://www.icm2010.org.in/wp-content/icmfiles/medalists/stan.jpg�
http://www.icm2010.org.in/wp-content/icmfiles/medalists/yves.jpg�
http://en.wikipedia.org/wiki/Stanislav_Smirnov
http://www.unige.ch/%7Esmirnov/
http://en.wikipedia.org/wiki/Yves_Meyer
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Carl Friedrich Gauss Prize - Yves Meyer, ENS Cachan

>

ot

Laudatio, Ingrid Daubechies

Premiul Nevanlinna, care recompenseazd lucririle din domeniul stiintelor
informatice(vezi [1]), a fost atribuit americanului Daniel Spielman’( 40 de ani).

i 25y

Laudatio, Gil Kalai
Prezentare, R. Ramachandran

Medalia Chern, decernati in premieri(vezi [1]), 1in acest an in memoria
matematicianului chinez Shiing-Shen Chern (1911 - 2004), a fost atribuitd americanului

Louis Nirenbergs( 85 de ani), considerat de confratii sai drept “unul dintre cei mai
mari specialisti ai analizei matematice’’ di

Chern Medal - Louis Nirenberg, Courant Institute of Mathematical Sciences

7 vezi: http://en.wikipedia.org/wiki/Daniel Spielman si http://cs-
www.cs.yale.edu/homes/spielman/
8 Vezi: http://en.wikipedia.org/wiki/Louis Nirenberg



http://www.icm2010.org.in/wp-content/icmfiles/medalists/dan.jpg�
http://www.icm2010.org.in/wp-content/icmfiles/medalists/louis.jpg�
http://en.wikipedia.org/wiki/Daniel_Spielman
http://cs-www.cs.yale.edu/homes/spielman/
http://cs-www.cs.yale.edu/homes/spielman/
http://en.wikipedia.org/wiki/Louis_Nirenberg
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Laudatio, Yan Yan Li
Prezentare, R. Ramachandran

BIBLIOGRAFIE:

1] Neculai Stanciu, Constantin Rusu, Aspecte din istoria O.I. M. - Gazeta Matematica,

seria A, nr. 3/ 2009
2] http://www.youtube.com/watch?v=YaygWWCDzeQ’

[3] http://www.youtube.com/watch?v=83nVp2A00DO '
[4] http://www.imo-official.org/year_individual r.aspx?year=1986 '

[5] http://www.imo-official.org/year_individual_r.aspx?year=1987 '*

[5] http://www.imo-official.org/year_individual r.aspx?year=1988"3

? Decernarea Medaliilor Fields

% Univ. din Israel

" Stanislav Smirnov, olimpic international (1986)
12 Stanislav Smirnov , olimpic international (1987)


http://www.youtube.com/watch?v=YaygWWCDzeQ
http://www.youtube.com/watch?v=S3nVp2AOOD0
http://www.imo-official.org/year_individual_r.aspx?year=1986
http://www.imo-official.org/year_individual_r.aspx?year=1987
http://www.imo-official.org/year_individual_r.aspx?year=1988
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[7] http://www.imo-official.org/year_individual_r.aspx?year=1989
[8] http://www.imo-official.org/year_individual r.aspx?year=1988 "°

[9] http://www.icm2010.org.in/welcome '

[10] http://www.mathunion.org/organization/general-assembly/ '’

13 Ngé Bdo Chéu , olimpic international (1988)

4 Ng6 Bdo Chdu, olimpic international (1989)

' Elon Lindenstrauss, olimpic international (1988)
16 Pagina online ICM -2010, Hyderabad, India, 2010
7 Pagina online IMU
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O proprietate a triunghiurilor cu laturile in progresie geometrica

Nicusor Zlota'

P1.Un triunghi cu laturile in progresie geometrica este dreptunghic daca si numai daca

-1 . ..
q2 = [T , q = ratia progresiel

Demonstratie
Fie ABC un triunghi cu laturile a, b,c
Notam cu q ratia progresiei geometrice crescitoare , avem a=a, b=aq, c=aq’, ¢>1

Daca triunghiul ABC este dreptunghic rezulta

2 \/g—l

a’=b+c’ea’=agd+aq’ og'+q-1=0¢ =——

2
J5-1
q=4—
2

q

\/g_l 2 C
T: J—

-1 1 1+45
a 2

Din enutul proprietitii avem ca ¢’ = , care reprezinta

numarul de aur

P2. Sa se arate ca intr-un triunghi dreptunghic avem inegalitatea
AD>AB+AC-BC, unde AD = 1naltimea triunghiului dreptunghic ABC
Rezolvare

Se stie ca intr-un triunghi dreptunghic D€ BC, avem relatia , AD=bc/a, unde a=BC, b=AC,
c=AB
Inlocuind cu notatiile din P1, avem succesiv

243

ap="c_2ad
a a

3

=aq

ag’ >b+c-a=ag’>ag+aq’ —a=q' >’ +q-1=1+q"-qd+q)>0=1+q)(q-1)>>0

q.e.d
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P3.Sa se arate ca intr-un triunghi dreptunghic avem inegalitatea h < P , h=AD, p=

1+2

semiperimetru
Indicatie: Se utilizeaza relatiile din P1 si dupa efectuarea calculelor se obtine P3

P4 Fie ABC un triunghi oarecare cu laturile a,b,c in progresie geometrica crescatoare.
Sa se arate ca

1+\/§

2

I<q<

Demonstratie
, . o _. 2
Notam @>1 ratia progresiei , avem a=a, b=aq, c=aq

Din conditia de exitenta a triunghiului ABC , avem a+b>c, rezulta ca

1+\/§

2

1+q>q*, de unde rezultacd  1<(Q<

PS. Sa se demonstreze ca intr-un triunghi ABC avem inegalitatea

sinB +sinC <(2+\/§)sinA

Rezolvare

In contiunare aplicand teorema sinusului, avem succesiv :

, . b ¢ ag+aq® a 5 e
sin B + sin 2R+2R R ZR(q+q )=(g+qg)sin
q<l+\/§:>q2<3+\/§:>q+q2<(2+\/§)

2 2

g.e.d
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P6. Sa se arate ca in orice triunghi ABC cu laturile in progresie geemetrica crescatoare
avem

sin® A>sin2Bsin2C
Rezolvare
Aplicand teorema sinusului s'i cosinusului avem succesiv :

sin? A>sin2Bsin2C
2 2 2 2 2 2 2
a224£cos8icosC:> a2 bcza te-ba+b —c =a’
4R 2R 2R 4R 4R 2ac 2ab
>@+c’-bH)@+b’-cH)=1>21+9-q"H1+q*-q%)

=0q'(@* -1’20

2

q.e.d

! Profesor Nicusor Zlota - Colegiul Tehnic Auto Traian Vuia Focsani
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METODE DE REZOLVARE A ECUATIILOR INZ

Profesor : Adela Cotul
Grup Scolar ,,Liviu Rebreanu” Maieru
Jud. Bistrita — Nasaud

1. Metode care folosesc relatia de divizibilitate

1.1 Metoda descompunerii
Rezolvarea majoritatii ecuatiilor in numere naturale sau intregi se bazeazd pe
unicitatea descompunerii in factori primi (D.F.P.) a numerelor intregi'.

Uneori descompunerea se observa imediat.

Exemplul 1.1.1: Ecuatia In numere naturale
Xyz+xy+xz+yz+x+y+z=1000 (***)
Rezolvare: Avem:
(x+1)(y+1)(z+1)=7-11-13,
de unde solutiile:
(x,z,y)=(6,10,12) si permutdrile.
De cele mai multe ori, descompunerea — cand aceasta este posibila — se face prin
prelucrarea ecuatiei, prin tatondri si incercdri. Reusita depinde mult de ecuatie si de abilitatea

rezolvitorului.

Exemplul.1.1.2: Ecuatia
x’(—1)+’(x—=1)=1 (Olimpiada poloneza)
Solutie: Ecuatia se scrie succesiv:
xXy(ety)—(+y))=1
xXp(cty+2)—(x+y)’=1
xXy(xty+2)—[(x+y)’~4]=5
(x+y+2)(xy—x—y+2)=5
iar de aici solutiile (7,2),(2,1),(-5,2),(2,-5).
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Alteori, cand incercdrile de descompunere sunt greoaie, folosim metoda coeficientilor

nedeterminati.

Exemplul 1.1.3: Ecuatia

(x+y) (x2+y2) =4xy+3. (I.Cucurezeanu)
Solutie: Vom Incerca sd scriem ecuatia ca o egalitate intre produsul a doi factori — un polinom
de gradul intai si altul de gradul doi in necunoscutele x, y — si un numar intreg. Ecuatia fiind
simetrica in x si y, vom lua:

(xty+a)(x’+y’ +bx+by+c)=d,
unde numerele intregi a, b, ¢, d se determind prin identificare. Gasim

a=2,b=-2,c=-4,d=5
si ecuatia se scrie sub forma

(x+y+2)( X’y 2x-2y—4)=5
de unde se gasesc usor toate solutiile intregi.

Cateodata, cand o ecuatie se poate scrie ca o ecuatie de gradul al doilea intr-una din
necunoscute, punem conditia ca discriminantul sau sa fie patrat perfect, ceea ce usureaza

descompunerea.

Exemplul 1.1.4: Ecuatia In numere intregi nenule

) (xH7)=(x—)° (A 16-a olimpiada SUA)
Solutie: Dupa desfacerea parantezelor si simplificarea cu y=0, o putem considera ca o ecuatie
de gradul doi 1n y:

297+ =3x)y+3x7+x=0
si pentru ca aceasta si aiba solutii intregi trebuie ca discriminantul siu, x(x+1)°(x—8) sa fie
patrat perfect. Rezultd x(x—8)=2" sau (x—)’—=’=16, de unde (x—4—z)(x—4+z)=16, iar de aici

xe{—1,8,9} si corespunzator y.

ai

Daci n=p;' py..p." este descompunerea canonici a numirului n>/, atunci
numarul divizorilor pozitivi ai lui n este z(n)=(a;+1)(a:+1)...(ax+1)°.
Aplicatia 1.1.5: Fie n>/ un numdr intreg dat prin descompunerea sa canonica

n=p'py*..p* . Se cere numarul de solutii pozitive al ecuatiei:

1 1 1

= ()
X y n

Rezolvare: Ecuatia se mai scrie:
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(x-n)(y—n)=n" si cum n’ are (2a;+1)(2a>+1)...(2a;+1) divizori pozitivi, rezulta ci si
ecuatia are acelasi numar de solutii.
Sunt utile si identitatile:
1. &+b’+-3abe=(a+b+c)(@+b’+c*—ab-bc—ac)

2. (a+b+c)’=a’+b’++3@+b)(b+c)(a+c)

Exemplul 1.1.6: Rezolvati in numere naturale ecuatia:
X +y3 +7 —3xyz=p,
unde p>3 este un numar prim dat. (Titu Andreescu si Dorin Andrica)
Solutie: Ecuatia este echivalentd (conform identitatii 1) cu:
(cty+z)(x+y’ +2 =y —=z—z)=p.
Deoarece x+y+z>1 implicd x+y+z=p si x’+)y°+z°=xy—=xz—=y=1. Ultima ecuatie se mai scrie:
() +(—=)’ +(z=x)"=2.
Din simetria ecuatiei putem presupune x>y>z, atunci (x—)’+(y—=z)’+(z—x)°>2. Deci x=y=z+1
sau x—/ =y=z. Numarul prim p este de forma 3m+1 sau 3m+2 si solutiile sunt:

(p—] p—1 p+2) sau (p—Z p+1 p+1j

’ ) ’ ’

3 3 3 3 3 3

si permutarile acestora.

1.2 Probleme

Vom prezenta in continuare, o colectie de probleme, a caror rezolvare se bazeaza pe

metoda descompunerii.

1. Pentru fiecare intreg pozitiv m dat, ecuatia
x2+y2+2xy—mx—my—m—1 =0
are exact m solutii In numere intregi. (***)
Demonstratie: Avem descompunerea
X2y’ =2xy—mx-my-m—1=(x+y+1)(x+y-m—I)
si cum x $i z sunt pozitivi, deci x+y+7>0, rezultd x+y=m+1, care are exact m solutii in

intregii pozitivi x, y si anume x=k, y=m—k+1, unde k=1,2,...,m.

2. Ecuatia
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o+ +1)+2(x—) (1 =xy)=4(1+xy). (Titu Andreescu)
Solutie: Scriem succesiv ecuatia astfel:
XV =2xy+1+x7+y =2xy-2(x =) (xy—1)=4
(ey—1)°+(x3)° =2(x—) (xy—1)=4
[ey—I~x-3)]"=4
(x+1)(y—1)=22,
de unde solutiile:

)=(1,2),(=3,0).(0,3),(=2,=1),(1,0).(=3,2),(0,=1),(=2,3).

3. Ecuatia
X x+2x7 -1 =y2. (I. Cucurezeanu)
Rezolvare: Descompunand membrul sting, avem:
o +x—1) (0 +x+1)=)’
Se constata usor ca:
(o +x—1,x +x+1)=1,
si atunci

X Hx—1=4, X +x+1=17, cuuv=y.

Prima ecuatie are numai solutiile x=1, 0, —I si convine pentru a doua numai x=—/. Deci x=—/

este unicd pentru ecuatia initiala.

4. Ecuatia
x’+4=py’, p prim. (I. Cucurezeanu)
Rezolvare: Evident x si y impare. Ecuatia se mai scrie:
(’+2)’~4x*=py’ sau
(°=2x+2)(x*+2x+2)=py’,
iar de aici si din:
(" 2x+2,x°+2x+2)=1
rezulta:
X 2x+2 =a4,
x*+2x+2=pb’,
ab=y
sau:

(x—1)’+1=d",
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(x+1)*=pb”.
Din prima rezulta
a=1 L x=1

si din a doua

p=5,b’=1.
Deci avem numai solutia

x’=1, y2=1,p=5.
Observatie: De fapt, ecuatia x*+4=py” are o infinitate de solutii intregi. Rezolvarea este nsd
laborioasa.

5. Ecuatia

p(p+D+q(qt1)=n(n+l),
unde p si g sunt numere prime $i # natural. (APMC 1982)
Solutie: C. Mortici. Ecuatia se mai scrie

(n-p)(ntp+1)=q(q+I).
Presupunand ca q/(n—p), avem n=aq+p, cu a=>l intreg si a(ag+2p+1)=qg+I1 cu a=l,
contradictie. Deci g /(n-p+1) si analog p/(n-g+1), de unde g /(n+p+q+1) si p/(n+p+q+1).
Dacd p=g, atunci pq/(ntp+q+1), deci pg<in+p+q+1. Presupunand p<g, ceea ce implica
n<2q, avem pq<3q+p+1 sau (p-3)(q-1)<2. De aici prin verificari, gasim p=3, iar din ecuatie

g=35 si n=6. Pentru p=¢ mai gasim solutia p=¢=2, n=3.

6. Ecuatia: x’+)y°=2004 nu are solutii in numere Intregi pozitive. (I. Cucurezeanu)
Rezolvare: Deoarece 2004=27-3-167 rezultd, mai intai, c¢i x si y sunt numere impare. Apoi,
cum c.m.m.d.c.

5 5
(x+y,x +y ]=1 sau 3,
X+y

din: 5/2004 rezulta ca c.m.m.d.c. este /. Din unicitatea D.F.P., tindnd seama ca x+y este par
sica (x+y)’<’+)’ , avem numai urmitoarea descompunere:
x+y=2%"3%

5 5
XY 67

xX+y

Deoarece x si y sunt impari, rezulta:
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5.5
X +
—y:x4_x3y+x2y2_xy3+y4:
xX+y

=Ms +3—xp(x” +y°) =
=Ms + 3—2xy = Mg+ 5,

in timp ce 167 =Mgt 1.

7. Rezolvati ecuatia

(x+y)°=2(xy)’=1, x,y eN . (Olimpiada poloneza, 2002)
Solutie: Aparent este o ecuatie Pell, u’-2v’=1. In realitate este o ecuatic mult mai simpla.
Intr-adevir, ea se mai scrie (x’—1)(y°—1)+(xy—1)’=1, de unde rezultd usor ci una dintre

necunoscutele x sau y este /, iar cealalta este 2.
1.3 Ecuatii exponentiale elementare

In contextul acestui capitol (ca de altfel in toatdi Teoria Numerelor), cuvéntul
elementar nu este sinonim n nici un caz cu simplu $i cu atat mai putin cu usor. Ecuatiile
respective se numesc elementare doar pentru ca deriva din elementele matematicii de baza,
ale aritmeticii si algebrei aplicate numerelor.

In ciuda eficacitatii tehnicilor analitice, metoda elementard este mai apropiatd de
proprietatile fundamentale ale numerelor Intregi, iar rezultatele la care s-a ajuns prin aceasta
sunt intuitiv mai clare si de aici mai profunde.

Rezolvarea acestor ecuatii se bazeazd pe unicitatea descompunerii in factori primi a

numerelor intregi (D.F.P.)

Exemplul 1.3.1: Sa se rezolve in numere naturale ecuatia:

x'=1"* (A.P.M.C.,1999)
Solutie: Evident numerele x si y au aceiasi factori in descompunerea canonica si deoarece
exponentul lui x este mai mare dect exponentul lui y rezultd ci x /y. Fie y=xz. inlocuind in
ecuatie, avem x*?=(xz)** ", de unde x’=2""' si apoi y°=2""". Dar o putere este patrat perfect

2 2
fie cand baza este patrat, fie cand exponentul este par. Pentru z=¢’ avem x=¢ "', y=¢"/,

care verificd ecuatia pentru orice t>/. Pentru z—/=2a avem x=(2a+1 )**! | care si ele verifica
ecuatia pentru orice a>0. Tot din unicitatea D.F.P. rezultd usor cd daca q, b, c, $i n sunt Intregi

pozitivi, cu a si b primi intre ei, notat (a,b)=1, iar ab=c", atunci exista intregii c¢;, ¢, astfel
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incat a=c,", b=c," cu c;c,=c. lar de aici rezultd ca daci ab=p®”, cu p=q prime si (a,b)=1,
atunci a=p® si b=¢” sau invers. In fine, daci ab=p® p prim, atunci a=p", b=¢" cu m+n=a,
iar m $i n Intregi nenegativi.

Aceste proprietdti vor fi folosite in unele rezolvari.

Exemplul 1.3.2: Aflati tripletele de Intregi pozitivi (x,y,z) astfel Incat:

(xHy)(1+xy) =27 (**%)
Solutie: Avem x+y=2% 1 +xy=2", cu a si b intregi pozitivi, a+b=z. Fie x=2¢"+1, y=2ﬂq =1
cu ¢, ¢ impari. Din prima ecuatie rezultd o=/, apoi din a doua ecuatie avem 2%%gq ,=2". De
aici rezulta ca g=q,=1 si solutiile x=2%+1 si y=2“-1, cu a intreg pozitiv arbitrar, sau invers
y=2%+1gi x=2"-1.

Reamintim ca prin (a,b), unde a si b sunt numere Intregi, se noteaza valoarea pozitiva
a celui mai mare divizor comun al numerelor a si b. Este utila urmatoarea teorema:

Teorema 1.3.3: Daca x, y si k sunt numere intregi cu x+y#0, (x,y)=1 si k>I impar, atunci

[x+ y,ﬂ] =(x+y,k).
x+y
Exemplul 1.3.4: Aflati numerele naturale n cu proprietatea ca existd numerele naturale x, y,
prime intre ele, si un numar intreg k>/ astfel incat:
x*+y*=3". (Olimpiada rusa, 1997)
Solutie: Pentru k par, din (x,y)=1 rezulta x*+1*=2(mod3), deci nu avem solutii. Pentru k impar
ecuatia se scrie:

xk+yk _3,1
X+ y '

(x+y)

Si cum:

k k
(x+y,x ty Jz(x+y,k),

xX+y

k

k
far x+y=3%rezulta 3 /k si Xy o3
x+y

k k

Cumx+y_<x Ty
X+y

= 3 rezulti x=2, y=1 si solutia 2°+1°=3".

Un rol important in rezolvarea unor ecuatii exponentiale il are si bine-cunoscuta

teorema a lui Fermat, pe care o amintim in continuare:
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Teorema 1.3.5: (Mica teorema a lui Fermat) Daca p este prim si a intreg prim cu p, atunci
a’ ™' =I(modp).

Este utila si urmatoarea:
Lema 1.3.6: Dacd p este prim a, b intregi, atunci pla"-b", dacd si numai dacd pla®—b°, unde
d=(p-1,n).
Demonstratie: Implicatia p|a’-b" = p|a"—b" este evidenta (fiindca d/n). Fie p|a"—b". Daca
p/asip /b, implicatia este evidenta. Altfel, @’ =I(mod p) si ¥~ =I(mod p), conform teoremei
lui Fermat. Din d=(p-1,n) rezultd ca exista o, [ intregi astfel Incat d=o(p-1)+pfn ceea ce
implica

al=q 0D P per-D Bl irod p)

deci pla’—b°.
1.4 Probleme

1. Ecuatia 3"+4=5" are solutie unica in intregii pozitivi. (***)
Solutie: Scriind-o sub forma:
3+(3+1)=(6-1) rezulta z par, z=2u si 5 2?=3",
de unde:
54-2¥=3gi 5“+2=3" cu a+b=x,
iar de aici:
2H=393"_]) = q=0, b=x
si atunci:
2 =3"_1=(4-1)*~1 = x par, x=2v
sl ecuatia se scrie:
3'-1)(3"+1)=2""".
Dar dintre douad numere pare consecutive unul se divide numai cu 2, iar celalalt cel putin cu 4.

Asaca 3"-1=2, v=I si solutia unica este x=y=z=2.

2. Sase rezolve ecuatia: 2°+3"=5". (A. Schinzel)
Solutie: Scriind ecuatia sub forma:
(3-1)'+3=(6-1)
deducem ca x si z trebuie sd aiba aceeasi paritate. Dacd x si z sunt pare, ecuatia se reduce la

precedenta si avem solutia x=4, y=2, z=2.
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Fie x si z impare. Pentru x=3, scriind ecuatia sub forma:
2+([4-1)=4+1),

se observa ca nu avem solutii.
Deci x=1 si ecuatia 2+3"=5" este imposibilda modulo 9 pentru y>2.

In concluzie avem solutia x=1, y=1, z=1.

3. Rezolvati ecuatia
x'+7'=2" (1. Cucurezeanu)
Solutie: Considerand ecuatia modulo 7, deducem ca 3 /z. Fie z=3k si 2"=u. Ecuatia devine
X +7=u’ sau
(1) (u—=x)[(u—=x)’+3ux] =7
Deoarece 7 nu divide c.m.m.d.c. dintre u—x si (u—x)’+3ux, din (1) rezulti:
u-x=1si (u—=x)’+3ux =7,
iar de aici:
1+3u(u-1)=7,
sau inca:
(2) 3:2* 2 -1)=7"-1.
De aici, pentru k=0 avem solutia:
x=0, y=0, z=0,
iar pentru k=1 solutia:
x=1,y=1,z=3.
Pentru k>/ nu mai avem solutii. Intr-adevar , fie y=2°m, cu m impar. Din binom avem:
P—l=(8—1)"~1=..=2""m-1I
iar de aici si din (2) rezulta 2°=2""", deci k=s+3. Avem inegalititile evidente:
2253 KR ) =7 1527,
de unde 2k+2>2y, deci k+1>y rezultd k>y, adicd s+3>2°m, de unde s+3>2° valabild numai

pentru s=0, 1, 2, carora le corespund k=3, 4, 5, ce nu mai dau solutii.

4. Ecuatia
57" +4=3°. (Olimpiada din Bulgaria)
Solutie: Evident x si z nu pot fi simultan nuli. Considerand ecuatia modulo 4, daca y=0, sau

modulo 7, dacd y#0, deducem ca z trebuie sa fie par, z=2z; si atunci ecuatia se scrie

(3 =2)(3 +2). =57
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Cei doi factori din stanga sunt divizibili numai cu puteri ale lui 5 si 7 §i cum sunt primi intre
el rezulta situatiile:
37 2=5"gi 37 +2=7"
sau
37 =2=7"si 37 +2=5",
de unde rezulta, relativ usor, numai solutia:

x=1, y=0.

5. Rezolvati ecuatia
327+1=2. (D. Acu)

Solutie: Pentru x=0 avem 2”=(z—1)(z+1), ceea ce implica z—/ =2 si solutia:
x=0, y=3, z=2.

Pentru y=0 avem:

F=(z-1)(z+1),

de unde z—/=1 si solutia:
x=1, y=0, z=2.

Fie x>0, y>0. Din (z—1)(z+1)=3"2" avem:
z—1=2-3", z+1=2"" sau:
z-1=2", z4+1=2-3".

Primele doud implica /=2""-3" si rezulti:
y=3, x=0saux=1, y=4.

Ultimele doud implica /=3"-2"~, de unde:

x=2, y=35.

6. Daca ar exista numerele naturale x, y, z, n care sa verifice ecuatia:
xn+yn:Zn ,

atunci x>n, y>n, z>n. (J.A.Griinert)

Solutie: Intr-adevar, fie z=x+a, a>1, atunci:
X"y =x+nx""a+ .. +nxa" " +d",

si deci y">nx" "a>nx""'. Analog se arata ca x">nx"".
Prin urmare:
(yn)n>nnxn(n71)> nnnnfl(ynfl)nfl

2n—1

adica: y”"'>n”"! de unde y>n. Datorit simetriei x>n si deci z>n.

10
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1.5 Metoda divizorilor unei expresii

Este vorba de expresii de forma a’+b* si a’+2b%, a, b intregi, despre divizorii lor

posibili si despre rolul acestora in rezolvarea unor ecuatii diofantice.

e Divizori ai expresiilor a+b’

Teorema 1.5.1: Orice factor prim impar al lui a*+1 este de forma 4m+1 (si deci nu poate fi
de forma 4m+3)
Demonstratie: Prin absurd. Presupunem p=4m+3 si p/l(@+1). Deci a’=-I(mod p) si atunci
a’'=(a’)""! =—1(mod p), contrar teoremei lui Fermat.

Analog avem:
Teorema 1.5.2: Daca p /(@ +b7), p prim impar si (a,b)=1, atunci p=4m+1.
Demonstratie: Prin absurd. Presupunem p=4m+3 si p/l(@+b?). Deci a’=-b(mod p) ceea ce

m = _p?)*™(mod p) si cum (a,b)=1 ne rezulti cd pta si ptb si din teorema lui

implica (a°)
Fermat avem o’ '=1, ¥’ ~'=1(mod p), deci 1=—I(mod p), fals.
Lema 1.5.3: Daca p=4m+3 si p /(@ +b7), atunci p Ja Sip /b.
Demonstratie: Daca (a,p)=1, atunci (b,p)=1 si din teorema lui Fermat avem o’ “=](mod p) si
B’'=1(mod p), iar din p/(a® +b), adicd a’=—b*(mod p), rezultd usor ca o’ '=-""(mod p),
adica /=—I(mod p), fals. Deci p /a si p /b.

In rezolvarea unor ecuatii se folosesc aceste teoreme astfel:

. o . .s . . . 2 2
Observatia 1.5.4: Daca unul dintre membrii ecuatiei se poate scrie sub forma x*+a‘, cu

(x,a)=1, iar celalalt are un divizor de forma 4m +3, atunci ecuatia nu are solutii intregi.

Exemplul 1.5.5: Ecuatia:
X+ 7=y2

nu are solutii in numere intregi. (V.A. Lebesque)

Demonstratie: Intr-adevir, cum evident x este impar, x=2m+1, $si cum ecuatia se mai scrie:
Y=+ 2= ) (=14 3],

ar trebui ca 4m’+3 sa divida pe y°+1. Dar 4m’+3 are un divizor prim de forma 4k+3.

Exemplul 1.5.6: In numere naturale impare, ecuatia

X'+2" "=y’ n>1.

11
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nu are solutii. (I. Cucurezeanu)
Demonstratie: Cheia rezolvarii ecuatiei consta in observatia simpla, dar esentiald ca ea se mai
poate scrie sub forma:

X+ 2=y
Membrul stdng al acestei ecuatii are un divizor prim de forma 4m+3, fiindca daca x este de
aceastd forma, atunci divizorul prim este de aceasta forma, iar dacd x este de forma 4m+1,
atunci x+2, care divide x"+2", este de forma 4m+3. Dar un divizor de forma 4m+3 nu poate
divide o suma de doua patrate y”+2" prime intre ele.

Amintim §i urmatoarele:
Observatia 1.5.7: Orice numar de forma 4m+3 are cel putin un factor prim de aceeasi forma.
Resturile minime in valoare absoluta la impartirea prin 8 ale oricarui intreg impar, n, sunt
+1 §i £3. Deci, el are una din formele: n=8m -3, n=8m—I, n=8m-+1, n=8m+3. Daca n=4k+1,
aunci n=8m+1 sau n=8m-3 si daca n=4k+1, atunci n=8m—I sau n=8m+3.
Definitia 1.5.8: Fie p prim m par, a un intreg prim cu p §i congruenta x’=a(mod P). Daca
aceasta congruentd nu are solutii, atunci a se numeste rest patratic modulo p, iar in caz
contrar nerest patratic.

Notatia 1.5.9: Notam cu: (ﬁ] =

{1, daca a este rest patratic;
p

— 1, daca a este nerest patratic.

Numarul (ij se numeste simbolul lui Legendre.
P

Avem (i] =1, (_—]j =(-1 )pT_l )
p p

p’-1
= -2 -1 2
P P P AP
Lema 1.5.10 (Axel Thue):Daca n>1 este intreg §i a prim cu n, atunci exista numerele intregi
x siy, cu 0<x, y<\/; , astfel incat n [(ax+ ¥), pentru o alegere convenabila a semnului + sau

Demonstratie: Fie e cel mai mic intreg mai mare decat N , e=[ Jn /+1. Considerdm toate

2 2 ... .
cele e” numere de forma ax+y, unde x, y€{0,1,...,e—1}. Deoarece e~ >n, conform principiului
lui Dirichlet, exista doud dintre numerele ax;+y;#ax,+y, care sa dea acelasi rest la impartirea

prin n, adica a(x;—x;)=y,—y;(mod n). Notdm x=x;—-x, si y=y,—y;. Deci ax=ty(mod n).

e Divizori ai expresiilor a’+2b°

12
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Teorema 1.5.11: Numdrul prim impar p se scrie sub forma p=a’+2b°, a, b intregi, dacd si
numai daca p este de forma p=8m+1 sau p=8m+3.

Demonstratie: Intr-adevir, daci p=a’+2b°, atunci a’=-2b’(mod p). Fie b’ astfel incat
bb’=I(mod p), deci (ab’)’=—2(mod p) si deci (_Tfj:], unde (éj este simbolul lui

Legendre. Deducem de aici ca:

BHEE o o
p VN

ceea ce este echivalent cu:

2
%]+%:2k®pE](modS)saupE3(mod8).

Reciproc, dacd p=I/(mod 8§) sau p=3(mod §), atunci (_—2] =1 si deci exista a intreg astfel
P

incat a’=—2(mod p). Din lema A. Thue rezultd ci existd numerele intregi x si y, cu 0<x,
y<\/; , astfel incat p|a’x’ =7, adica p|(@®+2)x’—(2x’+)°) si cum p|a’+2, rezulti ca:

22X+ =pk, 0<2x’+’<3p sideci kefl,2).

Pentru k=1 rezultd p=2x"+)".

Pentru k=2 rezulta 2p=2x"+y’, deci y=2y; si p=2x"+y,".
Lema 1.5.12: Dacd numdrul prim p este de forma p=8m—I sau p=8m=3 si p|a’+2b°, atunci
p Ja si P /b.
Demonstratie: Prin absurd, daci p fa , atunci p /b si exista b’ intreg astfel incat bb =l (mod p).

Cum a’=-2b"(mod p) rezultd (ab’)’=-2(mod p), si cum (ab’p)=1I rezulti (_—2j =1 ceea ce
p

implicd p=I sau 3(mod p), contradictie.

In rezolvarea unor ecuatii in numere intregi, acestea se folosesc astfel:
Observatia 1.5.13: Daca unul dintre membrii ecuatiei se poate scrie sub forma X+2y° cu
(x,y)=1, iar celalalt membru are un factor prim de forma 8m-1 sau 8m-3, atunci ecuatia nu

are solutii intregi.

Exemplul 1.5.14: Ecuatia
X3 =2y2
nu are solutii in numere intregi. (I. Cucurezeanu)

Demonstratie: Scriem ecuatia sub formele echivalente:

13
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() X -1=20"+1) (i) X’ +1=2(°"+2)
s1 observam ca membrul drept al lor se divide cel mult cu 4 (si nu cu o putere mai mare a lui
2). Dar x impar are una din formele x=8m#/ sau x=8m#3. Pentru x=8m-+1 membrul sting din
(1) se divide cel putin cu 8, iar pentru x=8m-1 acelasi lucru se intampla cu cel din (i1). Pentru
x=8m=3, sa observam ca X =x+1 , care ar trebui sa divida pe y2 +2, conform cu (ii), este de

forma 8M—1 sau 8M -3 si are un divizor prim de aceeasi forma, care nu poate divide pe y°+2.

e Divizori ai expresiilor a2’
Teorema 1.5.15: Numdrul prim p impar se scrie sub forma p=a’=2b°, a, b intregi, dacd si
numai daca p este de forma p=8m+1 sau p=8m—I (deci nu poate fi de forma p=8m=3).
Demonstratie: Intr-adeviar, daci p=a’-2b°, atunci a’=2b’(mod p). Fie b' astfel incat

bb’=I(mod p), deci (ab’)’=2(mod p) si deci (i] =1, unde (ij este simbolul lui Legendre.
p p

p’-1

Dar (3] =(-1) ¢ =Idaca si numai dacd p=I(mod 8) sau p=—I(mod 8).
p

Reciproc, daca p=/(mod 8) sau p=—I(mod §), atunci (ij =1 si deci existd a Intreg astfel
p

incat a’=2(mod p). Din lema A. Thue rezulti ci existi numerele intregi x si y, cu 0<x, y<\/; ,
astfel incét pla’x’ =7, de unde p|(a’-2)x’+2x’ 57 si cum p|a’ =2, rezulti ci p|2x’ 57, deci

0<2x’ —y2 <p,

2x’ 57 <2p, deci

p=2x2—y2.
Lema 1.5.16: Daca numarul prim p este de forma p=8m—3 sau p=8m+3 si atunci p Ja si P /b.
Demonstratie: Prin absurd, dacd pfa , atunci p{b si existd b' intreg astfel incat
bb'=1(mod p). Cum &’=2b°(mod p) rezulti (ab’)’=2(mod p), si cum (ab’p)=I rezultd
[%) =1, deci p=8m+1 sau p=8m—I, contradictie.

In rezolvare unor ecuatii se folosesc aceste teoreme astfel:
Observatia 1.5.17: Daca unul dintre membrii ecuatiei se poate scrie sub forma X*=2d’ cu
(x,a)=1, iar celdlalt un factor prim de forma 8m-3 sau 8m+3, atunci ecuatia nu are solutii

intregi.
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Exemplul 1.5.18: Ecuatia

=22 ps)
nu are solutii In numere intregi. (I. Cucurezeanu)
Demonstratie: Cazul n par este banal, avand de considerat o diferentd de patrate. Fie n impar.
Mai intai, x impar. Pentru x=8m—I sau x=8m#3 ecuatia este imposibild modulo 8. Pentru
x=8m+1, o scriem sub forma x"—4"=y-2-4"" si x—4=8m+3 are un divizor prim de forma
8k-3 care nu poate insa divide membrul drept al ecuatiei. In fine, pentru x par ecuatia revine
la 2x," -1 =2y12 , evident fara solutii.

Deosebit de utila este si urmatoarea:

Lema 1.5.19: Fie a si x douda numere intregi prime intre ele, x+a#0, p prim impar. Atunci

x? +a’
x+a, — = 1saup.
x+a
P p P p
N . x"+a x'+a
Demonstratie: Fie x+a=dg st ———— =dQ, cu d = x+a,—— . Avem:
xX+a x+a
P P
x' +a _ - _
= =W+ =
x+a

=a(dg—a)’ " —a(dg—a) 7+ ...+d" " =TTd+pd’ ' =dQ
iar de aici d|pa’”. Dar (d,a)=1, fiindcd in caz contrar, din x+a=dq si (a,x)=1, ar rezulta o

contradictie. Deci d /p si atunci d=1 sau d=p.d

Exemplul 1.5.20: Ecuatia
x+2 =y2
nu are solutii in numere intregi. (I. Cucurezeanu)
Demonstratie: Intr-adevir, si observim mai intdi ci y trebuie si fie par si apoi ci x=4k—1.
Pentru x=4k+1 scriem ecuatia sub forma
x'+2'=y+11°
si observam ca daca /74y, atunci x+2, care divide membrul stAng este de forma 4k+3 si nu

poate divide suma de patrate y’+/7°, prime intre ele. Daca /1 /y, atunci y=11y;, scriem

ecuatia sub forma:
x +2

x+2
( / x+2

=1F(y; +1)

x +2

sicum (x+2), = [ sau 7 ,unul dintre cei doi factori ai membrului sting nu se divide

cu 1/ si cum ambii membrii sunt de forma 4k+3, unul din ei nu divide pe y,°+1.

15
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1.6 Probleme

1. Ecuatia

4xy—x—y=zz
nu are solutii in numere intregi pozitive, dar are o infinitate de solutii in numere intregi
negative. (L. Euler)
Demonstratie: Ecuatia se mai scrie:

(4x—1)(4y—1)=(22)°+1
si intregul pozitiv 4x—/>3 are un factor prim de forma 4k—3, ce nu poate divide suma de
patrate din membrul drept. Pe de alta parte, numerele intregi negative:

x=—1, y=—=5n"-2n, z=-5n-1,

cu n natural arbitrar, verifica ecuatia.

2. Ecuatia

Sxy—x—y=2"
nu are solutii in numere intregi pozitive, dar are o infinitate de solutii in numere intregi
negative. (**¥)
Demonstratie: Ecuatia se mai scrie

(8x—1)(8y—1)=82"+1.
Cum 1intregul pozitiv 8x—/>7 are un factor prim de forma §m—/ sau de forma 8m—3 (fiindca
putem avea 8x—I=(8m—1)(8k+1) sau 8x—I1=(8m—3)(8k+3), iar acesta nu poate divide pe
2(2z)’+1. Numerele intregi negative

x=-1, y=—9n2—2n, z=-9n-1,

cu n natural arbitrar, verifica ecuatia.

3. Ecuatia

X -3=)7
nu are solutii in numere Intregi. (***)
Demonstratie: Evident x=2k si x=4k+1.
Pentru x=4k-1 scriem ecuatia sub forma

X +1=y"+4
sau

(+D)(C=x+1)=y"+4

16



Revista Electronica Matelnfo.ro ISSN 2065 — 6432 Aprilie 2011

si observam ca x°—x+/ are un factor prim de forma 4m+3 care nu poate divide membrul

drept.

4. Ecuatia
X =5=y°
nu are solutii In numere intregi.
Demonstratie: Evident x nu poate fi par sau de forma 4m-1, fiindci y’=I(mod 8). Pentru
x=4m+1 scriem ecuatia sub forma
-1 =y2+4
sau
(H1)( X +x+1)=)"+4
si x’—+1 are un factor prim de forma 4m+3 care nu poate divide suma de pitrate y*+4. Avem

X’ =527, pentru p=4m+3.

5. Ecuatia
X —6=y°
nu are solutii In numere intregi.
Demonstratie: Evident x este impar. Pentru x=8m#3 sau x=8m+1, ecuatia este imposibila
mod 8. Pentru x=8m—I, scriem ecuatia sub forma:
X 2=2
s1 observam cd membrul stang, care se divide cu x—2, are un factor prim de forma 8k—3 sau

8k+3.

6. Ecuatia

P+6=y?
nu are solutii in numere ntregi.
Demonstratie: Evident x=2k s1 x#2k+1. Fie x=4k—I, adicd x=8k—I sau x=8k+3. Ecuatia se
mai scrie

x3+8=y2 +2

sau

(x+2) (> 2x+4)=)"+2.

Pentru x=8k+3 avem x’ —2x+4=8m—1.

Pentru x=8k-1 avem x°—2x+4=8m—I.
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7. Ecuatia
2
X+7 =y
nu are solutii Tn numere intregi. (**%*)

Demonstratie: Rezulta din (x+2) (0 —2x+4)=y"+1.

8. Ecuatia
©—9=y?
nu are solutii Tn numere intregi. (**%*)
Demonstratie: Evident x=2k 1 x=z4k—I. Pentru x=4k+1 scriem ecuatia astfel:
PP =+ 6
sau
2 _ 2.2
(x+3)(x"3x+9)=y"+6

si x°—3x+9 care este de forma 4M+3, nu poate divide y*+6°, pentru (y,3)=1. in cazul 3

y;

y=3v, rezultd 3|x, x=3u si ecuatia devine 3u’=V"+1, dar 3/’ +1.

9. Ecuatia

x -1 0=y2
nu are solutii Tn numere intregi. (**%*)
Demonstratie: Evident x impar si deci y impar i atunci modulo &8 (tindnd seama ca y’=l(mod
8) rezultd ca x=8k+1 si x=8k—3. Pentru x=8k+3 scriem ecuatia sub forma

P25 4232
si observam ca x+2, care divide membrul stang, are un divizor prim ce nu divide membrul
drept, daci (y,3)=1. Reamintim ci o expresie de forma a’+2b°, cu (a,b)=1, nu poate avea
divizori primi de forma 8m—/ sau §m—3. Ramane cazul 3

(x+2)(x° 2x+4)=9(u’+2)

v, y=3u $i ecuatia se scrie:

si cum (x+2,x’—2x+4)=3 avem 3| (x+1), iar de aici i din x=8k+3 rezultd cad x+2 este de

forma x+2=3(8t—1). Dar acest 8t—I nu poate divide pe u*+2.

10. Ecuatia
X+ 0=y2
are solutie unica x=1. (**%*)
Demonstratie: Evident x=2k si x=z4k—I. Ramane x=4k+1 adica x=8m+3 sau x=8m—I. Pentru

x=8m+3, ecuatia este imposibilda modulo §. Pentru x=8m—I scriem ecuatia sub forma:
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()X -2°=7+23.
Dar pentru (y,3)=1 membrul drept din (i) nu poate avea un factor de forma 8##3. Dar x—2,

care divide membrul sting din (i), trebuie sa fie diferit de 87—3, deci x=8m—I. Pentru 3

),
y=3u, relatia (1) devine

X -2’=90-2).
Dar pentru x=8m—I, x—2 nu poate divide pe u”—2 si atunci (x—2) |9, iar de aici si din x=8m—I

rezulta x=—1.

11. Ecuatia
X +11 =y2
nu are solutii Tn numere intregi. (**%*)
Demonstratie: Evident x=2k si x=4k—I. Pentru x=4k+1, scriem ecuatia sub forma
PP 4
sau
(x+3) (" =3x+9)=)"+4°
si observam ca x’—3x+9, care divide membrul stang, este de forma 4M+3. Insa ecuatia

x’—11=y’ are solutii pentru x=3 si x=15.

12. Ecuatia

x -1 2=y2
nu are solutii Tn numere intregi. (**%*)
Demonstratie: Pentru x impar, scriem ecuatia sub forma

X 2= +4
si observam ci x’+2x+4, care divide membrul drept, are un factor prim de forma 4m+3
(fiindca x este impar), ce nu poate divide membrul drept. Pentru x par, x=2x; rezulta si y par,
y=2y; sl ecuatia devine

X -3=yr’,

care este imposibild modulo 8. in schimb, ecuatia x’+12=)” are solutii 13°+12=47",

13. Ecuatia
x+13 =y2
nu are solutii in numere intregi.

Demonstratie: Evident x=2k s1 x=4k+1. Pentru x=4k—I, scriem ecuatia sub forma
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X+ 17=y 707
sau
(+17)(° =1 7x+17°)=y"+70°
si observam cd numarul din a doua paranteza este de forma 4M+3 si are un factor prim de

aceeasi forma, care nu poate divide suma de patrate din membrul drept.

14. Ecuatia
P14=y
nu are solutii Tn numere intregi. (***)
Demonstratie: Evident x impar. Pentru x=8k#] sau x=8k#3 scriem ecuatia sub forma
P8 42:52
sau
(x+4)(x ~4x+16)=y"+2-5°
si cum cei doi factori din membrul stang au divizori de forma M-/ sau 8M-3, iar c.m.m.d.c.

al lor este / sau 3 se incheie demonstratia.

15. Ecuatia

x -14 =y2
nu are solutii Tn numere intregi. (**%*)
Demonstratie: Evident x impar. Pentru x=8m+1 sau x=8k#3, ecuatia este imposibild in mod
8. Pentru rezolvarea cazului x=8m—I scriem ecuatia sub forma

P25
si observam ca membrul stang, care se divide cu x—4, are un factor prim de forma 8m+3 care
¥4 -

x-4

nu poate divide membrul drept, daca (y,5)=1. Pentru 5 1

Y, y=5y1, deoarece x—4,

sau 3, atunci unul dintre cei doi factori ai membrului stang al ecuatiei
w4 ~

xX—

(x—=4)- 5°(y;=2)

are un divizor prim diferit de 5, de forma 8m=3, care nu poate divide pe y,”—2.
16. Ecuatia

x’-16 =y2

nu are solutii Tn numere intregi. (**%*)
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Demonstratie: Evident x impar. Evident xz4m-I. Pentru x=4m+I, adica x=8k+/ sau
x=8k—3, scriem ecuatia sub forma

X’ —23=y2 +8
sau

(x=2)(x’+2x+4) =y2+2'22
si observam ca membrul stang are un factor prim de forma 87—/ sau 83 care nu poate divide
membrul drept. Pentru x par trebuie sa avem x=4u, y=4v si ecuatia devine

4’ —1=v ,

care mod 4 nu are solutii intregi.

17. Ecuatia
¥+16 =y2
are, in numere Intregi, numai solutia x=0. (***)
Demonstratie: Fie mai Intai x impar. Rezultd x=4m—/, adicd x=8k—I s1 x=8k—3. Scriem apoi
ecuatia sub forma
x3+23=y2+8
sau
(x+2)(x* 2x+4)=)" 227
si din prima paranteza rezultd x=8k+1, iar din a doua x=8k—3. Pentru x par trebuie ca x=4u,
y=4v si ecuatia devine
4+ =v2,
de unde rezulta
v+1=2m3, v—I =2n3, mn=u,
ceea ce implicd
m’-n’=1,
de unde
m-n=1si m*+mn+n’=1
sau
m’+m(m—1)+(m—1°)=0
si rezulta ca

m’-m=0, de unde u=0, v’=0, deci x=0.

18. Ecuatia
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x -1 7=y2
nu are solutii Tn numere intregi. (**%*)
Demonstratie: Evident x=2k si x=z4k—I. Pentru x=4k+1, scriem ecuatia sub forma
x' -1 =y2+42
sau
(x—1)(*+x+1)=y"+4
si observam ci x’+x+/ este de forma 4M+3. Rationamentul se pastreaza si in cazul ceva mai

general, x"—17=)", cand n este de forma 4M+3.

19. Ecuatia

X+ 9=y2
are, in numere intregi, solutia unica 5°+79=127, (*¥*¥)
Demonstratie: Evident x=2k s1 x=4k—I. Fie x=4k+1, adica x=8m+1 sau x=8m—3. Pentru
x=8k+1 scriem ecuatia sub forma

K +3=7+2:2?
si observam cd x’—3x+9, care divide membrul sting, este de forma 8M—/ si nu poate divide
membrul drept, care are numai divizori impari de forma 8M+1 sau 8M+3. Deci x=8M+1. Fie
x=8m-3. Pentru m par, x’+19=8(2M—1)#". Pentru m impar, m=2g+1, iar x=16g+5 scriem
ecuatia astfel

X +1=y"-2-3

si x+1=2(8q+3) nu poate divide membrul drept, daca (y,3)=1, acesta avand factorii impari

numai de forma 8M#I. Deci 3|y, x=3v si avem X +1=9(v2—2). Deoarece trebuie ca

x+1=2(8¢+3) sd dividd membrul drept, iar (8g+3)1(v’=2), rezultd (8g+3)}19, de unde rezulta

q=0 si x=3.

20. Ecuatia
X +8=y
nu are solutii In numere intregi. (I. Cucurezeanu)
Demonstratie: Pentru x impar o scriem astfel:
(+2)(° 2x+4)=x"+y’.
Evident x=4k+1 si x=4k—I, fiindca (x,y)=1 si (4m+3)+ (o +y2). Pentru x par, x=2u, avem:
8u’ 4’ +8=y2 sau
2u3—u2+2=zz, cux=2z.
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Pentru u par membrul stang este de forma 4M+2, iar pentru u impar de forma 4M+3, care nu

pot fi patrate perfecte.

21. Rezolvati ecuatia:

X H3=dy(r+1). (¥¥¥)
Solutie: Scriem ecuatia sub forma:

X +8=(2y+1)+4.
Evident x impar. Pentru x=4m—/, membrul stang al ecuatiei, care este de aceastd forma, are
un factor prim de forma 4m+3, care nu poate divide membrul drept. Pentru x=4m+1

observam ca (x+2) | (x’+8) si analog.

22. Ecuatia:
X —11=2y’
nu are solutii Tn numere intregi. (**%*)
Demonstratie: Evident x impar. Scriem ecuatia sub forma
X’ -3=27-16
sau
(x=3)(x’+3x+9)=2y"~4*
si cum o expresie de forma a’—b” nu poate avea divizori primi de forma 8m+3 sau 8m—3 din a
doua paranteza rezultd cd x=8k+1 si x=8k+3. Scriem ecuatia sub forma
X —157=2)7-58
sau
(x—15)(x*+15x+15°)=2y" 58’

si din ultima paranteza rezultd ca x=8k—1 si x=8k—3.

23. Rezolvati ecuatia

X H3=y7 . (RFF)
Solutie: Modulo 8 rezulta y impar. Apoi rezultd cd x#4k+3 , cdci altfel nu poate divide suma
de patrate y°+4. Pentru x=4k+1 scriem ecuatia sub forma

PP =6
si observam ca 3ty, atunci x+2, care divide membrul sting, este de forma 4k+3, iar daca 3 | v,

x+2°

y=3y;sicum x+ 2, = [ sau 5, unul din cei doi factori ai membrului stdng nu se divide

x+2
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cu 3 si cum ambii membrii sunt de forma 4k+3, aceasta nu poate divide suma y,°+2°. (Balkan

Math. Olympiad, 1998)

24. Ecuatia

x5—9=y2
nu are solutii Tn numere intregi. (***)
Demonstratie: Evident x impar (fiindca in caz contrar membrul stang al ecuatiei este de forma
8M—1 dar y’=8k+1I). Apoi x#4m—I, fiindca in caz contrar membrul sting este de forma

2(2m+1). Pentru x=4k+1, adicd x=8m+1 sau x=8m-3, scriem ecuatia sub forma

X —1=y"+2:2?
si observam ca membrul stang se divide cu
5
x =1
=x'+x+x+x+1=1
x—1

si cd acesta este de forma 8M—3, pentru x=8m+1 sau x=8m—3. Dar 8M—3 are un factor prim

de forma p=8m—3 sau de forma p=8m—I, care nu poate divide membrul drept.

25. Ecuatia
x'+3 0=y2
nu are solutii Tn numere intregi. (***)
Demonstratie: Evident x impar si x#4k+1, adica x#8m+1, x#8m—3. Scriem apoi ecuatia sub
forma
x525=y2 -2
sau
(x+2)(x* 2 +4x° 8x+16)=)"+2

si din prima paranteza rezultd x#A8m+3, iar din a doua x#8m—I.

26. Ecuatia
x5+36=y2
nu are solutii Tn numere intregi. (A. Makowski)
Demonstratie: Se constatd, modulo /6, cd x trebuie sa fie impar. Fie x=2m+1/ si atunci
y=4k+1. Cum ecuatia se mai scrie
X’ +4=y"-2°
rezulta ca (y—2)|(x2+4) si cum y-2 este de forma 4m+3, iar (x,4)=1, acest lucru este

imposibil. Makowski semnaleaza si cazul mai general
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x2+4(22n—1+]):y2n+1, n22’

cu rezolvare analoaga.

27. Ecuatia

X +2%+ 1=y k21
nu are solutii Tn numere intregi. (L. Aubry)
Demonstratie: Pentru x impar, membrul sting al ecuatiei este de forma 4M+2, deci este
diferit de y°. Pentru x par, x=2%, ¢ impar, scriem ecuatia sub forma:

22921 %= (1) (P Hy+ ).
Dar y, care trebuie sa fie impar nu poate fi de forma 4m+3, fiindca atunci membrul drept al
ultimei egalitdti se divide numai cu 2, iar cel stang cel putin cu 4. Deci y=4m+1 si atunci

y?+y+1 are un factor prim de forma 4m+3, care nu poate divide membrul stang.
2 Metoda inegalitatilor

2.1 Consideratiuni teoretice
In rezolvarea unor ecuatii in numere intregi un rol important il joaca utilizarea unor
inegalitati, ca de exemplu, inegalitatea dintre media aritmeticd $i media geometricd, pentru
micsorarea intervalului de valori posibile ale necunoscutelor sau, uneori, chiar pentru
rezolvarea ecuatiei.
Cateodata, cerinta ca solutiile unei ecuatii sa fie In numere intregi pozitive sugereaza

aplicarea inegalitatii mediilor.

Exemplul 2.1.1: Ecuatia
x3+y3+z3=mxyz
nu are solutii in numere intregi pozitive, pentru m=17 si m=2, iar pentru m=3 are solutiile:
X=y=z=n,
cu n natural arbitrar. (**%*)
Solutie: Din inegalitatea mediilor rezultda x’+)y’+z>3xyz, cu egalitate numai pentru x=y=z,
de unde afirmatia din enunt.
Cateodata, pentru a ardta ca o expresie nu este patrat sau cub perfect, o incadram intre

doua patrate sau cuburi consecutive.

Exemplul 2.1.2: Ecuatiile
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x6+ax4+bx2+c=y3,
unde a&{3, 4, 5}, be{ 4, 5, ..., 12}, c€{l, 2, ..., 8}, nu au solutii in numere intregi. (Dorin
Andrica)
Demonstratie: Conditiile date implica:
X3+ 27+ 1< <xP+6x7+12%7+8,
adica:
(+1)' < +2),
ceea ce arata cd fiecare din ecuatiile considerate nu au solutii.
Uneori, pentru a determina valorile variabilelor pentru care o expresie este patrat

perfect (adica patratul unui numar intreg), o incadram pe aceasta intre doud patrate apropiate.

Exemplul 2.1.3: Rezolvati ecuatia
Xy A 2xy+2x(z—1) +2p(z+ 1) =w’
in numere ntregi pozitive. (Titu Andreescu)
Solutie: Avem:
(xcty+z])?=x2+) 2 2+ 2x (2 4]) + 29(z 4] ) 122+
de unde inegalitatile:
(x+y+z—])2 w’ <(x+y+z+])2.
Deci expresia din enunt poate fi egald numai cu (x+y+z)°. Aceasta implicd x=y si solutiile
cautate sunt (m,m,n,2m-+n), m, n eN".
Uneori, nu putem incadra direct o expresie intre doud patrate de intregi, dar o putem

incadra pe aceasta inmultita cu un factor care sa fie patrat.

Exemplul 2.1.4: Rezolvati ecuatia
a2y
in numere intregi. (T. H. Gronwall)
Solutie: Pentru x=0 avem y =#/. Pentru x#0 iInmultim ecuatia cu 4 i avem:
(2x°+x)° <(2y)° <(2x°+x+2)7,
iar din aceasta dubla inegalitate rezulta:
I+ A 4= (207 x4 1),
de unde ecuatia:
X’ -2x-3=0
cu solutiile x=-7 si x=3, carora le corespund
y =21 sirespectivy =#11.
26



Revista Electronica Matelnfo.ro ISSN 2065 — 6432 Aprilie 2011

Uneori, cand se cere ca o expresie de forma A° —4B, cu A, B>0, sa fie patrat perfect, este util
sa folosim inegalitatea:
A’ —4B<(4-2)°

A . o . . o .. ~ 2 . . .
rezultdnd din aceea ca expresia trebuie sa fie un patrat mai mic decat A” si de aceeasi paritate.

Exemplul 2.1.5: Fie a, b, ¢ lungimile laturilor unui triunghi exprimate prin numere intregi.
Daca ecuatia:
X’ ~d’+b’+c*+1)x+ab+be+ca=0,
are radacini Intregi, atunci triunghiul este echilateral. (I. Cucurezeanu)
Solutie: Daca ecuatia are rdddcini intregi, atunci:
(@’ +b°+c7+1)* ~(ab+bc+ca)
este patrat perfect mai mic decét (a’+b°+¢?+1)” si de aceeasi paritate cu a’+b”+c*+1. Deci:
(@’ +b*+7+1)* ~(ab+bc+ca)< (a*+b°+7-1),
de unde (trecand termenul din dreapta in stanga si transformand diferenta de patrate) rezulta:
&b+ +1<ab+bctca
sau
(a=b)’+(a—c)+(b—")<0,
iar de aici a=b=c, deci triunghiul are toate laturile de aceeasi lungime, prin urmare este un

triunghi echilateral.
2.2 Probleme

1. In numere intregi, ecuatia
(x+1) ~(x-1)*=y’
are numai solutia x=0, y=0. (Olimpiada australiand)
Rezolvare: Avem:
(1) ~(x—1)*=8x"+8x.
Presupunem ca x, y este o solutie, cu x>/. Din:
(2x) <8 +8x<(2x+1)°
rezultd cd 2x<y<2x+1, ceea ce nu este posibil. Deci, pentru fiecare solutie x, y, avem x<0. Sa
observam 1nsd acum ca daca x, y este o solutie atunci si —x, —y este o solutie, deci —x<0, de

unde x=0, y=0.

2. Sa serezolve in numere intregi pozitive ecuatia
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(x+y)2+3x+y+] =7 (Olimpiada romanad)
Solutie: Inegalitatile:

() <)+ 3x+y+1 <(x+y+2)°
implica:

(vty)+3xty+I=(x+y+2),
de unde x=y si toate solutiile sunt (k,k,2k+1), keN.

3. Rezolvati ecuatia
x4+x3+x2+x=y2+y
in numere Intregi. (***)
Solutie: Pentru a forma in partea dreapta un patrat, inmultim ecuatia cu 4 1 adunam 1:
A A+ 1=y + 1),
Apoi, observam ca:
(2 +1) <2y+1)7 <23 +x+2)°,
iar din aceastd dubla inegalitate rezulta:
I+ e+ 1= +x+ 1),
de unde ecuatia x’—2x=0, cu solutiile x=0, x=2, cirora le corespund y=0si y=—1, si respectiv

y=3 si y=-0.

4. Rezolvati ecuatia
() =1+ 4xy. (44%)
Solutie: Trebuie ca xy>0. Putem presupune x>y>0 si atunci x—>/, de unde:
(57 2(x+y)?
si deci:
I+4xy2(x+y)’
ceea ce implica:
x—y<I.
Deci, x—y=1 si toate numerele intregi care satisfac aceastd egalitate sunt solutii ale ecuatiei

dupa cum se verifica usor.

5. Rezolvati ecuatia

(’57)’=1+16y. (Olimpiada rus3)
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Rezolvare: Observam ca y>0. Cum partea dreapta este diferitd de zero, rezulta acelasi lucru si
din partea stdnga. Sa gasim un majorant pentru y. Avem ( | x| —)? >1, iar de aici, daca y> |x!,
deciy2|x| +1, rezulta:

X727 —(y—1)’=2y-1
si deci

1+16y>(2y-1)°,
de unde y<5. Analog pentru y< | x|. Prin incercari, pentru 0<y<5, gasim solutiile:

(£1,0), (x4,3), (+4,5).

6. Sa se rezolve in numere intregi pozitive ecuatia
Xy x=3xyz. (FFF)
Solutie: Din inegalitatea mediilor avem:
x2y+y22+22x23xyz,
iar din ecuatie rezulta ca:
2. _ 2 _ 2
Xy=yz=zx,
ceea ce implica:
2_ 2 . 2
X =yz, y'=xz, z7=xy
sau
2 2 2y_
)+ (y—=2) +(z=x)=0,

deci x=y=z=n, cu n natural arbitrar.

7. Sa se rezolve ecuatia

xy(’+y°)~(x*+y°)=1. (L. Cucurezeanu)
Solutie: Punand x+y=s si xy=p, ecuatia devine:

(1) 2p°~(s°+3s)p+s’+1=0.
Considerata ca o ecuatie de gradul doi in p, trebuie ca discriminantul sdu sa fie patrat perfect,
deci:

A=(5"+35)" -85 =8 sau A=s"-25"+95° =8, s0.
Avem, pe de o parte A<(s’—s+5)°, dupd cum se verifici usor, si pe de alta parte A>(s’—s)” deci
(s’ =)’ SA<(s’~s+4)°. Pentru A=(s"=s+1)°, A=(s’=s+2)* sau A=(s’—=s+3)’ nu obtinem s intreg.
Pentru A=(s"—s+4)° giasim s=3 si din (1) rezulti p=2 sau p=7. Din s=3 si p=2 obtinem

solutiile (x,y)=(1,2) sau (2,1). Insa p=7 nu convine. Pentru A=(s’—s)’ rezultd s’=1, deci s==+/.
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Pentru s=1, din (1) rezulta p=1, care nu convine. Pentru s=—/ , din (1) rezulta p=0 si, in fine,

solutiile (x,y)=(—1,0) sau (0,—1).

8. In numere intregi, ecuatia

X’y +27=2xyz
are numai solutia x=y=z=0. (***)
Demonstratie: Evident, daca una dintre necunoscute este (), atunci toate sunt (. Presupunem
ca existd o solutie nenula. Nu putem avea doud dintre necunoscute impare si una para, fiindca
atunci membrul sting este de forma 4M+2, iar cel drept de forma 4M. Fie toate pare:

x=2%,, y=2"q5, z=2"q;3
cu q;, g2, q3 impare (nu neapdrat pozitive). Nu putem avea a=/f=y, fiindca dupa simplificare
cu 2°* in stinga raimane un numdr impar, iar in dreapta unul par. Fie a=min(a, 37). Avem:

2[q; + 27 gy + 227 qi | = 27 g0,

Daca f>a si p>a rezulta atf+y>2a si cum numarul din paranteza dreaptd este impar,
egalitatea precedentd nu este posibila. In fine, daci =« si y>a, din parantezi se mai poate
scoate factor 2’ (si nu mai mult) si avem totusi a+f+y+I>2a+1, ceea ce incheie

demonstratia.

9. Sa se afle numerele intregi x $i y pentru care expresiile
X4y si y +4x
sunt simultan patrate perfecte. (Olimpiada “Asia Pacific”)
Solutie: Daca x=0, atunci y trebuie sa fie patrat perfect. Analog pentru y=0. Observam ca
x’+4y six’ au aceeasi paritate. La fel y°+4x si y°. Distingem urmdtoarele cazuri.
a) x>0, y>0
Avem x’+4y>(x+2)° si y*+4x>(y+2)?, iar prin adunarea lor obtinem o contradictie. Deci in
acest caz nu avem solutii.
b) x<0, y>0
Avem x*+4y>(—x+2)° si y’+4x>(y—2)°, de unde x—y=1I si orice astfel de pereche satisface
conditiile problemei.
c¢) x<0, y<0
Avem x’+4y>(—x-2)° si ' +4x>(—v-2)°, de unde y<x+I si y>x+I. Pentru y=x+I, prima
expresie este patrat perfect §i pentru a fi si a doua trebuie ca:

x*+6x+1=¢ sau (x+3)°-8=r", de unde x=—6 si deci y=-35.
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Pentru y=x, avem x°+4x=t’, (x+2)°—4=¢", de unde x=—4 si deci y=—4. Pentru y=x—I, a doua
expresie este patrat perfect si pentru a fi i prima, trebuie ca:
x’+4x—4=¢ sau (x+2)° 8=t
de unde x=35 si deci y=—-6.
In concluzie, toate solutiile problemei sunt perechile:

0,i°), (1,0, (k1-k ), (-6,-5), (-4,-4), (-5,-6).

10. Suma cuburilor a opt numere naturale consecutive nu poate fi cub perfect. (I.
Cucurezeanu)

Solutie: Fie a3, a-2, a-1, a, a+l, a+2, a+3, a +4, (a>3) si E suma cuburilor lor, pe care o

presupunem cub perfect. Avem E=8a’+12a’+132a+64. Se verifici usor ca E<(2a+4)’. De

aici si cum £ este cubul unui numar par rezultad ca E<(2a+2)’. Dar E>(2a+1)’ = E>(2a +2)’.

Deci ar trebui ca E=(2a+2)’, care insa nu se verifica.
3 Metoda aritmeticii modulare

3.1 Scurta prezentare a metodei

In rezolvarea unor ecuatii in numere intregi un rol important il are metoda aritmeticii
modulare. Aceasta constd in considerarea resturilor celor doi membrii ai unei ecuatii prin
impartirea acestora la acelasi numar m>0 numit modul (de unde si denumirea).

Aceasta metoda are rolul de a restrange domeniul in care sunt cautate solutiile ecuatiei
si, uneori chiar de a conduce la rezolvarea ei.

Pentru o mai buna intelegere a problemelor din acest capitol, in continuare vom
reaminti cateva chestiuni teoretice.
Teorema impartirii 3.1.1: Fiind date doua numere intregi a si b#0, exista doud numere
intregi q si r, unic determinate, astfel incat:

a=bq+r, cu 0<r< /b/

Numerele a si b poartd numele de deimpartit si impartitor, iar g si » de cat si respectiv
rest.

In cazul in care =0, spunem ca b divide pe a (b /a), ceea ce se intampla atunci cand

exista un intreg c astfel incat a=bc si mai spunem ci a este un multiplu al lui 4. In caz contrar,
spunem ca b nu il divide pe a (bta).

Din punctul de vedere al divizibilitatii, numarul zero este considerat cel mai mare,

avand orice divizor, 0=0-c, oricare ar fi ¢ numar intreg.
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Rezultd usor urmatoarele proprietati:
Proprietati 3.1.2:
1. Dacibla si a>0, b>0, atunci 1<b<a.
2. Dacibla Si ale, atuncib/c.
3. Dacab /a si ¢#0, atunci bc /ac.
4. Dacicla Si ¢ /b, atunci c/(ma+nb), pentru orice m, n intregi.
Ne va fi utila si urmatoarea:
Varianta a teoremei impartirii 3.1.3: Fiind date doua numere intregi a si b>0, exista doud

numere intregi q si r, astfel incat:
b
a=bq+r, cu 0< /r /SE

Observatia.3.1.4: Numerele q si r din aceasta varianta a teoremei impartirii nu mai sunt unic
determinate. Numarul r din aceasta variantd poarta numele rest minim in valoare absoluta.
Exemplul 3.1.5: La impartirea prin 9, resturile obisnuite sunt 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, iar
resturile minime in valoare absolutd sunt 0, + /, +2, +3, +4 iar la Tmpartirea prin 4 resturile
obignuite sunt 0, /, 2, 3, iar resturile minime in valoare absoluta sunt 0, + /, £2. se observa si
de aici neunicitatea restului.

Definitia 3.1.6: Fie m>0 un intreg. Numerele intregi a §i b se numesc congruente modulo m
daca dau acelagi rest la impartirea prin m, altfel spus, daca m /(a-b) .

Notatia 3.1.7: Notam a=b(mod m) si citim a congruent cu b modulo m. Cazul contrar se

noteaza cu a Zb(mod m).

Exemple 3.1.8: Faptul ca patratul oricarui numar impar a da restul / la impdrtirea prin § (ceea
ce se poate verifica foarte usor), se noteaza prin a’=1(mod 8).
Faptul cd cubul oricarui numar Intreg a nu poate da la impartirea prin 7 sau 9 decat
resturile minime —/, 0, I se noteaza prin a’=0 sau +1 (mod 7), respectiv a’=0 sau +1(mod 9).
Ca terminologie, prin ecuatia considerata modulo m intelegem ca studiem resturile
celor doi membrii ai ecuatiei prin Impartirea la m. Daca resturile sunt diferite, atunci ecuatia

nu are solutii intregi.
Exemplul 3.1.9: Ecuatia

x’-2y°+82=3

nu are solutii Intregi. (***)
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Demonstratie: Evident x impar $i atunci x’=1(mod 8). Iar de aici, considerand ecuatia modulo
8, obtinem resturi diferite, indiferent de paritatea lui y. Prezenta cubului unor necunoscute

intr-o ecuatie, sugereaza considerarea ei mod 7 sau 9.

Exemplul 3.1.10: Ecuatia

x3—2xy+y3=2005
nu are solutii in numere intregi. (I. Cucurezeanu)
Rezolvare: Consideram ecuatia modulo 9 si avem 2005=-2 (mod 9). Pentru 3 /xy, membrul
stang al ecuatiei este congruent cu 0 sau este congruent cu —/, 3 sau 4(mod 9), deci in ambele
cazuri avem o contradictie, adica ecuatia este imposibila modulo 9.

Alegerea modulului m depinde de ecuatie si de abilitatea rezolvitorului. De obicei,

acesta este un numar prim sau o putere a unui numar prim.

Exemplul 3.1.11: Ecuatia

19x° -84y7=1984
nu are solutii in numere intregi. (Olimpiada rusa, 1984)
Demonstratie: Si studiem ecuatia in raport cu un modul convenabil ales. Deoarece x’=0 sau
+] atat modulo 9 cat si modulo 7, iar 7/84, vom considera ecuatia mod 7. Cum /9=-2(mod
7), iar 1984=3(mod 7), vom avea —2x’=3(mod 7), adicd x’=2(mod 7), fals.

Deseori, considerarea unei ecuatii in raport cu un modul nu conduce direct la

rezolvarea ei, dar contribuie la micgorarea intervalelor de variatie ale necunoscutelor.

Exemplul 3.1.12: Gasiti numerele naturale q, b, ¢, astfel incat
a’+b’+c*=2001. (0.B.J., 2001)
Solutie: Pentru micsorarea numarului incercarilor, vom considera ecuatia modulo 9. Deoarece
2001=3(mod 9), iar cum x’=0 sau +/(mod 9) rezulti a=b=c=1 (mod 9). Fie deci:
a=3a+1, b=3p+1, c=3y+1, cua, p, yeN.
Notam:
x)=3x>+3x>+x
si ecuatia devine:
J@)+B)+f(r)=222.
Deoarece f(4)=244>222 rezulta ca a, f, y<3. Deoarece f(0)=0, f(1)=7, f(2)=111 rezzulta
0=0, f=y=2 sau simetricele si deci solutiile: (7,10,10), (10,1,10), (10,10,1).

In continuare reamintim pe scurt cateva proprietati utile:
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Proprietati 3.1.13:
1. Relatia de congruenta este o relatie de echivalentd, adica este reflexiva, simetrica si

tranzitiva.

N

Doua relatii de congruenta se pot aduna, scadea sau inmulti membru cu membru.

3. Ambii membrii ai unei relatii de congruenta pot fi ridicati la aceeasi putere intreaga
pozitiva.

4. Ambii membrii ai unei relatii de congruenta pot fi inmultiti cu orice numar intreg,
inmultind sau nu in acelasi timp si modulul.

5. Orice relatie de congruenta in raport cu un modul dat, este o relatie de congruentd in
raport cu un modul care este divizor al modulului dat.

6. Ambii membrii ai unei relatii de congruenta pot fi simplificati cu orice factor prim cu
modulul.

Relatia de congruenta fiind o relatie de echivalenta pe multimea numerelor intregi,
determind pe aceasta o partitie, adicd o impartire in clase nevide, disjuncte a caror reuniune
acopera multimea.

Aceste clase, numite clase de resturi modulo m, se pot organiza ca un inel comutativ
cu element unitate, numit inelul claselor de resturi modulo m, sau ca un corp, dacd m este

numar prim.

3.2 Probleme

1. a) Ecuatia 5x’+9y=7 nu are solutii in numere intregi.
b) Ecuatia 5x’+9y=8 are o infinitate de solutii intregi. (I. Cucurezeanu)
Rezolvare: a) Avem 5x’=7 (mod 8) si deci x’=5 (mod 9). Dar resturile minime in valoare
absolutd ale impartirii unui numar intreg prin 9 sunt 0, + 1, £2, +£3, +4 si, prin urmare, ale lui
x*sunt 0, 1, 4, — 2, deci nu 5 si atunci x’ 5 (mod 9).
b) Avem 5x’=8 (mod 9) si deci x’=—2(mod 9), de unde x=9k+4, k Z si corespunzitor rezulta
v intreg.

2. Ecuatia

Xy +2 —2xy—2xz-2yz=2006

nu are solutii in numere intregi. (I. Cucurezeanu)
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Solutie: Evident, nu toate necunoscutele pot fi impare. Daca doud dintre ele sunt pare, atunci
si a treia este pard si ecuatia este imposibild modulo 4. Daca una singurd este pard, de

exemplu z, ecuatia se scrie (x—)°+ /Z=2006, tot imposibild modulo 4.

3. Exista doi intregi m si n astfel incat

5m’—6mn+7n’=1985? (0.1.M.Long List, 1985)
Solutie: Considerdm ecuatia modulo 8. Evident m si n sunt de paritati diferite. Deoarece
1985=1(mod 8), iar pentru a impar, a°=1(mod 8), rezulti n par si deci m impar.
Dar —6mn+7n°=0(mod 8), indiferent de faptul ci n se divide cu 4 sau numai cu 2. Deducem
ca membrul stang al ecuatiei este congruent cu 5 (mod §), dar cel drept este congruent cu

I(mod &), deci nu exista solutii.

4. Exista un intreg astfel incat cubul sau sa fie egal cu
3’ +3n+ 7,
unde 7 este un intreg? (O.I.M.Long List, 1985)
Solutie: Revine la rezolvarea ecuatiei:
m’=3n"+3n+7
sau
m*+n’=m+1)’+6.
Consideratd modulo 9 si tinind seama de faptul ¢a a’=0 sau +/(mod 9), deducem ca 3{n si
3Y(+1), deci n=AMB3+1 si atunci m’+1=—I+6(mod 9), congruentd firi solutii. Deci nu

exista.

5. Determinati cel mai mic numadr natural a pentru care
7+7a+7d’
este bipatrat perfect. (Olimpiada din Canada, 1977)
Solutie: Trebuie mai intdi ca /+a+a’ s se dividd cu 7. Resturile minime in valoare absoluta
ale impartirii lui a la 7 sunt 0, £ /, £2, £3, 1ar ale lui & sunt 0, 1, -3, 2. Din 7 /(I +a+d’ )
rezultd a=7k+2 sau a=7k-3. Pentru a=7k—3 avem:
a*+a+1=7(7k=5k+1)
si cel mai mic & pentru care si numarul din paranteza se divide cu 7 este 3, pentru care avem:
a+atl=7.

Deci a=18. Pentru a=7k+2 avem:
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a+a+1=7(7k+5k+1)
si cel mai mic k pentru care si numarul din paranteza se divide cu 7 este 4, deci a=30. Dintre

18 si 30, cel mai mic este /8, deci solutia este a=18.

6. Sa se rezolve in numere prime ecuatia

P’ —¢’=(p+q)°. (Olimpiada din Rusia, 1996)
Solutie: Singura solutie a ecuatiei este p=7, g=3. Intr-adevar, si presupunem ci nici unul din
numerele p si ¢ nu este 3. Atunci p=1/ sau 2(mod 3) si la fel g. Daca p=g(mod 3), atunci
partea stangd a ecuatiei se divide cu 3, iar partea dreaptd nu, deci ecuatia este imposibila

modulo 3. Tot imposibili mod 3 este si pentru pZg(mod 3). Pentru p=3 avem ¢’<27,

imposibil. Pentru g=3, avem p°—243=(p+3)°, cu solutia intreagd p=7.

7. Ecuatia
=2(c4y)
nu are solutii in numere intregi nenule. (I. Cucurezeanu)
Demonstratie: Presupunem ca existd o solutie cu xy#0. Fie d=(x,y), x=dx; s1 y=dy;, (x;,y;)=1.
Ecuatia devine:
&x=2(x;+dvr).
De aici rezulta 2 /d2x13 si daca 2 /x;, atunci 2 /d si ecuatia este imposibila modulo 4. Deci 2 /x;
si atunci 2 / a’y]2 si cum (x;,y;)=1 rezultd ca 2 /d. Fie x;=2x,, d=2d, s1 ecuatia devine:
8d12x23=x2+d1y12.
De aici rezulta ca d; /xz Si X /dl, deci d;=—x, sau d;=x>. In primul caz, d;=-x,, ecuatia devine:
8x24=] —y12
ecuatie care nu are solutii nenule. In primul caz, d;=x., ecuatia devine:
8x,'=1+y /2

imposibild mod 8, fiindci y; este impar si 1+y,”=8+2.

8. Rezolvati ecuatia
7°*—=3"=4. (Concurs India, 1995)

Rezolvare: Este evidentd solutia x=17, y=1. Sa aratdm ca este si singura. Nu putem avea y par,

deoarece 7/3+4 (o sumi de patrate), iar modulo 4 rezultd si x impar. Presupunem y>1 si

studiem ecuatia modulo 9.
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mod 9

7x

Observam ca 7* da restul 4 la impartirea prin 9, in cazul x impar, pentru x=6k+5. Studiind
apoi ecuatia modulo /3, gasim cd x=/2m+1] sau x=13m+3. Dar x=6k+5 este echivalent cu

x=12n+5 sau x=12n+11 si deci nu mai avem o alta solutie.
3 Metode de rezolvare a ecuatiilor diofantiene
3.1 Rezolvarea ecuatiilor diofantiene prin metoda descompunerii

Aceastd metoda consta 1n scrierea ecuatiei f(x;,x,...,x,)=0 sub forma:

Ji(X1, X2, ooy Xp) - fo(X1, X2y ooy X)) o fH(X1, X2, oo, Xp)=a,
unde 17, 1>, ..., fr€Z[X1,X),....X,] $1 aeZ. Folosind descompunerea 1n factori primi a lui a,
obtinem un numadr finit de descompuneri in k& factori intregi a,, ay, ..., a,. Fiecare astfel de

descompunere conduce la un sistem de ecuatii de forma:

fix, x5 0, x,)=aq,

folx, Xy, o, X)) =a,

X, x5, o0, x,)=a,

Rezolvand aceste sisteme de ecuatii obtinem multimea de solutii pentru ecuatia

considerata.

Exemplul 3.1.1: Determinati toate solutiile intregi pentru ecuatia
O+ +1)+2(x—)(1-xy)=4(1+xy). (Titu Andreescu)
Solutie: Scriem ecuatia sub forma:
XV =2xy+1+x7 ) =2xp+2(x—) (1 =) =4,
sau
(0y=1)"+(x-3)’2(x-3) (xy=1)=4.
Aceasta este echivalenta cu:
[y=1~(x-3)]=4,
de unde se obtine:
x+1)(y-1)=22.

Daca (x+1)(y—1)=2, rezulta sistemele de ecuatii:
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x+1=2 |x+1=-2 |x+I1=1 |x+I=-]
y=1=1" \|\y-1=-1"|y-1=2" |y-1=-2
care conduc la solutiile (7,2), (-3,0), (0,3), (—2,—1). Daca (x+1)(y—1)=-2, se obtin sistemele

de ecuatii:
x+1=2  |x+I1=-2 |x+I=1 |x+I=-]
y=I1=-1"\|y-1=1 " |y-1=-2" |y-1=2
ale caror solutii sunt (1,0), (-3,2), (0,—1), (—2,3). Toate cele opt perechi determinate satisfac

ecuatia considerata.
3.2 Rezolvarea ecuatiilor diofantiene cu ajutorul inegalitatilor

Aceasta metoda consta in determinarea unor intervale in care se afla necunoscutele,

prin utilizarea unor inegalititi adecvate. In general acest proces conduce numai la un numar

Exemplul 3.2.1: Sa se determine toate perechile (x,y) de numere intregi astfel incat
tyl=(xty)’.
Solutie: In primul rand observam ca perechile de forma (k, k), k €Z sunt solutii pentru ecuatia
datd. Daca x+y#0, ecuatia devine:
X yhy’=xty :
care este echivalenta cu:
(=) +(x—1)"+(y=1)*=2.
Rezulta ca (x—1)°<l si (v—1)°<l, inegalitdti care restrdng intervalul in care se afla

necunoscutele x, y la /0,2]. Obtinem astfel solutiile (0,1), (1,0), (1,2), (2,1), (2,2).

Exemplul 3.2.2: Determinati toate cvadruplele de numere naturale nenule (x,y,z,w) pentru
care

x*+y 2+ 2xy+2x(z—1) +2y(z+1)=w’. (Titu Andreescu)
Solutie: Avem:

(x+y+z£] )= x’ +y2 +22+2xy+2x(z;/-] )+2y(z£1)£2z+1
de unde rezulta inegalitatile:

(x+y+z—])2 w’ <(x+y+z+])2.
Prin urmare expresia:

x2+y2+zz+2xy+2x(z—1) +2y(z+1),
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poate fi egald numai cu (x+y+z)’. Aceasta implici x=y, deci solutiile cautate sunt

(m,m,n,2m+n), m, neN*.

3.3 Rezolvarea ecuatiilor diofantiene prin metoda parametrica

In multe situatii solutiile intregi ale unei ecuatii diofantiene

f(x1,%x2,...,%,)=0
pot fi reprezentate parametric sub forma:

x1=gi(ky,...k1), x2=g(ks,....k2), ..., Xu=gn(kn, ..., k),
unde g;, g, ..., g, sunt functii de 1-variabile, cu valori intregi si ky, ko, ..., k, €Z.

Pentru unele ecuatii diofantiene multimea solutiilor poate avea mai multe reprezentari
parametrice.

In multe cazuri nu este posibil s gisim toate solutiile pentru o ecuatie diofantiana.

Metoda parametrica este o cale utild de a pune in evidenta familii infinite de solutii.

Exemplul 3.3.1: Aratati ca existd o infinitate de triplete (x,),z) de numere intregi astfel incat
X’ +y’+7=x*+)7+z°.  (Turneul oraselor)

Solutie: Alegand z=—y , ecuatia devine:
X=x’+2y".

Daca y=mx, m €Z, atunci x=1+2m’ si obtinem urmitoarea familie infiniti de solutii:

x=2m’+1, y=m2m’+1), z=-m(2m’+1), m Z..

3.4 Rezolvarea ecuatiilor diofantiene prin metoda aritmeticii modulare.

In multe situatii consideratii simple de aritmeticd modulard se dovedesc a fi extrem de

utile in demonstratia faptului ca anumite ecuatii diofantiene nu sunt solvabile sau in reducerea

e eyt

Exemplul 3.4.1: Aratati ca ecuatia
(H1)+(x+2) .+ (x+2001) =y

nu este solvabila.

Solutie: Fie x=z—-1001. Ecuatia devine:
(z—=1000)*+...+(z=1)*+2+(z+1)°+...+(z+1000)* =)’

Sau
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200127 +2(1°+2°+...+1000°)=y".
Urmeaza ca:

1000-1001-2001 _
6

2001z° +2

9

ceea ce este echivalent cu:
200122+1000~100]-667=y2.

Partea stanga a ultimei relatii este congruenta cu 2(mod 3), deci nu poate fi un pétrat perfect.

Exemplul 3.4.2: Determinati toate perechile de numere prime (p,q) astfel incat
p—¢°=(p+q)*. (Olimpiada de matematica din Rusia)

Solutie: Singura solutie este (7,3). Sa presupunem pentru inceput ca nici unul dintre numerele

p si g nu este egal cu 3. Atunci p=/ sau 2 (mod 3). Dacd am avea p=¢g (mod 3), atunci partea

stanga a ecuatiei este divizibila cu 3, iar partea dreaptd nu are aceasta proprietate. Acelasi
lucru se intdmpla dacd p Zg (mod 3). Dacid p=3, atunci ¢°<27, ceea ce este imposibil. Pentru

g=3, avem p°—243=(p+3)’, ecuatie cu unica solutie intreagd p=7.

3.5 Rezolvarea ecuatiilor diofantiene prin metoda inductiei matematice

Inductia matematica este o metoda utila si eleganta in demonstrarea unor afirmatii care
depind de multimea numerelor naturale.
Fie (P(n)),so un sir de propozitii. Metoda inductiei matematice ne ajutd sa demonstram

ca propozitia P(n) este adevarata pentru orice n>ny, unde ny este un numar natural fixat.

3.5.1 Inductia matematica (forma slaba)
Presupunem ca:
o P(ny) este adevarata,
e Pentru orice k>ny, din faptul ca P(k) este adevarata rezulta ca P(k+1) este
adevarata.

Atunci propozitia P(n) este adevarata pentru orice n>ny.
3.5.2 Inductia matematica (cu pasul s)

Fie s un numar natural fixat. Presupunem ca:

o P(ngy), P(nytl), ..., P(nyts-1) sunt adevarate;
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e Pentru orice k=ny, din faptul ca P(k) este adevarata rezulta ca P(k+s) este
adevarata.

Atunci propozitia P(n) este adevarata pentru orice n>ny.

3.5.3 Inductia matematicd (forma tare)
Presupunem ca:
o P(ny) este adevarata,
e Pentru orice k=ny, din faptul ca P(m) este adevarata pentru orice m cu
no<mzk, rezulta ca P(k+1) este adevarata.
Atunci propozitia P(n) este adevarata pentru orice n>ny.
Aceasta metodd de demonstratie este frecvent utilizatd in diferite discipline
matematice, inclusiv in teoria numerelor. Urmdtoarele exemple ilustreaza utilizarea inductiei

matematice in studiul ecuatiilor diofantiene.

Exemplul 3.5.4: Aratati ca pentru orice numar natural n, urmatoarea ecuatie este solvabila in
multimea numerelor intregi

x’+y*+z°=59". (Dorin Andrica)
Solutie: Vom utiliza inductia matematicd cu pasul s=2 si no=/. Observam cd pentru

(x1,y1,z1)=(1,3,7) s (x2,y2,22)=(14,39,42) avem

XI2+y12+212:59 si XZ2+y22+222:592.
Definim (x,,y,z,), n=>3, prin:

X 2=59 X0, Vi 2=597y,, 24022=592,
pentru orice n>/. Atunci:

Chz HV k2 +200=59 (6 il +2i0),
deci:

X2 +ykz 1z 2=50k
Implica

2 p) 2 +2
X g2 TV o tzZ k+2:59k .

Exemplul 3.5.5: Sa se arate ca pentru orice n>3, ecuatia

1 1 1
—+—+.+—=1
X, X, X

n

este solvabild In numere naturale distincte.
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Solutie: In cazul n=3 avem:

1 1 1
—+—+—=1.
2 3 6
Presupunem ca pentru k>3 are loc relatia:
i+i+...+i:1,
X X Xk

unde X, X, ..., Xk sunt numere naturale distincte si obtinem:

1 1 1 1
—t—F. ==
2x, 2x, 2x, 2
Prin urmare:
1 1 1 1
—+—F—+.+—=1
2 2x, 2x, 2x,

unde numerele naturale 2, 2x;, 2x,, ..., 2x; sunt distincte doua cite doua.
3.6 Rezolvarea ecuatiilor diofantiene liniare

Definitia 3.6.1: O ecuatie de forma
a;xit...+a,x,=b
unde ay, ay, ..., a,, b sunt numere intregi fixate, se numeste ecuatie diofantica liniara.

Presupunem ca n>/ si coeficientii a,, a,, ..., a, sunt toti diferiti de zero.

Teorema 3.6.2: Ecuatia
a;xyt...+a,x,=b
este solvabila daca si numai daca (aj,az,...,a,) /b. In caz de solvabilitate, solutiile intregi ale
ecuatiei a;xr+...+a, x,=b se exprima in functie de n—1 parametri intregi.
Corolar 3.6.3: Fie a;, a; numere intregi prime intre ele. Daca (x;),xg)este o solutie a
ecuatiei:
a;xrtazx;=b,
atunci toate solutiile ei sunt date de:
X, = xjo +a,t
X, = xg —a,t

unde teZ.

Exemplul 3.6.4: Rezolvati In numere intregi ecuatia
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3x+4y+5z=6.
Solutie: Lucrand modulo 5 obtinem:
3x+4y=1 (mod J),
deci
3x+4y=1+35s, se”.
O solutie a ecuatiei este:
x=—1+3s, y=1-s.
Conform corolarului 3.4.6.3 obtinem:
x=—1+3s+4t, y=1-s-31t, tZ,
iar prin inlocuire in ecuatia initiald rezultd z=/-s. Prin urmare toate solutiile intregi ale
ecuatiei noastre sunt date de:

(x,,z)=(—1+3s+4t,1-s-3t, 1), s, teZ.
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Ariile Tn demonstrarea unor teoreme de geometrie plana
Prof. Michiu Irina Oana, Piatra Neamt
Teorema lui Pitagora, teorema catetei si alte teoreme reprezinta relatii
intre ariile unor figuri plane: patrate, triunghiuri, etc, de aceea vom
prezenta in continuare demonstratiile acestora folosind ariile.
Teorema lui Pitagora
Intr-un triunghi dreptunghic ABC (A=90°) BC* = AC* + AB*

(a®* =b*+c?).
Demonstratie

A a M b B
b

a
Q

N
a

b
® ARG a C

In figura de mai sus ABCD este un pitrat, AM = BN = CP = DQ, AM = a
lar AQ = BM = CN = DP, AQ = b.Triunghiurile AMQ, BNM, CPN, DQP sunt
congruente (C.C) de unde deducem *MNB= «NPC = «PQD = «(QMA
si <BMN = «NPC = «PQD = <AMQ( iar pe baza sumei unghiurilor intr-un
triunghi, rezulta ca MNPQ este un dreptunghi, iar din congruenta
triunghiurilor deducem ca MNPQ este patrat.

Axpcp = Amnpg +4Aaug

. ’ 2 . b o 2 2
Deci: {(a+b)* = MN? + 4- aT = MN“ =a" + b~
Sau, se da triunghiul ABC dreptunghicin A,BC= a, CA= bsi AB = c,

b>c.
Construim patratele ACDE si EFGH cu laturile b respectiv ¢, E €(AB,
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F € (ED) si punctul K astfel ca D £(FK) si DK = c.
Atunci AABC = ADKC= AHGB = AFGK si BCKG este un pétrat de
latura a si:
b® + ¢® = Aacpe + ArrcH = AacoreH = Acsrp +AaBc + AHGB
2
= Acprp T Apkc T Apgg = Apecre = a°.

K
a
3 a
C D
j G
b a
A C B E H
O alta demonstratie interesanta ar fi C

si  urmatoarea: 1n triunghiul ABC

dreptunghic in A luam pe ipotenuza BC

punctele D # E astfel ca BD=BE=BA,

D fiind intre B si C. D

Triunghiurile BAE si BAD sunt isoscele,
A = 90° vom obtine cd AACD~AECA,

AC_ CD
CE AC
AC? = (CB+BE)(CB—BD)= BC*— AB* A B

deci BC*= AB*+ AC%.
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Teorema catetel

Fie triunghiul dreptunghic ABC si AA' L BC, De(BC). Atunci:
AB*> - BA'-BC

Demonstratie
Pe ipotenuza BC si pe cateta AB construim patratele BCED si ABFG

, AEDH = AEDA , §I ACBF=ADBA = l:2 = BA"BD= BA"BC

G N
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Teorema bisectoarei

Fie triunghiul ABC si AD bisectoarea interioara a unghiului A. Atunci:
AB DEB

AC  DC

Demonstratie

C
B
BI-h . A
Agpr _ 5 _ sy Bl c
— Ccrh — _ . . A — hr
Aacr — b-i-sin- Cl b

Teorema lui Ceva

Fietriunghiul ABC si M (BC), Ne(AC) Pe(AB) astfel Tncat
AMNCPNBN ={0]. Atunci areloc: oz w- 7> — 1

Demonstratie

Fie AQ L BN,CH L BNsiOT L1 AC.
BO-AQ ON-AQ

Apop  AQ Apon

2
BO.CH =
5 Apoc CH§ Acno >

Apon _ AQ

ApoB _ . _
Acno CH’

AEDC
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A A AN AN
Deci —20F = 290 = oodemg = —— (1),
Apoc  Acno CN
A A BP A A cCM
Analog coB — Acon _ BF 2) s coa — Acom _ (3).
Asnc Aape PA Apor  Apom BM

Tnmultind relatiile (1), (2) si (3) obtinem:

Aaoe Acop Acps_ CM AN BP_
Apnr Aanc “a0e BM O CN pA ™

Vom prezenta acum deducerea ariei unui trapez folosindu-ne tot de arii:

D C H

A AE B F
(B+b)h
S

"&*ﬁFHD = I'!'LF 'DE = I:B"' b]h = 2 . AAEED deC| ﬁﬁEED —
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