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1.CATEVA PROPRIETATI ALE NUMERELOR TRIUNGHIULARE

Profesor : ANGELICA UNGUREANU
LICEUL “ALEXANDRU CEL BUN”- BOTOSANI

Unnumartriunghiularestenumarul de punctedintr-un triunghi unilateral umplut uniform cu

puncte.

Al n-lea numartriunghiular (T}, ) este numarul de puncte dintr-un triunghi cu
npunctepelaturi , adicdisumaprimelornnumerenaturalenenule, consecutive:

T, =1+2+3+---+(1ra,—1)+n—"(“+1j| cz, .

Proprietatea 1. Suma a douda numere triunghiulare consecutive este un patrat perfect (
patratul diferentei celor doua numere).

SOlutle +1 +T (ﬂ+1)(ﬁ+2)+ﬂ(ﬂ+lj n+1

( +2+n)=Mn+1)*?
2

2

(n+1)2(n+2) n(n+1) [n+1(n+2 )

(T, 1 —Tn)2=[
= (n+1)2.

Proprietatea 2. Diferenta patratelor a doud numere triunghiulare consecutive este un cub.
Solutie

T, 2-T,°%= [(n+1){n+2)]2 [ncnu)] (n+1)

n+1
(n+1)?

[(n+2)*—n?] =

Cn+2)(n+2-n)=(n+1)?

Proprietatea 3. Daca 7 este un numartriunghiular, atunci 97 +1 este tot un
numartriunghiular.

Solutie : Fie T =T}, =
k(k+1)
?

k(k+1)

2
Ok(k+1)+2 2 2k+1)(2k+2
oT+1= 9K 4 9 _ (:)““ L *'?9"*2:( ”_f 42 _ iy

Proprietatea 4. Daca T este un numartriunghiular, atunci 87 +1 este un patrat perfect.
k(k+1)
Solutie : Fie T =T}, =

s71- D 4 g = 42+ 4k 1= 2k + 1)2

Proprietateas. Ty, =T, + T, + kl.
Solutie: T}, + T; + kl =
k(k+1) | !(I+1)+kl K24 Pakeleak] _ (kD)2 kel _ (keD)(k4l41)

2 2 2 2
Proprietatea 6. Ty =Ty "Tj+Ty_y *T;_,4.

)



Solutie: Ty, * T;+T3_y *T;_, = ke(k+1) I(1+1)

2 2
+
e I - B+ DU+ D+ k- DO-D] = L2k +2) =
Rl kl+1)

=Ty -
. k1

Proprietatea 7. Suma inverselor numerelor triunghiulare este 2.

. . o0 1 (= a]
Solutie : Flezn=1 o = =1 m 2 2
n

5 ‘n(‘n+ 1)

.. 1 1 ,
Suma partiald este: S,=2 }L_, ———= F:(k+1} 2¥n_, [—— m]=2(1 — m) si cum
lim S, =2,= X2, =2

X— C0 T

Sirul numerelor triunghiulare pentru n=1,2,3, este:1,3,6,10,15,21,28,36,45,55,... .
Proprietatea 8. Numarul N=0,1360518... care are drept cifre ultima cifra a numerelor
triunghiulare luate succesiv este un numar rational.

Solutie : Calculam diferenta :
(n+20)(n+21) =+ 1)

T\ po-T, = - IS =2+ 41n+420-n% —n) =
1021+ 21).

Rezulta ca numerele triunghiulare , din doudzeci in douazeci, au aceeasi ultima cifrd , ceea ce
inseamnad cd numarul N este reprezentat de o fractie periodica , deci rational .

Proprietatea 9. Fie T,, , m € N | un numar triunghiular. Atunci
T, +To+ -+ T, 1_12+22+ +(2n—1)?*=0C3,.,.
Solutie : Prima egalitate, pe care o notam P(n), o demonstram prin inductie matematica.

Pentru n=1 se obtine: P(1): T; = — = 17 (A)

Demonstram implicatia P(k) = P (k +1),k = 1.
Presupunem ca propozitia P(k) este adevarata , adica :

T, +T, 44Ty, =124+ 22 4+ 4+ (2k—1)?
Si demostram ca P(k+1) este adevarata :

T, +To 4+ +To 4T+ Ty =174+ 2244+ k=102 + 2k +1)?
Folosind P(k) adevarata, rezulta :
LA+ 4T +hp + Ty =

—124224 4+ (2k—1)2 4+ 2k(2k+1]+ (Rk+1)(2k+2)_

2 2
2k + 1)(4k + 2
:12+22+---+(2k—1)2+c S ):

=12 4224+ -+ Qk—1)2+ 2k +1)?
= P(k+1) este adevarata.



Cele doua etape fiind verificate, conform metodei inductiei matematice rezulta cd P(n) este o

propozitie adevirata, pentru orice 1 € N™ |
Pentru a demonstra partea a doua a egalititii ,folosim formula de descompunere a
combindrilor : CX = CFtl — Cf+*
_ 2 2 2 _
=C3 + (Cq- — G )+ -+ (CZ?"HI - CZ?n) = Cn+1 -
Proprietatea 10. Dacd un numadar intreg n este suma a doud numere triunghiulare
k(k+1)  I(l+1)

(r- 5 3

2 2
dn+1=x*+y>~

Reciproc , daci 4n+ 1 = x? + y?, atunci # este o sumia de doud numere triunghiulare.
) 5 e(e+1) . I(1+1) .
Solutie : Dacd n = + , atunci :

2 2
In+1=2kk+1D) 42114+ 1) +1=2k*4+2k+ 2P+ 21+1=
=(K2P 4+ +1+2k+ 21+ 2kD+ (KP4 12 - 2kD) = (k+ 1+ 1)?

+(k+1D)?

, atunci numarul 4n+1 este o suma de patrate :

=x*+y?
Reciproc , presupun ci 41+ 1 = x% + y? cu x,y € Z . Deoarece 41 + 1 este impar,
atunci X Sau Y este impar .

. x+y—1 x—-y-—1 .
Consider k = : , L= :: . Atunci :
k(k+1) 1 I(l+1) . (x+_],r]2—1 n (x—y]z—l . 2x2+2y2—2 x2+_}r2—1 4n+1-1
2 2 g g - g o s a4

Proprietatea 11. Daca a este un numar intreg pozitiv, numarul

E(a) = (az +a-— 1)(&2 + 3a + 1)+1 este dublul unui numar triunghiular.
Solutie : E(a) = (a’+a—1)(a? +3a+1)1+1 =
=(@+a—-D@+a+1x@+a—1)-2a+1=
=(a’+a)*—1+2a(@*+a—1)+1=

=(a®*+ a)? + 2a(a’*+a) — 2a =

=a*+4a®+3a*—2a=a*(@ +4a+4)—a*—2a=
=a?(a+2)?—(a?+2a) =(a’?+2a)?— (a® + 2a) =

(a®? + 2a)(@®* + 2a—1)
e 2 — 1) —
=(a*+2a)(@a*+2a—1)=2 >

Proprietatea 12. Si se giseasca numirul natural kK € N* astfel incat diferenta numerelor

= 2Ta2+2a—1

triunghiulare Ty,4x — T sa fie numar prim.

+R)(m+k+1 +1) k(k+1+2
Solutie : T, . — T,, = (n ]("‘: ]_'"('"? )_k( - n)

Diferenta T, 45, — T, este numir prim = k = 1 sau k = 2 ( deoarece
k+1+2n>k).

Pentru Kk =1 =T, ., -1, =n+ 1= p,unde p este un numar prim , de unde
n=p-1




Pentru Kk =2 = T,,, -1, = 2n+ 3 = p,unde p este un numir prim , de unde

—3
n=2"
5
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Asupra problemei L.219
Prof. Daniel Vacaru

Colegiul Economic ,,Maria Teiuleanu”, Pitesti

De — a lungul timpului, am observat ca problemele de constructie cu rigla si compasul nu sunt
foarte dese. Reflectand asupra acestui tip de probleme am constatat ca rezolvarea unei astfel
de probleme necesita o gandire aprofundata si o cunoastere a fenomenului din spatele acestui
tip de probleme. Sa revenim la subiectul nostru, si sd ne reamintim enuntul problemei:

Problema L.219 (Rec.Mat.1/2011) Fie dat un triunghi ABC si numerele m>n>1.naturale
Construiti cu rigla si compasul punctele 4’ din planul triunghiului pentru care triunghiul 4'BC
are perimetrul si aria de m, respectiv n ori mai mare decat cele ale triunghiului ABC.

Am Tmpartit problema in doud subpuncte separate:

A) Dandu — se un triunghi ABC si un numar n, sa se determine locul geometric al punctelor 4’
astfel ncat aria triunghiului A'BC sa fie egala cu n. S( ABC). Sa se construiasca cu rigla si
compasul acest loc geometric

B) Cunoscandu — se locul geometric de la A), sa se determine, cu rigla si compasul, punctele
A', apartinand acestui loc geometric, cu proprietatea ca perimetrul triunghiului satisface relatia

Py pey=m-Ppe

Sa incepem rezolvarea cu ce este mai usor, adica punctul A). Daca se cunoaste triunghiul, se
poate determina indlfimea din 4, cu rigla si compasul. Cerinta este atunci foarte simplu de

n-h

indeplinit, daca construim doua drepte, aflate la o distanta a  de de dreapta suport a lui



[BC]. Acesta este locul geometric cautat. Pentru a putea construi cele doua drepte, cate una in
fiecare semiplan determinat de dreapta BC, in B, respectiv C, construim perpendiculare pe
dreapta BC, d, si d,, pe care, cu ajutorul compasului, determindm punctele aflate la distanta

n-h, de B, respectiv C. Unind punctele aflate n acelasi semiplan, obtinem cele doua
drepte, totalitatea locului geometric cautat.

A mai ramas de rezolvat urmatoarea

Problema. Sa se construiasca, cu rigla si compasul, un triunghi, atunci cand se cunoaste aria
S, semiperimetrul p si lungimea unei laturi a.

Rezolvare. Sa presupunem problema rezolvatd. Sa pastram notatiile obisnuite pentru un
triunghi. In consecinta, vom fi interesati de a afla si construi laturile b si ¢ pentru acest
triunghi. Sa ne reamintim, cd, prin urmare avem a + b + ¢ = 2p.

Se stie, via Heron, ci: S=v(p [:p—‘ﬁ)-{‘p—b]-li p—c)), asadar

2

7
.’S‘_ A S \
-7\:[?—5”}?—6) ﬁ(i\—pz—kfz-p—aj-p:b-c —
plp—al | \plp—a) _.
2 i
—>[—S +p2—a-p:b-c
p-lp—a) |

Prin urmare, trebuie sa rezolvam, mai intai obisnuit, apoi grafic (i.e., cu rigla si compasul),
ecuatia de gradul II

2
plp—a) |
p . : Sz SE
dz[_2-p—a.]2—4'(—‘+p1—n-p 202—4'[.—‘
care are discriminantul p-(p—al / p(p—a)| prin
urmare
J’ |y T
| 2 4.5° I, 4.52 ‘
i : a 1'; “ _P'['P—GIJ a 'I _p-['p—a},
pocl=|p-a 2ol 0 T pleal]
1 2 2 2



a

Segmente de lungime p si 2 se pot construi cu usurinta, relativ la aceasta problema, si
vom face acest lucru in algoritmul de constructie. Ramane sa gasim un mod de a construi cu

| 2 48
rigla si compasul, un segment de lungime \ . p(p=a)]  sjobservam ci
|II 2 452 ! |EI 2 (?2'}1%
\; a —[7 :'\fl a — [: ]
-. pp—aj] 1} p\p B @} . Prin urmare, vom incepe constructia

|! 2 a . hi |
\r.' R

segmentului de lungime '\ PP =a)] folosind teorema inaltimii si bazandu — ne pe

geometria de clasa a VII — a. .Cunoastem segmentul [ BC]. Pe semidreapta [CB construim un
segment de lungime p, iar pe semidreapta opusa construim un segment de lungime p — a. in
acest mod am obtinut un nou segment [B'C"], de lungime 2p — a. Construim acum un semicerc
de diametru 2p — a. In C ridicam o perpendiculari pe dreapta BC si intersectim aceasti
perpendiculard cu semicercul construit anterior. Am obtinut un triunghi dreptunghic MBC de

iniltime (p(p—a)) . In B avem deja ridicat un segment care este noua iniltime a
triunghiului (de » ori 1ndltimea initiald). Construim un semicerc de diametru [BC] si
segmentul [MN] (notat [MP]) congruent cu inaltimea ridicati in B. In P construim
perpendiculara pe [MC], pe care o intersectdm cu segmentul [MB] in Q. Folosind asemanarea,

) h,

9 |\ p-lp—a . . .
deducem ca VAPRPTAN A cest segment va fi purtat in compas in C si se va
trasa un cerc de razd PQ. Acesta se intersecteaza cu cercul deja construit, de diametru [BC], in

i 5 a’ hf,
:' a ———————
'\ plp—all

R. Segmentul BR are lungimea , cum ne asigura teorema lui Pitagora.
In acest moment, avem gata justificirile teoretice pentru constructia noastra. Putem deci
introduce algoritmul de constructie, pentru datele initiale:

1. Prima etapa este construirea inaltimii triunghiului dat. Acest lucru se face utilizand
proprietatile rombului, pe care il vom folosi avand doud varfuri, si ca urmare latura sa.
Fie latura [4AB]. Cu deschiderea compasului data de 4B, construim un cerc de raza 4B,
cu centrul in A4 pe care il intersectdm cu latura BC, obtinand punctul D. Cu centrele in
B, respectiv D, construim cercuri de aceeasi raza, anume AB, care se interpecteaza in
E. Dreapta AE este suportul inaltimii, cdci stim cu totii ca un romb are diagonalele
perpendiculare.

2. Si construim acum doua drepte paralele cu BC, situate la o distantd de 7 h a ,in
cele doud semiplane. Pentru Inceput, in B si in C ridicdm doua perpendiculare pe BC,
folosind cunostintele despre mediatoare. Simetrizdm punctele B fatd de C si C fata de
B, folosind compasul. Apoi construim mediatoarele celor doua segmente astfel
construite. Cunoastem deja distanta /,. Va fi foarte usor de construit doua perechi de



puncte (B', B"), (C', C") la distanta 77 h a de B, respectiv C. Sd mentiondm ca B, C'
si respectiv B”, C" sunt in acelasi semiplan. Unind B’ cu C’, respectiv B", C" obtinem
dreptele care formeaza locul geometric din prima parte a rezolvarii problemei.
Construim apoi un segment de lungime noul semiperimetru, in modul urmator.
Construim mai intai un segment de lungime perimetrul triunghiului, folosind ca suport
dreapta BC intersectata cu un cerc de centru B si raza [BA], respectiv cu centrul in C si
de razia [CA]. In acest mod, notand B, respectiv Cj, cele doua intersectii astfel aflate,
am construit un segment de lungime perimetrul triunghiului. Sa — 1 multiplicaim cu un
numar este atunci usor, iar apoi folosim constructia mediatoarei, putem cu usurintd sa
— | injumatatim.

In final, construim, cu varful in B, respectiv in C segmente de lungimi

[ - - h
7 \ I'r [

) 4§ » 45
| p-lp—a), _ p-(p—a),
2 2 PEST 2 '

]

\b,cj=

folosind constructia de la punctul B).



3.Metode de rezolvare a unor probleme de geometrie plana
cu ajutorul geometriei vectoriale

Prof. Gabriela Jupenschi,
Colegiul Tehnic ,,Petru Poni” Onesti

Voi prezenta, 1n cele ce urmeaza, doud probleme de geometrie plana dintre care una va
fi rezolvata atat cu ajutorul geometriei plane, cat si a celei vectoriale, iar cealaltd va fi
rezolvatd doar vectorial, ramanand cititorilor sd gaseasca o solutie folosind doar geometria
plana.

1. Fie ABCD un paralelogram . Se considerd punctele M € (4AB) si N € (4B) astfel
MpP 1
incat [AM] = [MN] = [NB] si punctul P € (CM) astfel incat e — 5 - S se arate ca

3
punctele D, P si N sunt coliniare.

Un model de rezolvare cu ajutorul geometriei plane ar fi urmatorul:

D c
P
A M N B
Din ipoteza avem ca
AM = MN = NB= AB = 3MN = DC=3MN:}%=§.

Consideram dreptele DC || AB si CM secanti. Rezulta ca: <DCM = «<CMB

(unghiuri alterne interne congruente) = XDCP = <PMN

. 5 _MP 1 , MN 1 | _ MP MN
Din ipoteza avem cd — = —. Folosind rezultatul: — = —obtinemca — = —.
Pc 3 pc 3 P

DC
MP MN
Prin urmare, —— = — i «PMN = «DCP. Conform cazului de asemanare L.U.L.

avem ca AMNP~ACDP.,
Din definitia asemanarii triunghiurilor avem: <MPN = «CPD.

Notim cu X = m(é:MPN) = m(ﬁCPD). Punctele €, P, M sunt coliniare
= m(<«CPM) = 180° = m(<CPN) = 180°— x

m(<DPN) = m(«DPC) +m(«CPN) = m(<DPN)=x +180°—x =



= m(«DPN) = 180° = punctele D, P, N sunt coliniare.

Insa coliniaritatea punctelor D, P si N ar putea fi demonstrata si cu ajutorul geometriei
vectoriale. Expunem aceastd metoda de rezolvare doar pentru elevii care au facut cunostinta
cu geometria vectoriald, adica pentru elevii care au terminat clasa a [X-a, semestrul L.

Un model de rezolvare a acestei probleme cu ajutorul geometriei vectoriale ar putea fi
urmatorul:

. . . .o _h . _h . . . .o _h
Punctele D, P, si N sunt coliniare daca vectorii DP si DN sunt coliniari. Vectorii DP

—_—
si DN sunt coliniari dacd si numai dacd existi un numdir real @ nenul, astfel incat

DP =a- DN.

Folosind regula triunghiului si regula paralelogramului de adunare a vectorilor avem:

DP = DA+ AM + MP = DA+ >AB +MC = DA+ >AB + ( MB +
+BC)=DA+-AB+>-2AB+ AD - -*AD+>AD+2AB +:4B >
2 4 3 4 4 4 6 6

-

= DP = —2AD +-4B (1),

DN = DA + AN = DN = —AD +§E. fnmuliim ultima relatic cu % si
obtinem ca: EW = — %E + %ﬁ (2).

Din relatiile (1) si (2) rezulti ci: DP = EW Deci, vectorii DP si DN sunt

coliniari. Prin urmare, punctele D, P, si N sunt coliniare.

. . AN z .
2. Fie paralelogramul ABCD. Se considera punctul N € AB astfel incat v a2 S

AF
DN n AC = {F}. S se calculeze raportul pop

Un model de rezolvare a acestei probleme cu ajutorul geometriei vectoriale ar putea fi
urmatorul:

10



Consideram aF_1 si ol
AC a B
Folosind regula triunghiului si regula paralelogramului de adunare a vectorilor avem:
AF —~AC - AF —~ (AB +AD) » AF — ~ 4B+~ 4D ().
Dar, AF = AN + NF = ZAB +§ﬁ:ﬂ=iﬁ+l(m’+ﬁ):
AF=24B+2. (—Eﬁ)+1ﬁ — AF = 25 2AB+ AD(z)
= B : B

Din relatiile (1) si (2) rezulta ca:

1=; 2“:55_2;32—2;;:;2;92——73 0=B80R28-7)=0=8=
[ 4
0
7 AF 1 2 AF 2
,ceeaceestefals,sauﬂ=E.Deaicirezultécétx=—=>—=7=—=)—=—.
2 2 AC 2 7 FC 2

11



4.Solutions of the problems J235, J237, J239, S235, 0235 and 0236 of MR 4 (2012)

By TITU ZVONARU, Comanesti, Romania, and
NECULAI STANCIU, Buziau, Romania

Junior problems

J235. In the equality v ABCDEF = DEF, different letters represent different digits. Find the
six-digit number ABCDEF.

Proposed by Titu Andreescu, University of Teras at Dallas, USA

We have that:

ABCDEF = DEF" <1000+ ABC = DEF(DEF —1).

Therefore, the natural numbers DEF and DEF —1are coprime, and in LHS we have the
factor 5 with the power at the least 3 (the same is happen with the factor 2).

DEF DEF(DEF —1)

125 125-124=5°.2% .31
126 126-125=5-2-63
250 250249 =5°.2.249
251 251-250=57-2-251
375  375-374=5-3-2-187
376 376-375=5-3.2° .47
501 501-500=5-22-501
625  625-624=5%.2%.39
626  626-625=55%.2-313
750  750-749=5°-3-2-749
751 751-750=5°-2-3-751
875 875-874=5-7-2-437
876 876-875=5-7-27-219

Yields the following possibilities:

From this it follows that:

12



376° =141376 (which not works because 4 = C ) and 625> = 390625 .
Hence:
ABCDEF =390625.

AB-BC+CA 3 and

J237. Prove that the diameter of the incircle of a triangle ABC' 1s equal to i

only it ZBAC = 60°.
Proposed by Titu Andreescu, University of Tezas ot Dallas, USA

With usual notations and from well-known formulas:

=£ F =s(s—a)(s —b)(s —c), sm;1

(s=b)(s - C)
be
we have that:
2r:b+c—a@r\/gzs_ac\/s(s—a)(s—b)(s—c)‘\/gzs
3 s

& Js-b)s—c) 3 =4fs(s—a) & W s(s a)
C

L 4 _300 & A=60" (because 0’ < 5 <90 ).

. A
& Sin—=—=:C0sS— < Ig—=
2 32 2" BT
The proof is complete.

J230. Let a and b be real numbers so that 2aZ + 3ab + 2b2 < 7. Prove that
max {2a + b, 2b+ a} < 4.

Proposed by Titu Andreescu, University of Teras at Dallas, USA

If 2a+b < 0o0r2b+a < 0we don’t have what to prove.

We assume by absurd that:
2a+b>4and2b+a > 4.

We deduce successively that:
4a* +4ab+b* > 16,
a’ +4ab+4b> > 16,
which by adding, yields that:
5a* +8ab+5b> >32=7(5a> +8ab+5b*)>32-7T=

= 7(5a* +8ab +5b*) > 32(2a” +3ab+2b*) = 29a’ +29b> +40ab < 0 =

13



441b°
841

2
:>a2+b2+ﬂab<0:> a+§b +
29 29

<0, false!

Hence, we are done.

Senior problems

5235. Solve the equation

§ 9 10

[EREME)

where [z] and {2} denote the greatest integer less or equal than = and the fractional part
of z, respectively.

Proposed by Titu Andreescu, University of Teras at Dallas, USA

Denoting by:
{x}: p,[x]: t,with0 < p <land? integer,z # 0,
we have that:

E:L+m<::>8pt+8t2 =9pt+10p> +10pt < 10p> +11pt —8t° =0 <
p p+t t
S 2p-t)(5p+8t)=0.
Yields that:

)p= —% =0< —% <1=-5<8t<0,sowe don’t have solutions;

. t t 1
Np=—>>0<—<1=20<t2=t=L,p=—=>x=—
(i) p 5 2 pP=7 5

) . 3
Hence, we have one solutions, i.e. x = 5

Olympiad problems

(0235, Solve n mtegers the equation
y-Tat 4P =1

Proposed by Titu Andreescu, University of Tezas at Dallas, USA

14



It is obvious that x and y are coprime and have the same sign.We can assume that x, y > 0.We
take x = 2mn,y =m” —n’ and then the given equation becomes:

2mn(m*> —n*)—7(m> +n*) =1, and forn = 1,m = 4 we obtain x =8,y =15.

Hence we deduce the solutions: (x, y) € {(15,8),(—8,—15),(—15,8),(8,1 5)}.

Continue (homework).

0236. Let a,b, ¢ be positive real numbers. Prove that

a b ¢ Aab+be+ca)  Ba+b+e)
) + ) + ) ] + - : - . _} ) - - § 0
b+e) (c+a) (a+b) (a+b)ib+e)lc+a) ™ 2ab+be+ ca)

Proposed by Mircea Lascu and Marius Stanean, Zalau, Romania

By calculation we have that:
a a(b+c) 3a

(b+c)  (a+b)b+o)c+a) 2ab+betca)
B (a—b)ab’c+2a’b+a’b*)+(a—c)abc® +2a’c+a’c?)
- 2a+b)b+c)(c+a)d. ab

cye

b

and analogous:
b b(a+c) 3b

(cta)  (a+bybrocra) 23 ab

cye
(b c)(abc® +2b°c+b*c?) +(b—a)(a’bc +2ab’ + a’b*)
2a+b)(b+c)c+a)’ ) ab '

cyc

Also by calculation we deduce that:
(a —b)(ab’c+2a’b+a’b*) N (b—a)(a’bc+2ab’ +a’b*) B
2a+b)b+c)’(c+a)y ab 2(a+b)b+c)c+a)D ab
cyc cye
_(a- b)Y’ (2a’b+3a’b* +2ab’ +2a’bc +2ab’*c — abc?)
2a+b)b+c)(c+a)D ab '

cye

Therefore the given inequality becomes:
(b—c)’S, +(c—a)’S, +(a—b)*S, >0,
where:
S, =(b+c)2b’c+3b°c’ +2bc’ +2ab’c +2abc’ — a’be),
S, = (a+c)2ac’ +3a’c’ +2a’c+2abc’ +2a’bc —ab’c),
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S, =(a+b)2a’b+3a’b* +2ab’ +2a’bc +2ab’c — abc®) .

WLOG a=>2b2>c.
Since,

a’c>ab’c,we have thatS, > 0.
It remains to show that:

S,+S,2>0andS, +S5,20.
From the sum §, + S5, omit some positively and look only at the next:

2ab*c* —a*b’c—a’bc® +2a’bc’ —a’b*c—ab’c? +2a'c =
=ab’c® +a’bc® +2a*c—2a*b*c >0, becausea>b>c.
Analogous:
S, +S. 20, and we are done.
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