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MINISTERUL EDUCATIEI §1 CERCETARII

OLIMPIADA NATIONALA DE MATEMATICA

Etapa locala
08.02.2020
Clasaa Vl-a
1. a) Ardtati ci numarul n = — + — + . + = este
' ratatl ca umarti n = o 3 ™ T 1243+ .+2020 ' 2021
numar natural.
.. . 0,a(b) _ a+l
b) Aflati cifrele nenule a si b pentru care b bt

2.a)Fie A = {n € N|23¢ <n < 3%}si B = {n € N|2*® < n < 332}, Care
dintre multimile A si B are cardinalul mai mare? (Numarul de elemente al unei
multimi X reprezinta cardinalul multimii X.)

b) Consideram multimile X si Y. Care este cea mai mica suma a elementelor
multimii X, daca sunt satisfacute urmatoarele conditii?

NXNY = ¢;

iyXuY =1{8,9,10,11,12,13,14};

liiydacia+ 1 € X, atuncia € Y;

Iv) card X = 3 (card X reprezinta numarul elementelor multimii X).

3. Fie A,B,C,D,E si F sase puncte coliniare (in aceasta ordine) si un punct
0,0 & AB. Aratati ca:

a) daca 2AC = AB + AD si 2CF = AF + EF, atunci AB = DE;

b) daca xAOD = ¥BOE = «COF,iar [OC si [OD sunt bisectoarele
unghiurilor <« BOD, respectiv <« COE, atunci 5- (¥ COD) = < AOF.

4. Tn interiorul unghiului COD se duc semidreptele ( 0A si ( OB astfel incét
( OAcInt(xCOB) si OBcInt(xAOD). Daca unghiurile AOB si COD sunt
complementare, (OM si (ON sunt bisectoarele unghiurilor COA respectiv BOD,
Se cere .

a) Aratati cad masura unghiului MON este aceeasi, pentru orice unghiuri AOB
si COD ce indeplinesc conditiile ipotezei.

b) Daca «COA, <BOA si <DON) sunt invers proportionale cu numerele
0,25; 0,2 si respectiv 0,1(6), aflati masura unghiului AOB .

Nota:
e Toate subiectele sunt obligatorii;
e Fiecare subiect se noteaza cu 7 puncte;
e Timp de lucru: 2 ore.



Solutii si bareme de corectare orientative

Clasaa Vl-a
Orice alta rezolvare se asimileaza conform baremului.

2 2 2

1 1 1 2
l a)n—'22_3+32_4+ ..+Tmz.oo +1010—2_3+34+ ...+2020_2021+2021—

11,1 1 1 1 1
_2(§_§+§_Z+"'+2020_2021+2021)_1EN' 3p)

b) Conditia din enunt revine laa, (b) - (b + 1) = b,(a) - (a + 1), adica la

(a+2) G+ =(b+5)-(a+1), deci (9a+b)-(b+1) = (9 +a) (a+1),

9a+b_a+1
sau la 9b+a b+1’ (2p)

Folosind proportiile derivate, deducem ca:
(9a+b)—(9b+a)_(a+1)—(b+1) 8(a—b) _ a—b

ica — (*). a ori rech ifre identi

P e , adica Y b+1( ). Se vede ca orice pereche de cifre identice

(a = b) satisface relatia. (1p)
5 ) . . 8 1 .

Daca a # b, relatia (*) se mai scrie —— = —, adica

9b+a  b+1’
8b + 8 = 9b + a, deci a + b = 8. Obtinem, pe langa perechile deja gasite, solutiile:
a=1b=7,a=2b=6;a=3,b=5, a=5b=3;a=6b=2sia=7,b=1.(1p)

2. @) Aare 3%* — 236 — 1 elemente, iar B are 332 — 28 — 1 elemente. (1p)
Aritim ci B are cardinalul mai mare, adica 332 — 248 > 324 — 236 Aceasti inegalitate se
scrie echivalent

332 — 324 > 218 — 236 squ 324(38 — 1) > 236(212 - 1). (2p)
Aceastd inegalitate rezultd din inmultirea inegalitatilor

324 — 912 > 812 — 236 si

3-1=9*-1>8*-1>22-1>0. (1p)
b 8¢ X = 8 €Y. Pentru ca suma elementelor lui X sa fie cel mai mic numar trebuie sa

avemca9 € X. (1p)

Cum X are cel putin 3 elemente, rezulta celelalte 2 numere din X sunt 11 si 13. Deci,

X =1{9,11,13}si Y = {8,10,12, 14}. (2p)

3. a) Avem 2AC = AB+ AD < 2(AB+ BC) = AB+ (AB+BC +(CD) =

= BC = CD. (2p)

Dar 2CF = AF + EF < 2(CD + DE + EF) = AB + BC + CD + DE + EF + EF

= DE = AB = AB = DE. (2p)
b) Din «A0D = «<BOE = «AOB = «DOE. (1p)

Din «BOE = «COF = «¥B0OC = XEOF. (1p)

Deoarece [OC si [OD sunt bisectoarele unghiurilor < BOD, respectiv <« COE =

4AOB = ¥BOC = «COD = «<DOE = <EOF = 5- (X COD) = %< AOF. (1p)

4. a) Notam «COM = <MOA = a, ¥A0B) = zsi «BON = < DON = b.

Din ipoteza avem <«COD + <« AOB = (2a + z + 2b) + z =90°, (2p)

de unde obtinem a + b + z = < MON) =45°=constanta. (2p)
b) 2a, z si b sunt invers proportionale cui , % si 61, a+ z+ b =45°, deci

2a b ¢ . 225°

w7 Se obtine «AOB = ETS (3p)






