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BAREM DE CORECTARE SI NOTARE-CLASA a IX-a
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1. (7p) Daca a,b,c €(0,+) si a+b+c+—+—+—=—5, sd se demonstreze ca

<a+b+c<6.
a b c
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Cand se obtin egalitatile?

Dan Popescu, Suceava

Solutie: Avem inegalitatea: (a+b+ c)(l + 1 + l) >9,Va,b,ce(0,+x).

a b c
. .1 1115 . (15 o
Atunci, notand a+b+c=x,rezultaca—+Z+—=?—x§1 X ?—x >9, adica 2x* —15x+18<0,
a C

ceea ce revine la (2x-3)(x-6)<0 < xeB, 6}.

ey . « . . 1
Egalitatile se obtin odata cu egalitatea atbte ] ? T adicad pentru a=b=ce {—, 2}.
—t+—+— 2
a b c
Barem:
. 1 1 1
Inegalitatea (@ +b5+c)| —+—+— |29 coiriiiieiiccercee e 2p
a b c
DEMONSIIEAZA COTINEA.......ietiieiieiieeiieetie ettt et et estteeteestteebeesteeenteenteeenbeenseeenseenseeenseennes 4p
Precizeaza cazul de @@AlITAe........cc.iiiiiiiieiieeieee ettt ettt eseeesneens Ip
2. (4p) a) Sa se determine numerele reale pozitive a,,a,,...,a,,..., stiind ca a, =3 si sunt verificate
relatiile:
1 1
@ +=-a +..+t—-a =5 gpeNn>l.
2 n 2
koksk

(Bp) b) Fie xe (%,+OO) . Sa se calculeze suma:

x+1 x+2 x+3 x+2019
S = + + ot | =,
[ X } [x+1} {x+2} [x+2018}

unde [a] reprezinta partea intreaga a numarului a .

Moisuc Niculina Mihaela, Radauti
Solutie. a) n=1=a; =a‘—2a2 Sa, =24 (1)

3
a a,a . .o -
n=2=a +?2 = %: a +2a =3a; < a,(2a; +1)=3, cu solutia unici & =1, de unde rezulta
M
a, =2 . Presupunem, inductiv, ca ¢, =k, pentru orice numar natural & €{1,2,...,n} si demonstram ca

a,,=n+1, pentru neN". Inlocuim in relatia din ipoteza si obtinem:

na ey . *
wtn=——"="a =n . uz a =n,vVn e .
1+2+..+ 2”“ . =n+1.1Inconcluzie, a, =n,VneN

b) Avem: S = x+l + x+2 + x+3 +.ot x+2019 ) 1+l + 1+L +..+ l+; =
X x+1 x+2 x+2018 X x+1 x+2018

1 1 1 1
=14+ —|+14+]| —|[+1+ Fot 4+ ——|.
X x+1 x+2 x+2018
Pentru xe[l,l},avemlsl<2:{l}=l §i{ ! }:O,Vp=1,2018:>S:2020.
2 X X xX+p

Pentru x e(1,+00)= LI =..= _ =0=5=2019.
X x+1 x+2018



Barem.

Q) DEIETINING ), 0, vvevevieniieeiiieiieeie ettt ettt ettt e e e saeenseeeaeeenne 2p
Demonstreaza prin inductie C& @, =7,V 21 ....ccocciiviiiiiiiieiieie e 2p
D) CalCUlEaZa SUIMA ..ottt et sit e e e s sbe e e snnesneennes 3p

3. (7p) Fie ABCDE un pentagon convex si punctele Pe(DE),Qe(CD) astfel incat %:%:2

Daci M si N sunt centrele de greutate ale triunghiurilor ABC si ABE, si se arate ci MQ = NP .
G. M. 3/2019

Solutie. Pentru orice punct X din plan, notim cu r, vectorul siu de pozitie. Deoarece M si N sunt
centrele de greutate ale triunghiurilor ABC, respectiv ABE, rezulta:

o =7+ +70) 5t 7 = {74 ) (1)
PE=QC

Din — ==—=2 obtinem:
PD

P
" =§(rc +2rD) st 7, =§(rE +2rD) 2)
Din relatiile (1) si (2) deducem: M—ng—a=%(Z+2€—E—E—Z):%(2g—rj—g) si

— - — 1 - - — lf— — — 3 .
NP=r,—r, = E(Z +2r, =1, =1y —Z) =§(2rD -7, - rB), de unde rezulta concluzia.

Barem.
Deduce TE1ATTIE (1) viouvieiiiiiieiie ettt e bt e et e et testeesbeaenbeesteesnbeanneanns 2p
DedUCE TRIATITIE (2)...itieteeiieetiete ettt ettt et e st e bt et e s b enbeeneesbeanbeeneasneenees 2p
Exprima vectorii MP, NO $i fINAliZAre.............ccooiueveeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee oo 3p

4. Se considera triunghiul ABC si punctele N e (AC),P e(A4B) astfel incat 4P = PB, AN =2NC. Fie
{T}=BNNCP si {M}=AT nBC.
a) (3p) Aratati ca M _IN < E
AM BN CP
b) (4p) Aratati ca daca cercul cu centrul in 7 si razd 1 nu se afla in interiorul triunghiului ABC,
atunci exista o dreapta d 1n plan cu proprietatea ca proiectia triunghiului ABC pe dreapta d
este un segment de lungime cel mult 4.
Solutie. a) Din teorema lui Ceva in triunghiul ABC gasim BM =2MC. Din teorema lui Menelau in
triunghiul ACP cu transversala B—T — N, respectiv triunghiul ABN 4
cu transversala C—T — P, gasim PT =TC,BT =3TN. Tinand cont si \
. BM AN .IM TN 1 1 TP
cd —=2=—,deducemcd —=—=—<—=—.
CM CN AM BN 4 2 CP
Alternativ: Se pot considera U, V, respectiv Q mijloacele
segmentelor AN, AT, respectiv BM. Se folosesc liniile mijlocii PV,
VU, TN, PQ, TM si se deduc relatiile anterioare.
b) Vom demonstra intdi urmatoarea lema:
Lema: Daca T este un punct in interiorul triunghiului ABC,
BT NAC={N},BN =k-TN si d(T,AC)<1 atunci exista o dreapta d in plan cu proprietatea ca

proiectia triunghiului 4ABC pe dreapta d este un segment de lungime cel mult .
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Solutie lema: Ducem prin C dreapta d perpendiculard pe AC (C ed.,d L AC). Notam S = pr, T,
R=pr,T, D=pr,B, W=pr,T.Atunci pr,[ABC]=[CD] si WS=CD. Cum SN || BW rezulta ca
T_Szﬂ:l’ de unde DC=WS =kTS. Dar TS =d (T, AC)<1, deci
WS BN k

DC<k.

Revenind la problema noastra, in ipoteza ca cercul de centru 7 si raza
1 nu se afla inclus in interiorul triunghiului ABC, deducem ca cercul
respectiv intersecteaza cel putin una din laturile triunghiului, deci
distanta de la 7' la una din laturi este cel mult 1. Daca d(T,4B)<1

deducem ca exista o dreapta d in plan cu proprietatea ca proiectia
triunghiului ABC pe dreapta d este un segment de lungime cel mult 2
(aplicam lema pentru k£ =2), iar in celelalte doud cazuri, anume cand
. d(T,AC)<1 sau d(T,BC)<1 rezulta existenta unei drepte d in plan
cu proprietatea ca proiectia triunghiului ABC pe dreapta d este un segment de lungime cel mult 4
(aplicam lema pentru k£ =4), de unde rezulta concluzia.

Barem.

2) DeMONSIIATEA COTIMECI. ... eitietieiieetieteetesttet et e st eteeite st eteentesteetesneesseennesneenneaneas 3p

2) DemMONSIIArea COTINECI. . .uveeureiiieiieeiieiie et eite ettt ettt st et ee st e eseeeeeeesaeeeas

Nota: Orice alta solutie corectd se va puncta corespunzator.



