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Clasa a X-a

1. a) Exprimati numarul loggy 3072 in functie de a = log, 3 si b = log, 5.
b) Calculati partea intreaga a numarului real x = 19 - log, 3.
Ciurcea Raluca

2. Se considera numerele complexe x, y, z avand fiecare modulul egal cu 1 si
expresiaE(x,y,z) =|lx+y—z|+|x—y+z|+|-x+y+2z|.
a) Demonstrati ca E(x,y,z) = 3.
b) Aflati valoarea maxima a expresiei E (x,y, z).

(***)

3. Fiea, b, c,d patru numere reale astfel incita >c>d >b >1sia-b > c-d.
Studiati injectivitatea functiei f:(0,0) = R, f(x) = a* + b* — c* — d*.
(***)

4. Saserezolven N X N x N sistemul:
\/E + \/; =2z
2-Jxty+x2+yt=2-\2-2
Benedict G. Niculescu,
Gazeta Matematica nr. 2 / 2019,

Nota:
Toate subiectele sunt obligatorii.
Fiecare problema se va nota de la 0 la 7 puncte.
Timp de lucru: 3 ore



Solutii clasa a X-a

1. a) Folosind formula de schimbare a bazei si regulile de calcul cu logaritmi avem
1 3072 1 3+10 +10
loggy 3072 = 2222 = B2°T~ 2

log ; 80 log5+4  b+4 "
b) 3072 <3125 < 210-3 < 5> = 230.3 < (5-2%)> = 80° < 81> = 320, de unde
230 <39 < x =19-log, 3 > 30
Demonstram ci x = 19 - log, 3 < 31 & 3!% < 23! ceea ce se obtine prin inmultirea
inegalitatilor (3°)3 < (28)3si 3* < 27.
Astfel ca [x] = 30.

2. a) Avem inegalitatea :

Ix+y—zl+|x—y+z|=|x+y—z+x—y+2z| =2-]|x| = 2. Scriind si alte doua
inegalitati analoage si adunand cele trei inegalitati se obtine prima inegalitate ceruta.
b) Vom demonstra ca valoarea maxima a lui E este 6.
Notam s = x + y + z. Conform inegalitatii Cauchy — Buniakowski-Schwarz avem:

(Js—=2x|+|s=2y| +|s—2zD?> < 3-(Is — 2x|> + |s — 2y|% + |s — 2z|?)

Dar|s —2x|? + s —2y]? +|s—2z|> = (s = 2x) - (5§ = 2%) + (s — 2y) - (§ — 2¥) +
(s—22)-(5—22)=3|s|>?—2(s*5§+5-s)+ 12 = —|s|?> + 12 < 12. Din ultimele doua
inegalititi rezultd (|s — 2x| + |s — 2y| + |s — 2z|)? < 3-12 = 36, de unde E(x,y,2) =

Is—2x|+|s—2y|+|s—22|3625(_1,%_”_\/? 1 .43

—, == L'—), deci max E = 6.
272 2

3. Functia f se scrie succesiv:

bX_X bx_x
f(x) =a* —c* +b* =+ L —d*

i} a*  c* a* i b* . a*
= (-l o) (G- 1)

= [ -] [(©) 1]+ [(%)" - 1]

Deci functia f este o suma de produse de functii strict crescatoare, cu valori pozitive.
Asadar feste o functie strict crescatoare, de unde rezulta ca feste o functie injectiva.

4. Scriind a doua ecuatie sub forma 2 - \/x +y +/x2 +y2 =2-v2- (Vx +,/y) (1),
deducem ca daca x =0, atunciy =0siz = 0.

Aplicand inegalitatea lui Jensen functiei concave f:[0,0) = R, f(t) = +/t obtinem ca

%2 @:}2- x+y =V2-(Vx+.fy) (2

x2+y?2 x+y x+y
> ZT, \/x2+y22ﬁ 3)

Adunand inegalititile (2) si 3) = 2 Jx +y + /a2 +y2 2 V2 - (Vx + [y ) + % (4)

Ridicand la patrat prima ecuatie a sistemului = ,/x - y € N = x-y este patrat perfect.

Dacix =1 =y = k? k € Nsi (1) nu se verifici. Analog pentru x = 2 sau x = 3.
Dacix>4siy>4=x>2Vxsiy>2\Jy=x+y=2-(Vx +,/y) (5)
Din relatiile (4)si (5) = 2-/x +y +/x2 +y2=2-V2- (Vx +,[y) (6)

Din (1) si (6) = x = 2Vx siy=2/y = x=4siy=4=12z=4.




BAREM DE CORECTARE

Clasa a X-a
Problema 1
__log, 3072 1
a) 10g80 3072 = —10g2 30 p
__log,3+10 _ a+10
" logy5+4  b+4 1p
b) 3072 <3125 < 210-3 < 5% = 230.3 < (5-2%)° =80° < 81> = 3%, 2p
de unde 23° < 3 & x =19-log, 3 > 30 1p
(33 < (28)3%s5i3* < 27 1p
Inmultind, apoi logaritméand in baza 2, x < 31.[x] = 31. 1p
TOTAL 7p
Problema 2
a) Avem inegalitatea :
lx+y—zl+lx—y+zl=zlx+y—z+x—y+z|=2-|x| =2 1p
Scriind si alte doua inegalitati analoage si adunand cele trei inegalitati se obtine
inegalitatea ceruta. 1p
b) Notam s = x + y + z. Conform inegalitatii Cauchy — Buniakowski-Schwarz
avem:
(Js—=2x|+|s=2y| +|s—2zD? < 3-(Is — 2x|> + |s — 2y|% + |s — 2z|?) 1p
Dar |s —2x|?> + s = 2y|> + s — 2z|> = (s = 2x) - (§ — 2%) + (s — 2y) -
G=2y)+(s—-22)-(5—22)=3|s|?—-2(s"5+5-s)+12=—|s|?+ 12 < 12. 20
Din ultimele dou inegalititi rezultd (|s — 2x| + s — 2y| + |s — 2z])? <312 =
36,deunde E(x,y,z) = |s —2x| + |s —2y| + |s—2z| <6 1
6=E(-1,2+i-2,1—i-2) deci maxE = 6 i
22 2 ) 1p
TOTAL P
Problema 3
f(x)=ax—c"+b"—bi;fx+bi;:x—dx 2p
X ax CX ax . bx . ax 1
=b (b_x_b_x+1__)+d () P
a-b\*
=bx-[— —1] [ —1]+d"-l(—) —1] 1p
c-d

Functia f este o suma de produse de functii strict crescatoare, cu valori 2p

pozitive, deci o functie strict crescatoare.

Rezulta ca feste o functie injectiva. 1p
TOTAL 7P
Problema 4
2-Jx+y+x2+y2=2-v2-(Vx+.[y) (1), decidacd x =0, atunciy =0 .

p

siz=0.
Aplicand inegalitatea lui Jensen functiei concave f:[0,0) = R, f(t) = v/t obtinem

succesiv
x+y VX +y
/T = T@Z' x+y 2\/?(\/}+\/;)
2
+y ZTy /x2+y2>ﬂ




: A +
§|sumand:>2-\/x+y+\/x2+y22x/§~(x/§+\/§)+%(4)
Ridicand la patrat prima ecuatie a sistemului = ,/x - y € N = x-y este patrat
perfect. Dacix = 1=y = k? k € Nsi (1) nu se verifici. Analog pentru X = 2 sau
X=3.

Dacix>4s5iy>4=x>2+xsiy>2\[y=x+y>2-[Vx+,/y) 5

Din relatiile (4)si (5) = 2" /x +y +/x2 +y2>2-vV2- (Vx +,/y) (6)

Din (1) si (6) = x = 2+Vx siy=2-/y=x=4siy=4=2=4.

2p
1p
1p

1p

1p

TOTAL

p




