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SUCEAVA, 2 februarie 2020
BAREM DE CORECTARE SI NOTARE-CLASA a X-a

1. (3p) a) Se considera ecuatia az* +bz+c=0, cu a,b,ceC", astfel incat

b|>2|c|. Sa se arate ca
ecuatia data are cel putin o radacind in modul mai mica sau egala cu 1.
(4p) b) Fie 1,&,&° radacinile cubice ale unitatii. Sa se determine z e C, stiind ca:

max{|z—1 2—52‘}S1

,Z—&‘,

**k*
Solutie. a) Presupunem, prin reducere la absurd, ci |z|,|z,| >1, unde z,,z, sunt radacinile ecuatiei
b

. .. R c .
date. Din relatiile lui Viete avem |z1 + 22| = |—, Z,-2,|= u, de unde obtinem
a a
Z,+12 b 1 1
S0 D e | —+—{>2.
2,2, c z, 1,
1 1 1 -
Dar |—+—|<|—|+|—|<1+1=2 , contradictie.
Zl ZZ Zl Z2

b) Avem: |z—l|slc>(z—l)(f—1)£1<:>|z|2Sz+§ (1)
|z—5|s1<:>(z—g)(z—2)31c>|z|2SZE+E¢9 (2)
‘z—gz‘glc(z—gz)(E—?)£1<:>|z|2 <26’ +22* (3)

Adunam relatiile (1), (2), (3) si tinind cont cd 1+ &+ & =0, obtinem 3|z|2 <0=1z=0.

Barem.
) Scrie 1elatiile TUL VICTE......coiiiiiiiiiiiiieiie ettt eaee e eeeas Ip
Aplica rationamentul prin reducere 1a absurd............ccooiiiiiiiiiiiiiiiiiii e 2p
b) Se acorda cate 1p pentru fiecare relatie si Ip pentru finalizare ..............cceeeveevienviecniennnnnn... 4p
2. (7p) Fie a,b,c e(1,+x). Sa se arate ca:
1 . 1 N 1 _ (log, b)" +(log, c)" +(log, a)’
log,b+1log,c log,c+log.a log a+log,b 2
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Solutie. a,b,ce (1,+oo) = log, b,log, c,log.ae (0, +oo) . Notam log, b =x,log,c=y,log.a=12 si

1 1 X4y +7
+ <

. . . . - 1
inegalitatea din enunt este echivalenta cu: + ,CU X,Y,2>0,xyz=1.

X+Yy Yy+Z Z+X 2
Avem: bz _z 2.2 SE-Xer:ZXJrZy.Obginemastfel:
X+y xz+yz 1 1 21 12 2 4
y X y X
1 IX+Zy Xy+VZ+zX X +y +17° .
> <> Y _XyEYIAX X HY * , ceea ce trebuia demonstrat.
cycx+y cyc 4 2 2
Barem.
2 2 2
Rescrie inegalitatea in forma ! + ! + ! SX Y +z ,CU X, Y,2>0,xyz=1........... 2p
X+y y+z zZ+X 2
Demonstreaza
S, 3p
X+Yy 4




2 2 2
Finalizare ) ! SZZX+Zy:Xy+yZ+ZXSX Y e, 2p
ac Xty oc 4 2 2

3. (7p) Sa se rezolve ecuatia 2™ +2° 2 =3,x e [O,%} .

Dan Popescu, Suceava
Solutie. Aplicam inegalitatea mediilor si obtinem:

inx coszl inx Coszl—l 3 sinx+200525—2 3 i Xtcos X—1
2742 2 =2 42.2 2 >3Y2 2 =3q/20ee
. : 2 . 2 T = .= n.3/A~sinx+cosx—1 3/ Asin® x+cos> x-1 __
Deoarece sin X >sin“ X si cosX = cos” X,Vxe 0,5 , rezulta ca 34/2 >332 =3,

Egalitatea avand loc doar pentru X =0, care este singura solutie a ecuatiei.

Barem.
5 X
. COS — .
Demonstreaza 2" 42 2 2 3R/ T e p
Deduce ci 33/2°" ! > 3 si determind SOIUtA €CUALIET ......cvveververeieereieieeiiciercee e 3p

4. Se considera o functie f:R— R cu proprietatea f (x2 + f (y)) =xf (x)+y,vx,yeR.

(2p) a) Sa se arate ca f este functie bijectiva;

(5p) b) Sa se determine functiile care verifica relatia din enunt.

-
Solutie: a) Consideram x=0 si obtinem f ( f (y)) =y,vyeR, deci fof =1,. De aici rezulta ca f
este bijectie, inversabila si f=f".

b) Fie te R un numdr real oarecare si x=f'(t), adicd t=f (x). Inlocuim in relatia din ipoteza si
obtinem

f(f(t)2 + f (y)) =tf (t)+y. Dar f(t2 +f (y))ztf (t)+y si din injectivitatea functiei f, deducem ca

t,teA

, unde A,B formeaza o partitie a
-t,teB

f(t) +f(y)=t+f(y)=|f(t)=[t Rezultd f (t):{
multimii R. Consideram doud elemente oarecare xe A,yeB 1in relatia din ipoteza si obtinem
f(xz—y)=x2+y:>x2—y=x2+y sau —X’+y=x"+y, de unde x=0 sau y=0, adicdi A={0} sau

-x,XeR’
0,x=0

X,xeR"

B={0}. Rezulta f(x):{ , deci f=1, sau f=-1,, care verifica

sau f(x)z{

0,x=0

relatia data.

Barem.
a) Demonstreaza Ca f €St DIJECHIC. . ...eiuiiuieieeieitieieetiete ettt eie ettt et eeeeereeteereenaeeneeseeens 2p
b) Deduce [ (1) S|t VEER oo 3p
Finalizare f =1, si f =—1, sunt singurele fUnCHil.......ccceerieriiiiiiinii e 2p

Nota: Orice alta solutie corecta se va puncta corespunzator.




