OLIMPIADA DE MATEMATICA
Faza locala
Brasov, 21 februarie 2020

Clasa a IX-a

1. (a) Fie m,n € N*, m numar par. Demonstrati ca daci v/2 < o, atunci
(b) Fie a € Q cu proprietatea ci v/2 < a. Demonstrati ca existd o' € Q, astfel
incat v2 < d < a.

2. Rezolvati in R ecuatia
3{z}? 4+ 11{z} = 7z — 5.

Prin {z} am notat partea fractionara a numarului real z.

3. FieneNn>3keN 0<k<n-—2siayas,..,a, € N distincte doua cate
doua. Demonstrati ca daca
n? 4+ n + 2k

Gt ayt e =

atunci printre numerele aq, as, ..., a,, exista n — k numere naturale consecutive.

4. Se da un patrulater ABCD inscris in cercul de centru O si fie H, K ortocentrele
triunghiurilor AC'D, respectiv BC'D. Fie L mijlocul laturii AB. Stiind ca O este
centrul de greutate al triunghiului H KL, aratati ca ABC'D este trapez isoscel.

Nota. Toate subiectele sunt obligatorii. Fiecare subiect valoreaza 7 puncte.
Timp de lucru 3 ore.
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Clasa a X-a

. Se considera functiile f : Z — Z, f(x) =2020z i g : Z — Z, g(x) = [
la] este partea intreaga a numarului real a.

T
2020} , unde

(a) Aratati ca go f = 1z, unde 1z este functia identica a multimii Z.
(b) Este g inversa lui f7 Justificati raspunsul!

. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia

Cin? _ cos? )
QTSWE L 9T T —ginx + cos .

. Fie n un numar natural nenul fixat. Rezolvati in multimea numerelor reale sistemul

W00/an =y — 2
WOy =z —x
W/ =g —y

. Se considera numerele complexe z1,zy §i z3, distincte doua cate doud, cu |z| =
29| = |23 = 1. Stiind c& |z} + 25 + 23| = 3, calculati |22020 22020 4 2020],

Nota. Toate subiectele sunt obligatorii. Fiecare subiect valoreaza 7 puncte.

Timp de lucru 3 ore.
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Clasa a XI-a

1. In reperul cartezian Oy considerfm triunghiul echilateral ABC. Aritati ci cel
putin una dintre coordonatele punctelor A, B sau C' este numar irational.

a b

2. Se considera matricea A = (c d) € My(R), cu det(A) = 0. Notam cu tr(A) =

a + d urma matricei A.
(a) Aritati ca daca tr(A) < 0 ecuatia X?°?° = A nu are solutii in My (R).
(b) Ardtati cd daca tr(A) > 0 ecuatia X?°2° = A are exact doud solutii in My (R).

(c) Aratati ca ecuatia X299 = A are o infinitate de solutii in M3(R) daci si numai

daca A = Os.
3. Se considera sirul (a,),>1 cu a; € (0,1) si a,11 = 2% — 1, pentru orice n > 1.
(a) Calculati lim a,.

n—-+o0o

(b) Calculati lim %=t

n—+oo 9n

4. Se considera numerele naturale nenule p si ¢ si numerele reale strict pozitive ay, as, ..., a,,

by, b, ..., by. Stiind ca

ay +ay + .. +al = b by + L b
pentru o infinitate de numere naturale n, aratati ca

al +ab + ...+ al = bf + b + ...+ Y,

pentru orice numar real x.

Nota. Toate subiectele sunt obligatorii. Fiecare subiect valoreaza 7 puncte.
Timp de lucru 3 ore.
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Clasa a XII-a

1. Determinati functiile continue f : R — R care admit o primitiva F' : R — R cu
proprietatea ca F(x) = {f(z)}, ¥V € R, unde prin {a} intelegem partea fractionara
a numarului real a.

1 1
2. (a) Ardtati c& [In(z?+ 2+ 1)dz = [ In(z® — z + 1)dx.
“1 21

1
(b) Calculati [ In(z* + 322 + 4)dz.
“1

1\" 1
3. Fie I, = / (x — —) - —dx, n € N. Aratati ca
x x

3 n—1
2nl, =5 (5) —8(n —1)1,_2, pentrun > 2.

4. (a) Aratati ca orice grup cu 9 elemente este abelian.

(b) Exista vreun monoid necomutativ cu 9 elemente?

Nota. Toate subiectele sunt obligatorii. Fiecare subiect valoreaza 7 puncte.
Timp de lucru 3 ore.



