
         

 

Varianta 045 
 
Subiectul I 
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Subiectul II 
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2. a) ex-1. b) 
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5−e . c) f’’(x)>0. d) e-1. e) f(x)≥ 0. (∀ )x∈R. 

Subiectul III 
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b) Pentru k≥ n, fn(k)= Cn
k  ∈ Z. 

Pentru k∈{0.1.…n-1} fn(k)=0∈ Z. 
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c) Luam g=f3= xxx
xxx
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 care are toti coeficientii neintregi, iar f3(k) ∈ Z. 

(∀ )k∈ Z. 
d) Cum fn are n factori de gradul 1⇒grad fn=n. 

e) Demonstram ca exista a0, a1, a2, a3∈C unice a.i h=a0 1⋅ +a1x+a2
2

)1( −xx
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x=0. h(0)= a0. 
x=1. h(1)= a0+a1. deci a1=h(1)-h(0). 
x=2. a2=h(2)-2h(1)+h(0). 
x=3. a3=h(3)- a0-3a1. 
Astfel am demonstrat ca a0, a1, a2, a3 sunt determinate in mod unic. 
f) Fie w= a0f0+a1f1+a2f2+ a3f3 conf lui e) luam w(0)= a0 ∈ Z. 
w(1)= a0+a1∈Z. w(2)= a0+2a1+a2∈Z. 
w(3)= a0+3a1+3a2+a3∈Z rezulta ca a0, a1, a2,a3∈Z. 
De aici si din fn(k)∈Z. (∀ )k∈Z⇒w(k)∈Z. 
g) Din e⇒u=a0f0+a1f1+a2f2+ a3f3 cu ai∈Z⇒u(k)∈Z. (∀ )k∈Z 
avem: u= b3x

3+ b2x
2+ b1x+ b0, bi∈Q 

Analizam cazul b3>0(cazul b3<0 este similar) 
Avem ( ) ( ) ( ) ( ) strict esteu  siA x , Auxu ca astfel A exista si xulim ,xulim
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Subiectul IV  
a) se verifica usor. 

b) f2(x)= ∫ −
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c) Fie an=
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Conform criteriului raportului avem 0lim =
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graficul functiei f1 nu are asimptota spre  +∞ . 
e) Cum verificarea este facuta, ramane sa aratam ca P(n)⇒P(n+1) 
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f) Aratam inductiv ca 0≤  fn(x)≤
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 (∀ )n∈N*, x>0 at n=1 din 0≤ f0(t)≤2 (∀ ) t∈R⇒  integrand 

ca 0≤ f1(x)≤2x. (∀ )x>0 apoi din 0≤ fn(t)≤
!

2
n

t n

integrand⇒  0≤ fn+1(x)≤
)!1(

2
1

+

+

n

xn

. (∀ )x>0  

g) din c) si f) ⇒ca 0)(lim =
∞→

xf n
x

,(∀ )x>0 si 0)()1(lim =−
∞→

xfn
k

x
(∀ ) x>0 

Fie bn(x)=
)!2(

)1(
!2

1
22

n

xx n
n−++− …  . Din f) ⇒ xxbn

x
cos)(lim =

∞→
. (∀ )x>0.Deoarece funciile nb  i 

cos sunt funcii impare, rezult egalitatea i pentru 0≤x   
Asadar xxbn

n
cos)(lim =

∞→
, (∀ ) x∈R. 

 

            

 


